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MỞ ĐẦU

Một đồ thị (có hướng) là một bộ E = (E0, E1, r, s) bao gồm tập đỉnh

E0, tập cạnh E1, cùng với hai ánh xạ r, s : E1 −→ E0. Các đỉnh r(e) và

s(e) tương ứng được gọi là ngọn và gốc của cạnh e. Cho K là một trường.

Đại số đường Leavitt LK(E) của đồ thị E với hệ số trên trường K đã

được giới thiệu một cách độc lập bởi hai nhóm tác giả Abrams, Aranda

Pino [6] vào năm 2005 và Ara, Moreno, Pardo [23] vào năm 2007. Abrams

và Aranda Pino sau đó đã mở rộng định nghĩa trong [8] cho các đồ thị

đếm được. Đại số đường Leavitt là mở rộng của đại số Leavitt LK(1, n)

(được giới thiệu bởi Leavitt [45] vào năm 1962) và đồng thời chứa nhiều

lớp đại số thú vị khác như đại số ma trận, đại số đa thức Laurent, đại số

Jacobson,... Thêm nữa, đại số đường Leavitt cũng có thể được xem như

một phiên bản đại số của C∗-đại số đồ thị (cho E là một đồ thị có hướng,

C∗-đại số đồ thị C∗(E) của E đã được giới thiệu bởi Kumjian, Pask và

Raeburn [41] vào năm 1998). Trong suốt hai thập kỷ qua, đại số đường

Leavitt đã trở thành một chủ đề nghiên cứu sôi động trong ngành đại số

kết hợp và thu hút được sự quan tâm của nhiều nhà toán học thuộc các

lĩnh vực khác nhau. Để biết thêm lịch sử, các thành tựu và một số vấn đề

mở của đại số đường Leavitt, chúng tôi giới thiệu đến người đọc bài viết

tổng quan [3] của Abrams.

Hai vành R và S được gọi là tương đương Morita, ký hiệu R ∼ME S,

nếu hai phạm trù môđun trên chúng là tương đương. Một trong những

vấn đề mở rất được quan tâm nghiên cứu trong lĩnh vực đại số đường

Leavitt là phân loại sai khác tương đương Morita các đại số đường Leavitt

dựa trên các bất biến dễ tính toán từ đồ thị, được gợi ý bởi chương trình

Elliotts về phân loại các C∗-đại số thông qua K-lý thuyết. Đây là một vấn

đề nghiên cứu hấp dẫn không chỉ đối với các nhà đại số mà cả các nhà giải
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tích vì nó giúp giải thích một số hiện tượng chưa rõ ràng trong lý thuyết

đại số các toán tử.

Hai đồ thị E và F được gọi là tương đương dòng nếu E có thể nhận được

từ F thông qua các phép biến đổi đồ thị (S), (O), (I) và (R) được giới thiệu

trong quyển sách [46] của D. Lind và B. Marcus. Cho R là một vành có đơn

vị địa phương, ta gọi V(R) là tập các lớp đẳng cấu (ký hiệu bởi [P ]) của

các R-môđun phải xạ ảnh hữu hạn sinh. Khi đó V(R) là một vị nhóm giao

hoán với phép toán cảm sinh từ phép cộng trực tiếp các R-môđun. Nhóm

Grothendieck của R, ký hiệu K0(R), là nhóm Grothendieck của vị nhóm

V(R). Trong [4, Theorem 2.8, Propositions 4.1, 4.2], Abrams, Ánh, Louly

và Pardo đã chỉ ra rằng nếu E và F là các đồ thị hữu hạn không có cạnh

song song (các cạnh trong một đồ thị được gọi là song song nếu chúng có

cùng đỉnh ngọn và đỉnh gốc) sao cho LK(E), LK(F ) là đơn vô hạn thuần

tuý, |E0| = |F 0| ≤ 3 và tồn tại một đẳng cấu ϕ : K0(LK(E)) → K0(LK(F ))

thoả mãn ϕ([LK(E)]) = [LK(F )] thì LK(E) ∼= LK(F ) và E được đưa về F

thông qua phép biến đổi (O).

Trong [14], Abrams, Louly, Pardo và Smith đã chỉ ra rằng nếu E tương

đương dòng với F thì LK(E) ∼ME LK(F ). Ngoài ra, bằng cách áp dụng

Định lí Franks [33, Theorem 1], các tác giả thu được rằng nếu E và F là

các đồ thị hữu hạn sao cho LK(E) và LK(F ) là đơn vô hạn thuần tuý,

det(I − AE) = det(I − AF ) và tồn tại một đẳng cấu ϕ : K0(LK(E)) →
K0(LK(F )) thì LK(E) ∼ME LK(F ) và E tương đương dòng với F . Nếu

thêm điều kiện rằng ϕ([LK(E)]) = [LK(F )] thì ta được LK(E) ∼= LK(F ).

Trong [52, Theorem 8.6], Ruiz và Tomforde đã chứng minh rằng nếu

E và F là đồ thị hữu hạn đỉnh với vô hạn cạnh sao cho LK(E) và LK(F )

là hai vành đơn vô hạn thuần tuý thì LK(E) ∼ME LK(F ) khi và chỉ khi

K0(LK(E)) ∼= K0(LK(F )) và số đỉnh kỳ dị của E bằng số đỉnh kỳ dị của

F . Hơn nữa, trong trường hợp này, E tương đương dòng với F .

Ngoài ra, các nỗ lực nghiên cứu cho vấn đề phân loại sai khác tương

đương Morita của đại số đường Leavitt cũng nhằm giải quyết giả thuyết
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tương đương Morita được Abrams và Tomforde nêu ra trong [18] như sau.

Nhắc lại rằng với hai C∗-đại số A và B, ta nói A tương đương Morita mạnh

với B, ký hiệu A ∼SME B nếu A tương đương Morita với B như các vành.

Giả thuyết Abrams-Tomforde: ([18, Section 9]) Cho E và F là các

đồ thị đếm được. Nếu LC(E) ∼ME LC(F ) thì C∗(E) ∼SME C∗(F ).

Giả thuyết trên đã được chứng minh cho một số trường hợp riêng như

sau. Trong [18], Abrams và Tomforde đã chứng minh giả thuyết trên là

đúng cho lớp đồ thị không chứa chu trình và lớp đồ thị hữu hạn bậc ra mà

đại số đường Leavitt liên kết là đơn. Gần đây, trong [32], Eilers, Restorff,

Ruiz và Sørensen đã chứng minh Giả thuyết Abrams-Tomforde là đúng

cho lớp đồ thị có tập đỉnh hữu hạn bằng cách sử dụng một số phép biến

đổi đồ thị.

Mục tiêu đầu tiên của luận án này là quan tâm vấn đề sau.

Vấn đề 1. Tìm mối liên hệ giữa hai đồ thị E và F sao cho

LK(E) ∼ME LK(F ).

Bên cạnh đó, việc áp dụng tương đương Morita để nghiên cứu cấu trúc

của đại số đường Leavitt cũng là một chủ đề rất được quan tâm. Abrams,

Pino [8] đã khởi xướng cho hướng nghiên cứu này bằng cách sử dụng

lý thuyết tương đương Morita để mô tả cấu trúc của các đại số đường

Leavitt đơn, đại số đường Leavitt nửa nguyên tố và đại số đường Leavitt

nửa nguyên thủy. Koç, Özaydın [40] ứng dụng tương đương Morita để đặc

trưng cho các đại số đường Leavitt có một biểu diễn hữu hạn chiều không

tầm thường. Trong luận án này, chúng tôi muốn ứng dụng tương đương

Morita để mô tả các đại số đường Leavitt có tính IBN. Một vành R được

gọi là có tính IBN nếu chúng ta có thể định nghĩa được số chiều của các

R-môđun tự do hữu hạn sinh.

Nói chung là không dễ để xác định tính IBN của một vành cho trước.

Tính IBN của các đại số đường Leavitt đã được nghiên cứu bởi nhiều tác

giả. Cho K là một trường và E là một đồ thị. Đại số đường Cohn của đồ
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thị E với hệ số trên K, ký hiệu CK(E), là một trường hợp riêng của đại số

đường Leavitt. Abrams và Kanuni [13, Theorem 9] đã chỉ ra rằng CK(E)

luôn thỏa mãn tính IBN. Dựa vào K0-nhóm, Kanuni và Özaydın trong

[38, Theorem 13] đã chỉ ra rằng với một đồ thị hữu hạn E = (E0, E1, r, s),

LK(E) có tính IBN khi và chỉ khi
∑

v∈E0 v không thuộc vào Q-không gian

vectơ sinh bởi hệ {w −
∑

e∈s−1(w) r(e) | w ∈ E0, s−1(w) ̸= ∅}. Kanuni,

Barquero, Gonzalez và Siles Molina [37] đã xác định được tất cả các đại

số đường Leavitt của đồ thị hai đỉnh có tính IBN. Koç và Özaydin trong

[40, Corollary 6.9] đã chứng minh rằng đại số đường Leavitt của các đồ

thị hữu hạn mà mỗi đỉnh thuộc nhiều nhất một chu trình có tính IBN.

Tuy nhiên, đến thời điểm hiện tại, vẫn chưa có một tiêu chuẩn thuần tuý

đồ thị trên E sao cho LK(E) có tính IBN.

Mục tiêu thứ hai của luận án này là khảo sát vấn đề dưới đây.

Vấn đề 2. Tìm các điều kiện thuần tuý đồ thị trên E sao cho LK(E)

có tính IBN.

Bố cục luận án chia làm ba chương. Chương 1 chuẩn bị các kiến thức

cần thiết về tương đương Morita, đồ thị và đại số đường Leavitt. Chương

2 và Chương 3 lần lượt trình bày các kết quả về Vấn đề 1 và Vấn đề 2.



CHƯƠNG 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Chương này trình bày một số kiến thức chuẩn bị liên quan đến luận

án. Nội dung của chương này chủ yếu được trích từ các tài liệu [6], [12],

[16], [23], [43], [48], [49]. Nội dung của từng mục như sau.

- Trong mục 1.1, chúng tôi trình bày định nghĩa và một số tính chất cơ

bản về sự tương đương Morita của các vành.

- Trong mục 1.2, chúng tôi nhắc lại các định nghĩa đồ thị (có hướng),

vị nhóm đồ thị và một số khái niệm về lý thuyết đồ thị quan trọng nhằm

phục vụ cho việc khảo sát đại số đường Leavitt.

- Trong mục 1.3, chúng tôi trình bày định nghĩa và một số tính chất cơ

bản của đại số đường Leavitt
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CHƯƠNG 2

VỀ TƯƠNG ĐƯƠNG MORITA CỦA ĐẠI SỐ

ĐƯỜNG LEAVITT

Chương này nghiên cứu Vấn đề 1 được đề cập trong phần Mở đầu và

được cấu trúc như sau:

Gọi Esf là đồ thị phi nguồn có được qua quá trình từng bước khử đỉnh

nguồn từ đồ thị hữu hạn ban đầu E và K là một trường.

- Trong mục 2.1 chúng tôi chỉ ra rằng LK(E) tương đương Morita với

tổng trực tiếp của LK(Esf) và n bản sao của K, trong đó n là số đỉnh thu

trong E và không thuộc Esf (Định lí 2.1.6). Mục này được viết dựa trên

bài báo [16].

- Trong mục 2.2 chúng tôi chỉ ra rằng LK(E) đẳng cấu với tổng trực

tiếp của n đại số ma trận trên K và LK(F ), trong đó F được xây dựng

tường minh từ Esf (Định lí 2.2.14). Như một hệ quả, chúng tôi nhận lại kết

quả của Abrams, Pino, Molina [11] về cấu trúc của đại số đường Leavitt

của đồ thị hữu hạn mà mọi chu trình đều không có lối ra (Hệ quả 2.2.16).

Mục này được viết dựa trên bài báo [48].

- Trong mục 2.3, chúng tôi chỉ ra rằng đại số đường Leavitt của đồ thị

Hopf đẳng cấu với một số bản sao của đại số đường Leavitt của một thành

phần liên thông của đồ thị Hopf đã cho (Định lí 2.3.9). Áp dụng kết quả

này, chúng tôi chứng minh Giả thuyết Abrams-Tomforde đúng cho một số

lớp đồ thị Hopf (Định lí 2.3.19). Mục này được viết dựa trên bài báo [49].
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2.1 Phép khử đỉnh nguồn trên đồ thị

Chúng tôi bắt đầu mục này bằng cách nhắc lại phép khử đỉnh nguồn

trên đồ thị theo [14].

Định nghĩa 2.1.1. ([14, Definition 1.2]) Cho E = (E0, E1, r, s) là một

đồ thị, và đặt v ∈ E0 là một đỉnh nguồn. Ta gọi đồ thị khử đỉnh nguồn

(Phép biến đổi (S)) E\v của E là đồ thị như sau: (E\v)
0 = E0 \ {v},

(E\v)
1 = E1 \ s−1(v), sE\v = s|(E\v)1 và rE\v = r|(E\v)1. Nói cách khác, E\v

ký hiệu cho đồ thị thu được từ E bằng cách xoá bỏ đỉnh v và tất cả các

cạnh trong E phát ra từ v.

Chúng tôi minh hoạ phép khử đỉnh nguồn thông qua ví dụ sau đây.

Ví dụ 2.1.2. Cho E là đồ thị

•a •voo // •b
��

// •c .

Khi đó, đồ thị khử đỉnh nguồn E\v là

•a •b
��

// •c .

Bổ đề sau đây khẳng định phép khử đỉnh nguồn bảo toàn tương đương

Morita của các đại số đường Leavitt liên kết. Khẳng định này được Abrams,

Louly, Pardo và Smith chứng minh trong [14] với giả thiết rằng LK(E) là

đơn. Trường hợp tổng quát đã được chứng minh bởi Ara, Rangaswamy

trong [24] và một cách độc lập bởi Ruiz, Tomforde trong [52].

Bổ đề 2.1.3. ([24, Lemma 4.3] và [52, Proposition 3.2]) Cho E là đồ thị

hữu hạn, v là một đỉnh nguồn nhưng không phải là đỉnh thu trong E và K

là một trường. Khi đó, LK(E) ∼ME LK(E\v).

Định lí sau đây là kết quả chính của mục này, cho phép ta đưa việc

nghiên cứu đại số đường Leavitt LK(E) về đại số đường Leavitt LK(Esf).
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Định lí 2.1.6. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Gọi

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Et = Esf

là dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn.

Khi đó LK(E) ∼ME Ks ⊕ LK(Esf), trong đó s là số các đỉnh thu trong E

nhưng không có trong E0
sf .

2.2 Cấu trúc của đại số đường Leavitt

Sử dụng các phép biến đổi đồ thị đã biết, chúng tôi chỉ ra rằng LK(E)

đẳng cấu với tổng trực tiếp của một số đại số ma trận trên K và LK(F ),

trong đó F được xây dựng tường minh từ Esf . Chúng tôi nhắc lại một số

khái niệm như sau. Cho E = (E0, E1, r, s) là một đồ thị và c là một chu

trình trong E. Ta gọi c là chu trình nguồn nếu |r−1(v)| = 1 với mọi đỉnh

v ∈ c0. Ta nói rằng tập con H ⊂ E0 là di truyền nếu với mọi v ∈ H và

w ∈ E0, v ≥ w kéo theo w ∈ H. Cho H là một tập con di truyền của E0.

Xét tập hợp

F (H) = {α | α = e1e2 · · · en, e1, e2, · · · , en ∈ E1, s(en) /∈ H, r(en) ∈ H}.

Gọi F (H) = {α | α ∈ F (H)}. Ta định nghĩa đồ thị E(H) chính là

(H, s−1(H), s, r) cùng với các đỉnh nguồn α ∈ F (H) với duy nhất một

cạnh α từ α đến r(α).

Định lí 2.2.14. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Gọi

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Et = Esf

dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn. Khi

đó, các khẳng định sau đây là đúng:

(1) LK(E) ∼= Mm1+1(K)⊕· · ·⊕Mmk+1(K)⊕LK(E(E0
sf)), trong đó k là

số các đỉnh thu trong E nhưng không thuộc E0
sf (gọi chúng là v1, · · · , vk)

và với mỗi 1 ≤ i ≤ k, mi là số các đường trong E kết thúc tại vi;

(2) Với mỗi đỉnh v ∈ E0
sf , gọi nv là số các đường trong E kết thúc tại

v. Nếu nv = n với mọi v ∈ E0
sf thì LK(E(E0

sf))
∼= Mn+1(LK(Esf));
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(3) Nếu Esf không phải là đồ thị tầm thường thì tồn tại một đồ thị hữu

hạn không chứa đỉnh nguồn F thoả mãn các điều kiện sau đây:

(i) LK(F ) ∼= LK(E(E0
sf));

(ii) Tồn tại một song ánh giữa tập các chu trình trong F và tập các

chu trình trong E. Đặc biệt, F không có lối ra khi và chỉ khi E không có

lối ra;

(iii) Tồn tại một song ánh giữa tập các chu trình nguồn trong F và

tập các chu trình nguồn trong Esf .

Như một hệ quả của Định lí 2.2.14, chúng tôi nhận lại kết quả của

Abrams, Pino, Molina [11] về cấu trúc của đại số đường Leavitt của đồ

thị hữu hạn không có lối ra.

Hệ quả 2.2.16. ([11, Theorem 3.8]) Cho E là một đồ thị hữu hạn không

có lối ra và K là một trường. Gọi {c1, · · · , cl} là tập các chu trình và

{v1, · · · , vk} là tập các đỉnh thu trong E. Khi đó, LK(E) đẳng cấu với

(

k⊕
i=1

Mmi+1(K))⊕ (

l⊕
j=1

Mnj+1(K[x, x−1])),

trong đó với mỗi 1 ≤ i ≤ k, mi là số các đường kết thúc tại đỉnh thu vi và

với mỗi 1 ≤ j ≤ l, nj là số các đường kết thúc tại một đỉnh cố định (chọn

trước tuỳ ý) của chu trình cj mà không chứa chu trình đó.

2.3 Cấu trúc của đại số đường Leavitt liên kết với đồ thị Hopf

Chúng tôi nhắc lại khái niệm đồ thị Hopf đã được giới thiệu bởi Cibils

và Rosso trong [26]. Cho G là một nhóm và C là tập tất cả các lớp liên kết

của G. Ta gọi một hàm phân nhánh của G là một ánh xạ r : C −→ N. Ta
còn có thể viết hàm phân nhánh dưới dạng tổng hình thức r =

∑
C∈C

rCC,

trong đó rC := r(C). Giá của r là tập hợp supp(r) = {C ∈ C | rC > 0}. Đồ
thị Hopf liên kết với cặp (G, r), ký hiệu ΓG,r, là đồ thị có tập đỉnh Γ0

G,r = G

và có rC cạnh từ x đến xc với mỗi x ∈ G và c ∈ C. Gọi SG,r là nửa nhóm
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con của G sinh bởi tập
⋃

C∈supp(r)C. Ta định nghĩa ∆G,r là đồ thị con của

ΓG,r sau đây: nếu r = 0 thì ∆G,r là đồ thị tầm thường, ngược lại

∆G,r = (∆0
G,r,∆

1
G,r, r|∆1

G,r
, s|∆1

G,r
),

trong đó ∆0
G,r := ⟨SG,r⟩ và ∆1

G,r := r−1(∆0
G,r).

Ta định nghĩa ΛG,r là đồ thị con của ΓG,r sau đây: nếu SG,r không phải

là vị nhóm con của G thì ΛG,r là đồ thị tầm thường, ngược lại

ΛG,r = (Λ0
G,r,Λ

1
G,r, r|Λ1

G,r
, s|Λ1

G,r
),

trong đó Λ0
G,r := G(SG,r) là nhóm con lớn nhất của G được chứa trong SG,r

và Λ1
G,r := r−1(Λ0

G,r) ∩ s−1(Λ0
G,r).

Ta ký hiệu bởi S∆G,r
tập hợp tất cả các thành phần liên thông mạnh của

∆G,r. Hiển nhiên S∆G,r
là tập sắp thứ tự bộ phận bởi quan hệ ≥ xác định

như sau: với mọi Π1,Π2 ∈ S∆G,r
, Π1 ≥ Π2 nếu tồn tại v ∈ Π0

1 và w ∈ Π0
2 để

v ≥ w. S∆G,r
được gọi là tập định hướng xuống nếu với mọi Π1,Π2 ∈ S∆G,r

,

tồn tại Π3 ∈ S∆G,r
sao cho Π1 ≥ Π3 và Π2 ≥ Π3. Trong định lí sau, chúng

tôi mô tả cấu trúc của các đồ thị Hopf và đại số đường Leavitt của chúng.

Định lí 2.3.9. Cho G là một nhóm với hàm phân nhánh r =
∑

C∈C rCC,

và K là một trường. Khi đó các khẳng định sau đây là đúng:

(1) ∆G,r là một thành phần liên thông của ΓG,r và ΓG,r = ⊔
i∈G/∆0

G,r

Ωi

trong đó Ωi đẳng cấu với ∆G,r như các đồ thị;

(2) ΛG,r là một thành phần liên thông mạnh của ∆G,r và Π ∼= ΛG,r như

các đồ thị với mọi thành phần liên thông mạnh Π của ∆G,r. Hơn nữa,

|S∆G,r
| =

 |∆0
G,r/Λ

0
G,r| nếu SG,r là một vị nhóm con của G;

|∆0
G,r| trường hợp còn lại;

(3) ∆G,r là một thành phần liên thông mạnh của ΓG,r nếu và chỉ nếu

r = 0 hoặc SG,r là một nhóm con của G. Như một hệ quả, nếu SG,r là hữu

hạn, thì ∆G,r là một thành phần liên thông mạnh của ΓG,r;
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(4) Nếu thêm rằng G là giao hoán, thì (S∆G,r
,≥) là hướng xuống (down-

ward directed);

(5) LK(ΓG,r) ∼= LK(∆G,r)
(G/∆0

G,r).

Áp dụng Định lí 2.3.9, chúng tôi chỉ ra Giả thuyết Abrams-Tomforde

đúng cho một số lớp đồ thị Hopf.

Định lí 2.3.19. Giả thuyết Abrams-Tomforde là đúng cho các lớp đồ thị

Hopf liên kết với cặp (G, r) sao cho G là nhóm đếm được và một trong các

điều kiện sau đây được thoả mãn:

(1) SG,r không là vị nhóm con của G.

(2)
∑

C∈C rC |C| ≤ 1.

(3)
∑

C∈C rC |C| ≥ 2 và SG,r = G.

(4) G là một nhóm hữu hạn.



CHƯƠNG 3

MỘT SỐ ỨNG DỤNG

Chương này nghiên cứu Vấn đề 2 được đề cập ở phần Mở đầu và được

tổ chức như sau.

- Trong mục 3.1, chúng tôi cung cấp các tiêu chuẩn trên ma trận kề của

E và Esf để LK(E) có tính IBN (Định lí 3.1.6, Định lí 3.1.8). Sử dụng tiêu

chuẩn này, chúng tôi nhận lại được kết quả của Koc, Ozaydin [40] về tính

IBN của đại số đường Leavitt của đồ thị hữu hạn mà mỗi định chỉ thuộc

nhiều nhất một chu trình và nhận lại được kết quả của Abrams, Kanuni

[13] về tính IBN của đại số đường Cohn (Hệ quả 3.1.12). Mục này được

viết dựa trên bài báo [48].

- Trong mục 3.2, chúng tôi cung cấp một tiêu chuẩn thuần tuý đồ thị

trên E sao cho LK(E) có tính UGN (Định lí 3.2.14). Từ đó, chúng tôi chỉ

ra rằng tính UGN và tính IBN là tương đương trên các lớp đại số đường

Leavitt của đồ thị Hopf (Hệ quả 3.2.15) và đồ thị Cayley (Hệ quả 3.2.23).

Mục này được viết dựa trên các bài báo [16], [48] và [49].

3.1 Đại số đường Leavitt thoả mãn tính chất IBN

Như chúng ta đã biết, với một trường K bất kỳ, mọi cơ sở của một

K-không gian vectơ luôn có cùng lực lượng. Khẳng định này nói chung là

không đúng đối với các môđun tự do trên một vành bất kỳ. Chẳng hạn,

vành các tự đồng cấu của một K-không gian vectơ vô hạn chiều (xem [43,

Example 1.4]

Định nghĩa 3.1.1. ([30, page 3]) Một vành R có đơn vị được gọi là có tính

IBN (Invariant Basis Number) nếu với mọi cặp số nguyên dương m và n,

12
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Rm ∼= Rn (như các R-môđun phải) kéo theo m = n. Một cách tương

đương, R có tính IBN nếu chúng ta có thể định nghĩa được số chiều của

các R-môđun tự do hữu hạn sinh.

Định lí sau đây cung cấp một tiêu chuẩn cho tính IBN của LK(E) dựa

trên ma trận kề của E. Kết quả này là một dạng ma trận của [38, Theorem

13] đã được đề cập trong phần Mở đầu. Trong [38], Kanuni và Özaydın

chứng minh dựa vào K0-nhóm. Ở đây, chúng tôi chứng minh bàng cách

dựa vào vị nhóm đồ thị và lý thuyết về hệ phương trình tuyến tính. Chúng

tôi ký hiệu AE là ma trận kề của đồ thị E và X t là ma trận chuyển vị của

ma trận X.

Định lí 3.1.6. Cho E là một đồ thị hữu hạn với tập đỉnh {vi | 1 ≤ i ≤ h}
sao cho các đỉnh chính quy là v1, · · · , vz. Đặt

JE =

(
Iz 0

0 0

)
∈ Mh(N), b = [1 · · · 1]t ∈ Mh×1(N),

và [At
E − JE b] là ma trận có được từ At

E − JE bằng cách thêm vào cột b.

Cho K là một trường. Khi đó, LK(E) có tính IBN khi và chỉ khi

rank(At
E − JE) < rank([At

E − JE b]).

Áp dụng các Định lí 2.2.14 và 3.1.6, chúng tôi cung cấp một tiêu chuẩn

dựa trên quá trình khử đỉnh nguồn và ma trận kề của Esf cho tính IBN

của LK(E).

Định lí 3.1.8. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Gọi

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Ep = Esf

là dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn.

Đặt {v1, v2, · · · , vk} là tập đỉnh của E0
sf và ni số đường trong F (E0

sf) kết

thúc tại đỉnh vi. Khi đó, LK(E) có tính IBN khi và chỉ khi một trong các

điều kiện sau được thoả mãn:

(1) Tồn tại 0 ≤ i ≤ p để Ei chứa một đỉnh cô lập.
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(2) rank(At
Esf

− JEsf
) < rank([At

Esf
− JEsf

b′]), trong đó b′ = [1 +

n1, · · · , 1+ nk]
t và [At

Esf
− JEsf

b′] là ma trận có được từ At
Esf

− JEsf
bằng

cách thêm vào cột b′.

Áp dụng Định lí 3.1.6 và 3.1.8, chúng tôi cung cấp một điều kiện đủ

thuần tuý đồ thị trên E sao cho LK(E) có tính IBN.

Hệ quả 3.1.10. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Gọi

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Et = Esf

là dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn.

Khi đó, nếu tồn tại 0 ≤ i ≤ t để Ei chứa một đỉnh cô lập, hoặc Esf chứa

một chu trình nguồn thì LK(E) có tính IBN.

Sử dụng Hệ quả 3.1.10, chúng tôi nhận lại được kết quả của Koç và

Özaydin trong [40], chỉ ra rằng đại số đường Leavitt của một đồ thị hữu

hạn mà mỗi đỉnh thuộc nhiều nhất một chu trình luôn có tính IBN. Chúng

tôi cũng nhận lại được kết quả của Abrams và Kanuni trong [13] về tính

IBN của đại số đường Cohn.

Hệ quả 3.1.12. ([13, Theorem 9]) Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là

một trường. Khi đó, CK(E) có tính IBN.

Chúng ta đã biết tính IBN không bảo toàn qua tương đương Morita

(xem [43, Exercise 11, page 502]). Áp dụng Định lí 3.1.8, chúng tôi có

thể xây dựng nhiều ví dụ cho thấy tính IBN không phải là một bất biến

Morita trong lớp đại số đường Leavitt.

3.2 Đại số đường Leavitt thoả mãn tính chất UGN

Như chúng ta đã biết, với một trường K bất kỳ, mọi hệ sinh của một

K-không gian vectơ n chiều luôn có lực lượng từ n trở lên. Điều này nói

chung là không đúng đối với các môđun xạ ảnh hữu hạn sinh trên một

vành bất kỳ.
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Định nghĩa 3.2.1. ([30, page 2]) Một vành R có đơn vị được gọi là có

tính UGN (Unbounded Generating Number) nếu với mọi số nguyên dương

n tồn tại một R-môđun phải hữu hạn sinh không thể được sinh bởi n phần

tử. Một cách tương đương, với mỗi số nguyên dương m, mọi hệ sinh của

R-môđun phải tự do Rm có lực lượng không nhỏ hơn m.

Trước tiên chúng tôi chứng minh tính UGN là một bất biến qua tương

đương Morita.

Định lí 3.2.8. Cho R và S là các vành có đơn vị và tương đương Morita.

Khi đó, R có tính UGN khi và chỉ khi S tính UGN.

Lúc đầu, chúng tôi chỉ ra rằng “tính UGN là một bất biến Morita trong

lớp các đại số đường Leavitt có đơn vị”. Khi được thông báo về tính chất

này, P. Ara nhận ra rằng điều này cũng đúng đối với mọi vành có đơn vị

(Định lí 3.2.8). Chúng tôi cảm ơn ông ấy vì đã cho phép chúng tôi sử dụng

kết quả này trong bài báo [16].

Áp dụng các Định lí 2.2.14 và 3.2.8, chúng tôi cung cấp một tiêu chuẩn

thuần tuý đồ thị trên E sao cho LK(E) có tính UGN.

Định lí 3.2.14. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Gọi

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Et = Esf

là dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn.

Khi đó, LK(E) có tính UGN khi và chỉ khi tồn tại 0 ≤ j ≤ t để Ej chứa

một đỉnh cô lập, hoặc Esf chứa một chu trình nguồn.

Chúng ta đã biết tính UGN là thực sự mạnh hơn tính IBN (xem [43,

Section 1A]). Sử dụng Định lí 3.1.6 và Định lí 3.2.14, chúng tôi thiết lập

được nhiều ví dụ để chứng tỏ để chứng tỏ điều đó trong lớp các đại số

đường Leavitt. Bên cạnh đó, trong hệ quả sau đây, chúng tôi chứng minh

rằng những tính chất này là tương đương với nhau trong lớp đại số đường

Leavitt của các đồ thị kiểu Cayley hữu hạn.
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Hệ quả 3.2.15. Cho G là một nhóm hữu hạn với hàm phân nhánh r =∑
C∈C rCC và K là một trường. Khi đó, các khẳng định sau đây là tương

đương:

(1) LK(ΓG,r) có tính UGN;

(2) LK(ΓG,r) có tính IBN;

(3)
∑

C∈C rC |C| ≤ 1.

Cho G là nhóm hữu hạn có tập sinh S. Đồ thị Cayley của (G,S), ký

hiệu EG,S, là đồ thị có tập đỉnh là G và ta nói có một cạnh từ g đến h nếu

tồn tại s ∈ S sao cho h = gs.

Hệ quả 3.2.23. Cho G là một nhóm hữu hạn với S là tập sinh và K là

một trường. Khi đó, các điều kiện sau đây là tương đương:

(1) LK(EG,S) có tính UGN;

(2) LK(EG,S) có tính IBN;

(3) S chứa duy nhất một phần tử;

(4) EG,S là đồ thị bao gồm một chu trình đơn với |G| đỉnh;

(5) LK(EG,S) ∼= M|G|(K[x, x−1]).



KẾT LUẬN

Cho E là một đồ thị hữu hạn, K là một trường và Esf là đồ thị không

có đỉnh nguồn có được qua quá trình từng bước khử đỉnh nguồn từ E.

Trong luận án này, chúng tôi đạt được những kết quả sau đây:

(1) Chỉ ra rằng LK(E) tương đương Morita với tổng trực tiếp của

LK(Esf) và một số bản sao của K, đồng thời LK(E) đẳng cấu với tổng

trực tiếp của một số đại số ma trận trên K và LK(F ), trong đó F được

xây dựng tường minh từ Esf . Như một hệ quả, chúng tôi nhận lại kết quả

của Abrams, Pino, Molina [11] về cấu trúc của đại số đường Leavitt của

đồ thị hữu hạn không có lối ra.

(2) Chỉ ra rằng đại số đường Leavitt của đồ thị Hopf đẳng cấu với một

số bản sao của đại số đường Leavitt của một thành phần liên thông trong

đồ thị Hopf đã cho. Áp dụng kết quả này, chúng tôi chứng minh Giả thuyết

Abrams-Tomforde đúng cho một số lớp đồ thị Hopf.

(3) Đưa ra các tiêu chuẩn trên ma trận kề của E và Esf để LK(E) có

tính IBN. Sử dụng tiêu chuẩn này, chúng tôi nhận lại được kết quả của

Abrams, Kanuni [13] về tính IBN của đại số đường Cohn.

(4) Cung cấp một tiêu chuẩn thuần tuý đồ thị trên E sao cho LK(E) có

tính UGN. Từ đó, chúng tôi chỉ ra rằng tính UGN và tính IBN là tương

đương trên các lớp đại số đường Leavitt của đồ thị Hopf và đồ thị Cayley.
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