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TÓM TẮT

Luận án nghiên cứu về tương đương Morita của các đại số đường Leavitt

và ứng dụng của nó. Các kết quả chính mô tả cấu trúc của đại số đường

Leavitt của một đồ thị hữu hạn thông qua quá trình từng bước khử đỉnh

nguồn, chứng minh Giả thuyết Abrams-Tomforde đúng cho một số lớp đồ

thị Hopf và thiết lập các tiêu chuẩn về tính IBN, UGN cho đại số đường

Leavitt của một đồ thị hữu hạn.
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ABSTRACT

The dissertation studies about Morita equivalence of Leavitt path al-

gebras and its applications. The main results provide the structure of the

Leavitt path algebra of a finite graph via some step-by-step process of

source eliminations, prove that Abrams-Tomforde’s conjecture hold for

some classes of Hopf graphs and give the criterions for the Leavitt path

algebra of a finite graph with coefficients in a field has IBN, UGN property.
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MỞ ĐẦU

Một đồ thị (có hướng) là một bộ E = (E0, E1, r, s) bao gồm tập đỉnh

E0, tập cạnh E1, cùng với hai ánh xạ r, s : E1 −→ E0. Các đỉnh r(e) và

s(e) tương ứng được gọi là ngọn và gốc của cạnh e. Cho K là một trường.

Đại số đường Leavitt LK(E) của đồ thị E với hệ số trên trường K đã

được giới thiệu một cách độc lập bởi hai nhóm tác giả Abrams, Aranda

Pino [6] vào năm 2005 và Ara, Moreno, Pardo [23] vào năm 2007. Abrams

và Aranda Pino sau đó đã mở rộng định nghĩa trong [8] cho các đồ thị

đếm được. Đại số đường Leavitt là mở rộng của đại số Leavitt LK(1, n)

(được giới thiệu bởi Leavitt [45] vào năm 1962) và đồng thời chứa nhiều

lớp đại số thú vị khác như đại số ma trận, đại số đa thức Laurent, đại số

Jacobson,... Thêm nữa, đại số đường Leavitt cũng có thể được xem như

một phiên bản đại số của C∗-đại số đồ thị (cho E là một đồ thị có hướng,

C∗-đại số đồ thị C∗(E) của E đã được giới thiệu bởi Kumjian, Pask và

Raeburn [41] vào năm 1998). Trong suốt hai thập kỷ qua, đại số đường

Leavitt đã trở thành một chủ đề nghiên cứu sôi động trong ngành đại số

kết hợp và thu hút được sự quan tâm của nhiều nhà toán học thuộc các

lĩnh vực khác nhau. Để biết thêm lịch sử, các thành tựu và một số vấn đề

mở của đại số đường Leavitt, chúng tôi giới thiệu đến người đọc bài viết

tổng quan [3] của Abrams.

Hai vành R và S được gọi là tương đương Morita, ký hiệu R ∼ME S, nếu

hai phạm trù môđun phải trên chúng là tương đương. Một trong những

vấn đề mở rất được quan tâm nghiên cứu trong lĩnh vực đại số đường

Leavitt là phân loại sai khác tương đương Morita các đại số đường Leavitt

dựa trên các bất biến dễ tính toán từ đồ thị, được gợi ý bởi chương trình

Elliotts về phân loại các C∗-đại số thông qua K-lý thuyết. Đây là một vấn

đề nghiên cứu hấp dẫn không chỉ đối với các nhà đại số mà cả các nhà giải

1



2

tích vì nó giúp giải thích một số hiện tượng chưa rõ ràng trong lý thuyết

đại số các toán tử.

Hai đồ thị E và F được gọi là tương đương dòng nếu E có thể nhận được

từ F thông qua các phép biến đổi đồ thị (S), (O), (I) và (R) được giới thiệu

trong quyển sách [46] của D. Lind và B. Marcus. Cho R là một vành có đơn

vị địa phương, ta gọi V(R) là tập các lớp đẳng cấu (ký hiệu bởi [P ]) của

các R-môđun phải xạ ảnh hữu hạn sinh. Khi đó V(R) là một vị nhóm giao

hoán với phép toán cảm sinh từ phép cộng trực tiếp các R-môđun. Nhóm

Grothendieck của R, ký hiệu K0(R), là nhóm Grothendieck của vị nhóm

V(R). Trong [4, Theorem 2.8, Propositions 4.1, 4.2], Abrams, Ánh, Louly

và Pardo đã chỉ ra rằng nếu E và F là các đồ thị hữu hạn không có cạnh

song song (các cạnh trong một đồ thị được gọi là song song nếu chúng có

cùng đỉnh ngọn và đỉnh gốc) sao cho LK(E), LK(F ) là đơn vô hạn thuần

tuý, |E0| = |F 0| ≤ 3 và tồn tại một đẳng cấu ϕ : K0(LK(E)) → K0(LK(F ))

thoả mãn ϕ([LK(E)]) = [LK(F )] thì LK(E) ∼= LK(F ) và E được đưa về F

thông qua phép biến đổi (O).

Trong [14], Abrams, Louly, Pardo và Smith đã chỉ ra rằng nếu E tương

đương dòng với F thì LK(E) ∼ME LK(F ). Ngoài ra, bằng cách áp dụng

Định lí Franks [33, Theorem 1], các tác giả thu được rằng nếu E và F là

các đồ thị hữu hạn sao cho LK(E) và LK(F ) là đơn vô hạn thuần tuý,

det(I − AE) = det(I − AF ) và tồn tại một đẳng cấu ϕ : K0(LK(E)) →
K0(LK(F )) thì LK(E) ∼ME LK(F ) và E tương đương dòng với F . Nếu

thêm điều kiện rằng ϕ([LK(E)]) = [LK(F )] thì ta được LK(E) ∼= LK(F ).

Trong [52, Theorem 8.6], Ruiz và Tomforde đã chứng minh rằng nếu

E và F là đồ thị hữu hạn đỉnh với vô hạn cạnh sao cho LK(E) và LK(F )

là hai vành đơn vô hạn thuần tuý thì LK(E) ∼ME LK(F ) khi và chỉ khi

K0(LK(E)) ∼= K0(LK(F )) và số đỉnh kỳ dị của E bằng số đỉnh kỳ dị của

F . Hơn nữa, trong trường hợp này, E tương đương dòng với F .

Ngoài ra, các nỗ lực nghiên cứu cho vấn đề phân loại sai khác tương

đương Morita của đại số đường Leavitt cũng nhằm giải quyết giả thuyết
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tương đương Morita được Abrams và Tomforde nêu ra trong [18] như sau.

Nhắc lại rằng với hai C∗-đại số A và B, ta nói A tương đương Morita mạnh

với B, ký hiệu A ∼SME B nếu A tương đương Morita với B như các vành.

Giả thuyết Abrams-Tomforde: ([18, Section 9]) Cho E và F là các

đồ thị đếm được. Nếu LC(E) ∼ME LC(F ) thì C
∗(E) ∼SME C

∗(F ).

Giả thuyết trên đã được chứng minh cho một số trường hợp riêng như

sau. Trong [18], Abrams và Tomforde đã chứng minh giả thuyết trên là

đúng cho lớp đồ thị không chứa chu trình và lớp đồ thị hữu hạn bậc ra mà

đại số đường Leavitt liên kết là đơn. Gần đây, trong [32], Eilers, Restorff,

Ruiz và Sørensen đã chứng minh Giả thuyết Abrams-Tomforde là đúng

cho lớp đồ thị có tập đỉnh hữu hạn bằng cách sử dụng một số phép biến

đổi đồ thị.

Mục tiêu đầu tiên của luận án này là quan tâm vấn đề sau.

Vấn đề 1. Tìm mối liên hệ giữa hai đồ thị E và F sao cho

LK(E) ∼ME LK(F ).

Bên cạnh đó, việc áp dụng tương đương Morita để nghiên cứu cấu trúc

của đại số đường Leavitt cũng là một chủ đề rất được quan tâm. Abrams,

Pino [8] đã khởi xướng cho hướng nghiên cứu này bằng cách sử dụng

lý thuyết tương đương Morita để mô tả cấu trúc của các đại số đường

Leavitt đơn, đại số đường Leavitt nửa nguyên tố và đại số đường Leavitt

nửa nguyên thủy. Koç, Özaydın [40] ứng dụng tương đương Morita để đặc

trưng cho các đại số đường Leavitt có một biểu diễn hữu hạn chiều không

tầm thường. Trong luận án này, chúng tôi muốn ứng dụng tương đương

Morita để mô tả các đại số đường Leavitt có tính IBN. Một vành R được

gọi là có tính IBN nếu chúng ta có thể định nghĩa được số chiều của các

R-môđun tự do hữu hạn sinh.

Nói chung là không dễ để xác định tính IBN của một vành cho trước.

Tính IBN của các đại số đường Leavitt đã được nghiên cứu bởi nhiều tác

giả. Cho K là một trường và E là một đồ thị. Đại số đường Cohn của đồ
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thị E với hệ số trên K, ký hiệu CK(E), là một trường hợp riêng của đại số

đường Leavitt. Abrams và Kanuni [13, Theorem 9] đã chỉ ra rằng CK(E)

luôn thỏa mãn tính IBN. Dựa vào K0-nhóm, Kanuni và Özaydın trong

[38, Theorem 13] đã chỉ ra rằng với một đồ thị hữu hạn E = (E0, E1, r, s),

LK(E) có tính IBN khi và chỉ khi
∑

v∈E0 v không thuộc vào Q-không gian

vectơ sinh bởi hệ {w −
∑

e∈s−1(w) r(e) | w ∈ E0, s−1(w) ̸= ∅}. Kanuni,

Barquero, Gonzalez và Siles Molina [37] đã xác định được tất cả các đại

số đường Leavitt của đồ thị hai đỉnh có tính IBN. Koç và Özaydin trong

[40, Corollary 6.9] đã chứng minh rằng đại số đường Leavitt của các đồ

thị hữu hạn mà mỗi đỉnh thuộc nhiều nhất một chu trình có tính IBN.

Tuy nhiên, đến thời điểm hiện tại, vẫn chưa có một tiêu chuẩn thuần tuý

đồ thị trên E sao cho LK(E) có tính IBN.

Mục tiêu thứ hai của luận án này là khảo sát vấn đề dưới đây.

Vấn đề 2. Tìm các điều kiện thuần tuý đồ thị trên E sao cho LK(E)

có tính IBN.

Bố cục luận án chia làm ba chương. Chương 1 chuẩn bị các kiến thức

cần thiết về tương đương Morita, đồ thị và đại số đường Leavitt. Chương

2 và Chương 3 lần lượt trình bày các kết quả về Vấn đề 1 và Vấn đề 2.

Sau đây là giới thiệu ngắn gọn về các kết quả này.

Cho E là một đồ thị hữu hạn, K là một trường và Esf là đồ thị không

có đỉnh nguồn có được qua quá trình từng bước khử đỉnh nguồn từ E.

Đối với Vấn đề 1. Đầu tiên, chúng tôi chỉ ra rằng LK(E) tương đương

Morita với tổng trực tiếp của LK(Esf) và một số bản sao của K. Kết quả

này cho phép chúng ta quy việc nghiên cứu LK(E) về việc nghiên cứu

LK(Esf).

Định lí 2.1.6. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Gọi

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Et = Esf

là dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn.
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Khi đó, LK(E) ∼ME K
s ⊕LK(Esf), trong đó s là số các đỉnh thu trong E

nhưng không thuộc E0
sf .

Sử dụng các phép biến đổi đồ thị đã biết, chúng tôi chỉ ra rằng LK(E)

đẳng cấu với tổng trực tiếp của một số đại số ma trận trên K và LK(F ),

trong đó F được xây dựng tường minh từ Esf . Chúng tôi nhắc lại một số

khái niệm như sau. Cho E = (E0, E1, r, s) là một đồ thị và c là một chu

trình trong E. Ta gọi c là chu trình nguồn nếu |r−1(v)| = 1 với mọi đỉnh

v ∈ c0. Ta nói rằng tập con H ⊂ E0 là di truyền nếu với mọi v ∈ H và

w ∈ E0, v ≥ w kéo theo w ∈ H. Cho H là một tập con di truyền của E0.

Xét tập hợp

F (H) = {α | α = e1e2 · · · en, e1, e2, · · · , en ∈ E1, s(en) /∈ H, r(en) ∈ H}.

Gọi F (H) = {α | α ∈ F (H)}. Ta định nghĩa đồ thị E(H) chính là

(H, s−1(H), s, r) cùng với các đỉnh nguồn α ∈ F (H) với duy nhất một

cạnh α từ α đến r(α).

Định lí 2.2.14. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Gọi

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Et = Esf

dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn. Khi

đó, các khẳng định sau đây là đúng:

(1) LK(E) ∼= Mm1+1(K)⊕· · ·⊕Mmk+1(K)⊕LK(E(E
0
sf)), trong đó k là

số các đỉnh thu trong E nhưng không thuộc E0
sf (gọi chúng là v1, · · · , vk)

và với mỗi 1 ≤ i ≤ k, mi là số các đường trong E kết thúc tại đỉnh thu vi;

(2) Với mỗi đỉnh v ∈ E0
sf , gọi nv là số các đường trong E kết thúc tại

v. Nếu nv = n với mọi v ∈ E0
sf thì LK(E(E

0
sf))

∼= Mn+1(LK(Esf));

(3) Nếu Esf không phải là đồ thị tầm thường thì tồn tại một đồ thị hữu

hạn không chứa đỉnh nguồn F thoả mãn các điều kiện sau đây:

(i) LK(F ) ∼= LK(E(E
0
sf));

(ii) Tồn tại một song ánh giữa tập các chu trình trong F và tập các

chu trình trong E. Đặc biệt, F không có lối ra khi và chỉ khi E không có

lối ra;
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(iii) Tồn tại một song ánh giữa tập các chu trình nguồn trong F và

tập các chu trình nguồn trong Esf .

Áp dụng Định lí 2.2.14, chúng tôi nhận lại được kết quả của Abrams,

Pino, Molina [11] về cấu trúc của đại số đường Leavitt của đồ thị không

có lối ra.

Hệ quả 2.2.16.([11, Theorems 3.8]) Cho E là một đồ thị hữu hạn

không có lối ra và K là một trường. Gọi {c1, · · · , cℓ} là tập các chu trình

và {v1, · · · , vk} là tập các đỉnh thu trong E. Khi đó, LK(E) đẳng cấu với

(

k⊕
i=1

Mmi+1(K))⊕ (

ℓ⊕
j=1

Mnj+1(K[x, x−1])),

trong đó với mỗi 1 ≤ i ≤ k, mi là số các đường kết thúc tại đỉnh thu vi và

với mỗi 1 ≤ j ≤ ℓ, nj là số các đường kết thúc tại một đỉnh cố định (chọn

trước tuỳ ý) của chu trình cj mà không chứa chu trình đó.

Chúng tôi nhắc lại khái niệm đồ thị Hopf đã được giới thiệu bởi Cibils

và Rosso trong [26]. Cho G là một nhóm và C là tập tất cả các lớp liên hợp

của G. Ta gọi một hàm phân nhánh của G là một ánh xạ r : C −→ N. Ta
còn có thể viết hàm phân nhánh dưới dạng tổng hình thức r =

∑
C∈C

rCC,

trong đó rC := r(C). Giá của r là tập hợp supp(r) = {C ∈ C | rC > 0}. Đồ
thị Hopf liên kết với cặp (G, r), ký hiệu ΓG,r, là đồ thị có tập đỉnh Γ0

G,r = G

và có rC cạnh từ x đến xc với mỗi x ∈ G và c ∈ C. Gọi SG,r là nửa nhóm

con của G sinh bởi tập
⋃

C∈supp(r)C. Ta định nghĩa ∆G,r là đồ thị con của

ΓG,r sau đây: nếu r = 0 thì ∆G,r là đồ thị tầm thường, ngược lại

∆G,r = (∆0
G,r,∆

1
G,r, r|∆1

G,r
, s|∆1

G,r
),

trong đó ∆0
G,r := ⟨SG,r⟩ và ∆1

G,r := r−1(∆0
G,r).

Ta định nghĩa ΛG,r là đồ thị con của ΓG,r sau đây: nếu SG,r không phải

là vị nhóm con của G thì ΛG,r là đồ thị tầm thường, ngược lại

ΛG,r = (Λ0
G,r,Λ

1
G,r, r|Λ1

G,r
, s|Λ1

G,r
),

trong đó Λ0
G,r := G(SG,r) là nhóm con lớn nhất của G được chứa trong SG,r

và Λ1
G,r := r−1(Λ0

G,r) ∩ s−1(Λ0
G,r).
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Ta ký hiệu bởi S∆G,r
tập hợp tất cả các thành phần liên thông mạnh

(xem trang 19) của ∆G,r. Với mỗi Π ∈ S∆G,r
, ta ký hiệu Π0 là tập các đỉnh

trong Π. Hiển nhiên S∆G,r
là một tập sắp thứ tự bộ phận bởi quan hệ ≥

xác định như sau: với mọi Π1,Π2 ∈ S∆G,r
, Π1 ≥ Π2 nếu tồn tại v ∈ Π0

1 và

w ∈ Π0
2 để v ≥ w. S∆G,r

được gọi là tập định hướng xuống nếu với mọi

Π1,Π2 ∈ S∆G,r
, tồn tại Π3 ∈ S∆G,r

sao cho Π1 ≥ Π3 và Π2 ≥ Π3. Trong

định lí sau, chúng tôi mô tả cấu trúc của các đồ thị Hopf và đại số đường

Leavitt của chúng.

Định lí 2.3.9. Cho G là một nhóm với hàm phân nhánh r =
∑

C∈C rCC

và K là một trường. Khi đó, các khẳng định sau đây là đúng:

(1) ∆G,r là một thành phần liên thông của ΓG,r và ΓG,r = ⊔
i∈G/∆0

G,r

Ωi,

trong đó Ωi đẳng cấu với ∆G,r như các đồ thị;

(2) ΛG,r là một thành phần liên thông mạnh của ∆G,r và Π ∼= ΛG,r như

các đồ thị với mọi thành phần liên thông mạnh Π của ∆G,r. Hơn nữa,

|S∆G,r
| =

 |∆0
G,r/Λ

0
G,r| nếu SG,r là một vị nhóm con của G;

|∆0
G,r| trường hợp còn lại;

(3) ∆G,r là một thành phần liên thông mạnh của ΓG,r khi và chỉ khi

r = 0 hoặc SG,r là một nhóm con của G. Như một hệ quả, nếu SG,r là hữu

hạn thì ∆G,r là một thành phần liên thông mạnh của ΓG,r;

(4) Nếu thêm rằng G là giao hoán thì (S∆G,r
,≥) là định hướng xuống;

(5) LK(ΓG,r) ∼= LK(∆G,r)
(G/∆0

G,r).

Áp dụng Định lí 2.3.9, chúng tôi chỉ ra Giả thuyết Abrams-Tomforde

đúng cho một số lớp đồ thị Hopf.

Định lí 2.3.19. Giả thuyết Abrams - Tomforde đúng cho các lớp đồ thị

Hopf liên kết với các cặp (G, r) sao cho G là nhóm đếm được và một trong

các điều kiện sau đây được thoả mãn:

(1) SG,r không là vị nhóm con của G.

(2)
∑

C∈C rC |C| ≤ 1.



8

(3)
∑

C∈C rC |C| ≥ 2, SG,r = G.

(4) G là một nhóm hữu hạn.

Đối với Vấn đề 2. Đầu tiên, chúng tôi cung cấp một tiêu chuẩn cho

tính IBN của LK(E) dựa trên ma trận kề của E. Kết quả này là một dạng

ma trận của [38, Theorem 13] đã được đề cập ở trên. Trong [38], Kanuni

và Özaydın chứng minh dựa vào K0-nhóm. Ở đây, chúng tôi chứng minh

bằng cách dựa vào vị nhóm đồ thị và lý thuyết về hệ phương trình tuyến

tính. Chúng tôi ký hiệu AE là ma trận kề của đồ thị E và X t là ma trận

chuyển vị của ma trận X. Với một đỉnh v ∈ E0 ta gọi v là đỉnh chính quy

nếu 0 < |s−1(v)| <∞.

Định lí 3.1.6. Cho E là một đồ thị hữu hạn với tập đỉnh {vi | 1 ≤ i ≤ h}
sao cho các đỉnh chính quy là v1, · · · , vz. Đặt

JE =

(
Iz 0

0 0

)
∈Mh(N), b = [1 · · · 1]t ∈Mh×1(N),

và [At
E − JE b] là ma trận có được từ At

E − JE bằng cách thêm vào cột b.

Cho K là một trường. Khi đó, LK(E) có tính IBN khi và chỉ khi

rank(At
E − JE) < rank([At

E − JE b]).

Sử dụng phép khử đỉnh nguồn trên đồ thị và các Định lí 2.2.14, 3.1.6,

chúng tôi cung cấp một tiêu chuẩn dựa trên quá trình khử đỉnh nguồn và

ma trận kề của Esf cho tính IBN của LK(E).

Định lí 3.1.8. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Gọi

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Ep = Esf

là dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn.

Đặt {v1, v2, · · · , vk} là tập đỉnh của E0
sf và ni số đường trong F (E0

sf) kết

thúc tại đỉnh vi. Khi đó, LK(E) có tính IBN khi và chỉ khi một trong các

điều kiện sau thoả mãn:

(1) Tồn tại 0 ≤ i ≤ p để Ei chứa một đỉnh cô lập.
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(2) rank(At
Esf

− JEsf
) < rank([At

Esf
− JEsf

b′]), trong đó b′ = [1 +

n1, · · · , 1+ nk]
t và [At

Esf
− JEsf

b′] là ma trận có được từ At
Esf

− JEsf
bằng

cách thêm vào cột b′.

Áp dụng Định lí 3.1.6 và 3.1.8, chúng tôi cung cấp một điều kiện đủ

thuần tuý đồ thị trên E sao cho LK(E) có tính IBN.

Hệ quả 3.1.10. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Gọi

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Et = Esf

là dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn.

Khi đó, nếu tồn tại 0 ≤ i ≤ t để Ei chứa một đỉnh cô lập, hoặc Esf chứa

một chu trình nguồn thì LK(E) có tính IBN.

Chúng tôi nhận lại được kết quả của Koç và Özaydin [40] chỉ ra đại số

đường Leavitt của các đồ thị hữu hạn mà mỗi đỉnh thuộc nhiều nhất một

chu trình thì có tính IBN.

Hệ quả 3.1.11. ([40, Corollary 6.9]) Cho K là một trường và E là

một đồ thị hữu hạn mà mỗi đỉnh thuộc nhiều nhất một chu trình. Khi đó,

LK(E) có tính IBN.

Chúng tôi cũng nhận lại được kết quả của Abrams và Kanuni [13] chỉ

ra rằng đại số đường Cohn luôn thỏa mãn tính IBN.

Hệ quả 3.1.12. ([13, Theorem 9]) Cho E là một đồ thị hữu hạn và K

là một trường. Khi đó, CK(E) có tính IBN.

Chúng ta đã biết tính IBN không bảo toàn qua tương đương Morita

(xem [43, Exercise 11, trang 502]). Áp dụng Định lí 3.1.8, chúng ta có

thể xây dựng nhiều ví dụ cho thấy tính IBN không phải là một bất biến

Morita trong lớp đại số đường Leavitt.

Hệ quả 3.1.13. Tính IBN không phải là một bất biến Morita trong lớp

đại số đường Leavitt.

Trong luận án này, chúng tôi chưa giải quyết được trọn vẹn Vấn đề 2.

Tuy nhiên, chúng tôi giải quyết được một phần vấn đề trên thông qua đặc
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trưng tính UGN của đại số đường Leavitt. Một vành R được gọi là có tính

UGN nếu với mỗi số nguyên dương m, mọi hệ sinh của R-môđun phải tự

do Rm có lực lượng không nhỏ hơn m. Trong [29], Cohn đã chỉ ra rằng R

có tính UGN khi và chỉ khi ta có thể định nghĩa được số chiều của các

R-môđun xạ ảnh hữu hạn sinh. Mỗi vành có tính UGN thì luôn thoả mãn

tính IBN nhưng chiều ngược lại nói chung là không đúng (xem [43, Section

1A]). Ngược lại với tính IBN, chúng tôi chứng minh tính UGN bảo toàn

qua tương đương đương Morita.

Định lí 3.2.8. Cho R và S là các vành có đơn vị tương đương Morita.

Khi đó, R có tính UGN khi và chỉ khi S tính UGN.

Lúc đầu, chúng tôi chỉ ra rằng “tính UGN là một bất biến Morita trong

lớp các đại số đường Leavitt có đơn vị”. Khi được thông báo về tính chất

này, P. Ara nhận ra rằng điều này cũng đúng đối với mọi vành có đơn vị.

Chúng tôi cảm ơn ông ấy vì đã cho phép chúng tôi sử dụng kết quả này

trong bài báo của chúng tôi. Áp dụng kết quả đó, chúng tôi cung cấp một

tiêu chuẩn thuần tuý đồ thị trên E sao cho LK(E) có tính UGN.

Định lí 3.2.14. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Gọi

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Et = Esf

là dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn.

Khi đó, LK(E) có tính UGN khi và chỉ khi tồn tại 0 ≤ j ≤ t để Ej chứa

một đỉnh cô lập, hoặc Esf chứa một chu trình nguồn.

Sử dụng Định lí 3.1.6 và Định lí 3.2.14, chúng tôi thiết lập được nhiều

ví dụ để chứng tỏ rằng tính UGN thực sự mạnh hơn tính IBN (Ví dụ

3.2.18). Tuy nhiên, chúng tôi chỉ ra rằng tính UGN và tính IBN là tương

đương trên hai lớp đại số đường Leavitt của đồ thị Hopf và đồ thị Cayley

(Hệ quả 3.2.19 và 3.2.23).



CHƯƠNG 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Chương này trình bày một số kiến thức chuẩn bị liên quan đến luận

án. Nội dung của chương này chủ yếu được trích từ các tài liệu [6], [12],

[16], [23], [43], [48], [49]. Nội dung của từng mục như sau.

- Trong mục 1.1, chúng tôi trình bày định nghĩa và một số tính chất cơ

bản về sự tương đương Morita của các vành.

- Trong mục 1.2, chúng tôi nhắc lại các định nghĩa đồ thị (có hướng),

vị nhóm đồ thị và một số khái niệm về lý thuyết đồ thị quan trọng nhằm

phục vụ cho việc khảo sát đại số đường Leavitt.

- Trong mục 1.3, chúng tôi trình bày định nghĩa và một số tính chất cơ

bản của đại số đường Leavitt.

1.1 Tương đương Morita

Trong phần này, chúng tôi trình bày lại định nghĩa và một số tính chất

cơ bản về sự tương đương Morita của các vành. Nội dung của mục này

chủ yếu được trích từ các tài liệu [20], [21], [43].

Như ta sẽ thấy trong mục 1.3, một đại số đường Leavitt có thể không

có đơn vị, vì vậy trong suốt luận án này, một vành nói chung là một vành

không yêu cầu sự tồn tại của đơn vị.

Định nghĩa 1.1.1. ([21, Definition 1]) Một phần tử e trong vành được

gọi là luỹ đẳng nếu e2 = e. Một vành R được gọi là có đơn vị địa phương

nếu tồn tại một tập các lũy đẳng E trong R sao cho với mọi tập con hữu

hạn X = {x1, . . . , xn} ⊆ R, tồn tại e ∈ E sao cho X ⊆ eRe. Trong trường

hợp này, exi = xi = xie với mỗi i = 1, . . . , n và e được gọi là đơn vị địa

11
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phương của tập con X.

Trong trường hợp vành R có một đơn vị, ta ký hiệu đơn vị này bằng

1 (hoặc 1R) như thường lệ. Khi đó {1} là tập hợp các đơn vị địa phương

của R.

Định nghĩa 1.1.2. ([21, trang 2]) Một R-môđun trái M được gọi là

unita nếu RM = M , tức là với mỗi m ∈ M , tồn tại r1, · · · , rn ∈ R và

m1, · · · ,mn ∈ M sao cho r1m1 + · · · + rnmn = m. Nếu R là một vành

có đơn vị địa phương thì điều này suy ra rằng với mọi tập con hữu hạn

M ′ ⊆M đều có một lũy đẳng e ∈ R sao cho em = m với mọi m ∈M ′.

Ta ký hiệu RM (MR) là phạm trù các R-môđun trái (phải).

Trong suốt luận án này, tất cả các vành đều có đơn vị địa phương, tất

cả các môđun đều là unita.

Ta nhắc lại khái niệm hai phạm trù tương đương theo [20].

Định nghĩa 1.1.3. ([20, trang 250]) Cho C và D là hai phạm trù. Ta nói

rằng C và D là tương đương nếu tồn tại các hàm tử hiệp biến cộng tính

F : C → D và G : D → C sao cho

G ◦ F ∼= IdC và F ◦G ∼= IdD,

trong đó IdA là hàm tử đồng nhất trên A.

Khái niệm tương đương Morita của hai vành có đơn vị địa phương được

khảo sát đầu tiên bởi Abrams trong [2].

Định nghĩa 1.1.4. ([2, trang 18]) Hai vành có đơn vị địa phương R và S

được gọi là tương đương Morita, ký hiệu R ∼ME S, nếu hai phạm trù MR

và MS là tương đương.

Nhận xét 1.1.5. ([21, Corollary 2.3]) Với hai vành có đơn vị địa phương

R và S, nếu MR và MS là cặp phạm trù tương đương thì RM và SM

cũng vậy.
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Chúng tôi trình bày lại một số ví dụ về tương đương Morita. Nhắc

lại rằng phần tử e được gọi là luỹ đẳng đầy trong vành R nếu e2 = e và

ReR = R (xem [43, trang 490]).

Ví dụ 1.1.6. (1) ([43, Theorem 17.20]) Cho R là một vành có đơn vị và

n là một số nguyên dương. Khi đó, R ∼ME Mn(R).

(2) ([43, Example 18.30]) Cho R là một vành có đơn vị và e là luỹ đẳng

đầy của R. Khi đó, R ∼ME eRe.

(3) ([21, Proposition 3.4]) Cho R và S là hai vành giao hoán có đơn vị

địa phương. Khi đó, R ∼ME S khi và chỉ khi R ∼= S.

Định lí sau đây cung cấp một đặc trưng cho tương đương Morita của

các vành có đơn vị địa phương. Nhắc lại rằng một R-môđun phải P được

gọi là vật sinh của MR nếu với mọi M ∈ MR, tồn tại một tập không rỗng

I sao cho M là ảnh toàn cấu của P (I).

Định lí 1.1.7. ([20, Corollary 22.4] và [43, Proposition 3.4]) Cho R và S

là các vành có đơn vị. Khi đó, R ∼ME S khi và chỉ khi tồn tại vật sinh xạ

ảnh hữu hạn sinh P của MR sao cho S ∼= EndR(P ).

Abrams [2] và Ánh, Marki [21] đã mở rộng kết quả trên cho các vành

có đơn vị địa phương. Nhắc lại rằng một vật sinh P của MR được gọi là

vật sinh xạ ảnh địa phương nếu tồn tại một hệ trực tiếp các R-môđun phải

xạ ảnh hữu hạn sinh {Pi}i∈I sao cho Pi là các hạng tử trực tiếp của P , Pi

là hạng tử trực tiếp của Pj với mọi i ≤ j và P = lim
−→i

Pi.

Định lí 1.1.8. ([2, Theorem 4.2] và [21, Theorem 2.5]) Cho R và S là các

vành có đơn vị địa phương. Khi đó, R ∼ME S khi và chỉ khi tồn tại vật

sinh xạ ảnh địa phương P của MR sao cho S ∼= lim
−→i

EndR(Pi).

Hệ quả sau đây đã biết bởi nhiều tác giả. Tuy nhiên chúng tôi trình

bày lại ở đây vì không tìm thấy tài liệu nào chứa phép chứng minh.

Hệ quả 1.1.9. Cho R và S là các vành có đơn vị sao cho R ∼ME S. Khi

đó, R(J) ∼ME S
(J) với một tập không rỗng J .
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Chứng minh. Theo Định lí 1.1.7, tồn tại vật sinh xạ ảnh hữu hạn sinh

Q của MR sao cho S ∼= EndR(Q). Với mỗi j ∈ J ta xét phép chiếu

πj : R(J) → R, (rk)k∈J 7→ rj và xây dựng các R(J)-môđun Pj như sau:

Pj := Q và phép nhân của môđun được cho bởi ánh xạ sau:

Pj ×R(J) → Pj

(x, α) 7→ xπj(α)

Đặt P =
⊕

j∈J Pj và với mỗi tập con hữu hạn F ⊂ J , ta đặt PF =
⊕

j∈F Pj.

Ta thấy các môđun xạ ảnh hữu hạn sinh PF là hạng tử trực tiếp của P và

nếu F ⊂ G là các tập con hữu hạn của J thì PF là hạng tử trực tiếp của

PG. Thêm nữa, ta có P = lim
−→F

PF . Như vậy P là một vật sinh xạ ảnh địa

phương của MR(J). Theo [15, Proposition 1.5] ta có

EndR(J)(PF ) = EndR(J)(
⊕
j∈F

Pj) ∼= (HomR(J)(Pi, Pj))F×F .

Mặt khác, ta có

HomR(J)(Pi, Pi) ∼= EndR(Q) ∼= S với mọi i ∈ F và

HomR(J)(Pi, Pj) = 0 với mọi i ̸= j ∈ F.

Do đó EndR(J)(PF ) ∼= SF . Từ đó ta thu được

lim
−→F

EndR(J)(PF ) ∼= lim
−→F

SF = S(J).

Vì R(J) và S(J) là các vành có đơn vị địa phương nên áp dụng Định lí 1.1.8

ta được R(J) ∼ME S
(J).

Trong phần còn lại của mục này, chúng tôi nhắc lại khái niệm vị nhóm

V(R) của vành có đơn vị địa phương R và nhóm Grothendieck K0 của R

theo [34] và [35].

Định nghĩa 1.1.10. ([34, trang 200]) Cho R là một vành có đơn vị địa

phương, ta gọi V(R) tập các lớp đẳng cấu (ký hiệu bởi [P ]) của các R-

môđun phải xạ ảnh hữu hạn sinh và ta trang bị cho V(R) một cấu trúc vị

nhóm giao hoán bằng cách đặt phép toán:

[P ] + [Q] = [P ⊕Q]

với mọi [P ], [Q] ∈ V(R).
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Chúng tôi nhắc lại một số ví dụ sau đây theo [51].

Ví dụ 1.1.11. (1) ([51, Example 1.1.6]) Cho K là một trường. Khi đó,

V(K) là tập các lớp đẳng cấu của các K-không gian vectơ hữu hạn chiều.

Gọi P là một không gian vectơ hữu hạn chiều trên K. Như ta đã biết

Q ∈ [P ] khi và chỉ khi dimK(P ) = dimK(Q). Khi đó,

V(K) ∼= N
[P] 7→ dimK(P ).

(2) ([51, Theorem 1.3.1]) Cho K là một trường và n là một số nguyên

dương. Khi đó, V(Mn(K)) ∼= N.

Theo [12], chúng tôi nhắc lại khái niệm nhóm Grothendieck của một

vị nhóm giao hoán như sau: Cho (M,+) là một vị nhóm giao hoán. Trên

M ×M ta xét quan hệ tương đương ∼ cho bởi (m,n) ∼ (m′, n′) ⇔ ∃k ∈
M : m+n′+k = m′+n+k với mọi (m,n), (m′, n′) ∈M×M . Gọi G(M) là

tập thương M ×M/∼, trong đó các phần tử được ký hiệu bởi [ ]0. Ta định

nghĩa phép + trên G(M) như sau: [(m,n)]0+[(m′, n′)]0 = [(m+m′, n+n′)]0

với mọi [(m,n)]0, [(m
′, n′)]0 ∈ G(M). Khi đó (G(M),+) là một nhóm giao

hoán, gọi là nhóm Grothendieck của M .

Định nghĩa 1.1.12. ([12, Definition 6.1.4]) Cho R là một vành có đơn vị

địa phương.Nhóm Grothendieck của R, ký hiệuK0(R), là nhóm Grothendieck

của V(R).

Ví dụ 1.1.13. Cho K là một trường và n là một số nguyên dương. Từ Ví

dụ 1.1.11 ta thu được, K0((Mn(K))) ∼= K0(K) ∼= Z.

Kết quả sau đây chỉ ra rằng K0(R) là một bất biến qua tương đương

Morita.

Mệnh đề 1.1.14. ([35, Corollary 5.6]) Cho R và S là các vành có đơn vị

địa phương và tương đương Morita với nhau. Khi đó, K0(R) ∼= K0(S).
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1.2 Đồ thị

Trong phần này, chúng tôi nhắc lại một số khái niệm đồ thị (có hướng),

vị nhóm đồ thị và một số tính chất quan trọng trong lý thuyết đồ thị cần

thiết cho quá trình khảo sát đại số đường Leavitt. Nội dung của mục này

chủ yếu được tham khảo từ các tài liệu [1], [12].

Định nghĩa 1.2.1. ([12, Definition 1.2.2]) Một đồ thị (có hướng) là một

bộ E = (E0, E1, r, s) bao gồm tập đỉnh E0, tập cạnh E1, cùng với hai ánh

xạ r, s : E1 −→ E0. Các đỉnh r(e) và s(e) tương ứng được gọi là ngọn và

gốc của cạnh e. Đồ thị E là hữu hạn nếu cả hai tập E0 và E1 là hữu hạn.

Đồ thị E được gọi là đếm được nếu E0 và E1 là các tập đếm được. Đồ thị

E được gọi là hữu hạn bậc ra nếu |s−1(v)| <∞ với mọi v ∈ E0.

Với một đỉnh v ∈ E0 ta gọi v là đỉnh thu nếu s−1(v) = ∅; v là đỉnh

nguồn nếu r−1(v) = ∅; v là đỉnh cô lập nếu nó vừa là đỉnh thu vừa là đỉnh

nguồn; v là đỉnh chính quy nếu 0 < |s−1(v)| < ∞. Một đồ thị E được gọi

là phi nguồn nếu nó không có đỉnh nguồn.

Ví dụ 1.2.2. Cho E là đồ thị như sau:

•v1 e1 // •v2
e2

		 e3 // •v3 •v4 .

Trong đồ thị E ta có v1 là một đỉnh nguồn, v3 là một đỉnh thu và v4 là

một đỉnh cô lập. Các đỉnh chính quy trong E là v1 và v2.

Định nghĩa 1.2.3. Một đường đi hữu hạn p = e1 · · · en trong một đồ thị E

là một dãy các cạnh e1, · · · , en sao cho r(ei) = s(ei+1) với i = 1, · · · , n− 1.

Trong trường hợp này, ta nói rằng đường đi p bắt đầu tại đỉnh s(p) := s(e1)

và kết thúc tại đỉnh r(p) := r(en) và có độ dài |p| := n. Ta ký hiệu bởi p0

tập các đỉnh của nó, nghĩa là, p0 = {s(ei), r(ei) | i = 1, · · · , n}.

Ví dụ 1.2.4. Cho E là đồ thị như sau:

•v1 e1 // •v2
e2

		 e3 // •v3 .
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Trong đồ thị E ta có p = e1e
3
2 := e1e2e2e2 là một đường đi có độ dài là

4 và p0 = {v1, v2}.

Định nghĩa 1.2.5. ([12, trang 34]) Một đường đi hữu hạn p được gọi là

khép kín nếu s(p) = r(p), trong trường hợp này p được gọi là có đáy tại

đỉnh s(p). Một cạnh f là một lối ra của đường đi p = e1 · · · en nếu tồn tại

1 ≤ i ≤ n sao cho s(f) = s(ei) nhưng f ̸= ej với mọi j = 1, · · · , n. Đường
đi khép kín p được gọi là một chu trình nếu p không đi qua bất kỳ đỉnh

nào của nó hai lần. Một đồ thị E được gọi là không có lối ra nếu mọi chu

trình trong E đều không có lối ra. Với một chu trình c trong E ta gọi c là

chu trình cô lập nếu |r−1(v)| = |s−1(v)| = 1 với mọi v ∈ c0; c là chu trình

nguồn nếu |r−1(v)| = 1 với mọi v ∈ c0.

Với các đỉnh v, w ∈ E0, ta viết v ≥ w nếu tồn tại một đường đi trong

E từ v đến w, nghĩa là, tồn tại một đường đi hữu hạn p với s(p) = v và

r(p) = w. Với v ∈ E0 và H ⊂ E0, ta viết v ≥ H nếu v ≥ w với mọi w ∈ H.

Ví dụ 1.2.6. Cho E là đồ thị như sau:

•v1
e

		 f // •v2
g

		
h // •v3 •v4

i ++ •v5
k
kk .

Trong đồ thị E ta có c1 = e là một chu trình nguồn, c2 = g không là

chu trình nguồn, c3 = ik là một chu trình cô lập và do đó cũng là chu

trình nguồn. Chu trình c1 có lối ra f , chu trình c2 có lối ra h và chu trình

c3 không có lối ra.

Định nghĩa 1.2.7. ([12, Definition 2.1.15]) Cho E = (E0, E1, r, s) là một

đồ thị hữu hạn với E0 = {v1, · · · , vn}. Ma trận kề của E, ký hiệu AE,

là ma trận AE = (aij)n×n, trong đó aij là số các cạnh e có s(e) = vi và

r(e) = vj.

Ví dụ 1.2.8. Cho E là đồ thị như sau:

•v1
e

		 f // •v2
g

		
•v3hoo

k
33

i ++ •v4 .
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Khi đó ma trận kề của E là AE =


1 1 0 0

0 1 0 0

0 1 0 2

0 0 0 0

.

Định nghĩa 1.2.9. ([12, Definition 2.0.5]) Cho E là một đồ thị và H là

một tập con của E0. Ta nói rằng H là di truyền nếu với mọi v ∈ H và

w ∈ E0, v ≥ w kéo theo w ∈ H. Ta nói rằng H là bão hoà nếu với mỗi

đỉnh chính quy v ∈ E0, {r(e) | e ∈ s−1(v)} ⊆ H kéo theo v ∈ H.

Ví dụ 1.2.10. Cho E là đồ thị như sau:

•u e // •v

f

�� g // •w .

Khi đó, H = {v, w} là tập con di truyền nhưng không bão hoà, G = {w}
là tập con di truyền và bão hoà của E0.

Định nghĩa 1.2.11. ([6, Definition 1.2]) Cho E = (E0, E1, r, s) là một đồ

thị. Đồ thị mở rộng của E được định nghĩa là Ê = (E0, E1 ∪ (E1)∗, r̂, ŝ),

trong đó: (E1)∗ = {e∗ | e ∈ E1}, các ánh xạ r̂ và ŝ được cho bởi

r̂(e) = r(e), ŝ(e) = s(e), r̂(e∗) = s(e) và ŝ(e∗) = r(e) với mỗi e ∈ E1.

Trong đồ thị Ê, ta gọi e ∈ E1 là cạnh thực, cạnh e∗ ∈ (E1)∗ là cạnh ảo.

Một đường e1 · · · en trong đó ei ∈ E1 được gọi là đường thực. Một đường

e∗1 · · · e∗n trong đó e∗i ∈ (E1)∗ được gọi là đường ảo. Với một đường thực

p = f1 · · · fn, đường ảo p∗ xác định như sau: p∗ = f ∗n · · · f ∗1 .

Ví dụ 1.2.12. Cho E là đồ thị

•v
e

		 f // •w .

Khi đó, đồ thị mở rộng Ê là

•v

e

��

e∗

VV

f // •w
f∗
jj .
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Một đồ thị E được gọi là liên thông mạnh nếu với mọi cặp đỉnh cho

trước (u, v) ∈ E0 × E0 tồn tại một đường đi h trong E sao cho s(h) = u

và r(h) = v.

Tiếp theo chúng tôi nhắc lại khái niệm đẳng cấu trong đồ thị.

Định nghĩa 1.2.13. ([12, Definition 1.6.1]) Cho E = (E0, E1, rE, sE) và

F = (F 0, F 1, rF , sF ) là các đồ thị. Ta nói rằng E đẳng cấu với F như các

đồ thị nếu có hai song ánh φ0 : E0 −→ F 0 và φ1 : E1 −→ F 1 sao cho φ0 và

φ1 giao hoán với các ánh xạ ngọn và gốc, nghĩa là, rF (φ
1(e)) = φ0(rE(e))

và sF (φ
1(e)) = φ0(sE(e)) với mọi e ∈ E1.

Trong phần còn lại của mục này, chúng tôi trình bày một số lưu ý về

vị nhóm đồ thị theo [23].

Định nghĩa 1.2.14. ([23, trang 163]) Cho E = (E0, E1, s, r) là một đồ

thị hữu hạn bậc ra. Ta ký hiệu bởi YE vị nhóm giao hoán tự do (phép

toán viết theo lối cộng) với tập sinh E0. Trên YE, ta xét các đồng nhất

thức sau:

(M) v =
∑

e∈s−1(v)

r(e)

với mọi đỉnh chính quy v ∈ E0. Gọi ∼E là quan hệ tương đẳng trên YE

sinh ra bởi các đồng nhất thức trên. Vị nhóm thương YE/∼E
được gọi là

vị nhóm đồ thị của E, ký hiệu ME. Các phần tử của ME được ký hiệu bởi

[x], với x ∈ YE.

Chúng ta xem xét một số ví dụ sau.

Ví dụ 1.2.15. (1) Với mỗi n ≥ 1, đặt

An = •v1
e1 // •v2

e2 // •v3 •vn−1

en−1 // •vn .

Khi đó, trong MAn
, ta có [v1] = [v2] = · · · = [vn] và MAn

= {j[vn] | j ∈

N} ∼= N.
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(2) Với mỗi n ≥ 1 đặt Cn là “đồ thị chu trình cô lập n đỉnh”

•v1 // •v2

""•vn

<<

•v3.

||•

bb

•

Khi đó, trong MCn
ta có [v1] = · · · = [vn] và MCn

= {j[vn] | j ∈ N} ∼= N.

(3) Với mỗi n ≥ 2, đặt

Rn = •v
e1
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Khi đó, MRn
= {0, 1[v], 2[v], · · · , (n− 1)[v]}, trong đó n[v] = [v].

Cho E là một đồ thị hữu hạn với |E0| = h và {vi | 1 ≤ i ≤ z} là tập

các đỉnh chính quy. Với x = n1v1 + · · ·+ nhvh ∈ YE và 1 ≤ i ≤ z, ký hiệu

Mi(x) là kết quả của việc áp dụng lên x đồng nhất thức (M) tương ứng

với đỉnh vi. Với mỗi dãy σ mà các phần tử được lấy từ {1, 2, · · · , z} và

mỗi x ∈ YE, đặt Λσ(x) ∈ YE là kết quả của việc áp dụng toán tử Mi theo

thứ tự được cho bởi σ. Mệnh đề sau đây cho ta một cách để kiểm tra hai

phần tử là bằng nhau trong vị nhóm ME.

Mệnh đề 1.2.16. ([23, Lemma 4.3]) Với mỗi cặp x, y ∈ YE, [x] = [y]

trong ME khi và chỉ khi tồn tại hai dãy σ và σ′ được lấy từ {1, 2, · · · , z}
sao cho Λσ(x) = Λσ′(y) trong YE.

Chiều thuận của Mệnh đề 1.2.16 là rõ ràng. Chúng tôi minh hoạ chiều

đảo thông qua ví dụ sau đây.

Ví dụ 1.2.17. Xét đồ thị

E = •v1
		

FF
// •v2 // •v3 .

Trong ME, xét [x] = 2[v1 + v2 + v3] + [v1] và [y] = [v1 + v2 + v3]. Khi đó

[x] = [y]. Thật vậy, trong ME ta có các đồng nhất thức như sau:
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(M1) [v1] = [2v1 + v2] và (M2) [v2] = [v3].

Vì thế, vế phải của đẳng thức có thể được biến đổi như sau:

[y] = [v1 + v2 + v3]

= [2v1 + 2v2 + v3] do (M1)

= [4v1 + 4v2 + v3] do (M1)

= [4v1 + 3v2 + 2v3] = [z] do (M2)

Vế trái của đẳng thức có thể được biến đổi như sau:

[x] = 2[v1 + v2 + v3] + [v1]

= [2v1 + 2v2 + 2v3] + [2v1 + v2] do (M1)

= [4v1 + 3v2 + 2v3] = [z]

Do đó, Λσ(x) = Λσ′(y) trong YE với σ = {1} và σ′ = {1, 1, 2}.

1.3 Đại số đường Leavitt

Trong phần này, chúng tôi trình bày khái niệm và một số tính chất cơ

bản đại số đường Leavitt. Nội dung của mục này chủ yếu được trích từ

các tài liệu [6], [12], [23].

Đại số đường Leavitt của một đồ thị với hệ số trên trường đã được giới

thiệu một cách độc lập bởi hai nhóm tác giả Abrams, Aranda Pino [6] vào

năm 2005 và Ara, Moreno, Pardo [23] vào năm 2007.

Định nghĩa 1.3.1. ([12, Definition 1.2.3]) Cho E = (E0, E1, s, r) là một

đồ thị và K là một trường, đại số đường Leavitt LK(E) của đồ thị E

với hệ số trên K là một K-đại số với tập sinh là E0 và E1 ∪ (E1)∗,

thoả mãn các đồng nhất thức sau đây: với mọi v, w ∈ E0 và e, f ∈ E1,

(1) vw = δv,ww;

(2) s(e)e = e = er(e) và r(e)e∗ = e∗ = e∗s(e);

(3) e∗f = δe,fr(e);

(4) v =
∑

e∈s−1(v) ee
∗ với mỗi đỉnh chính quy v,

trong đó δ là ký hiệu Kronecker.
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Khái niệm trên có thể diễn đạt theo một cách khác như sau.

Nhận xét 1.3.2. Xét K-đại số tự do KE = K⟨E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗⟩ và gọi I

là iđêan của KE sinh bởi các phần tử có dạng:

(1) vw − δv,ww với mọi v, w ∈ E0;

(2) s(e)e− e, e− er(e), r(e)e∗ − e∗, e∗ − e∗s(e) với mọi e ∈ E1;

(3) e∗f − δe,fr(e) với mọi e, f ∈ E1;

(4) v −
∑

e∈s−1(v) ee
∗ với mỗi đỉnh chính quy v ∈ E0,

trong đó δ là ký hiệu Kronecker. Khi đó, LK(E) = KE/I.

Với cách xây dựng này, đại số đường Leavitt thoả mãn Tính chất phổ

dụng theo nghĩa sau.

Mệnh đề 1.3.3. ([12, Remark 1.2.5]) Cho E là một đồ thị, K là một

trường và A là một K-đại số chứa tập các phần tử {av, ae, a∗e | v ∈ E0, e ∈
E1} thoả mãn các đồng nhất thức tương tự như (1)–(4) trong Định nghĩa

1.3.1. Khi đó, tồn tại duy nhất một đồng cấu K-đại số ψ : LK(E) → A

sao cho ψ(v) = av, ψ(e) = ae và ψ(e
∗) = a∗e với mọi v ∈ E0 và e ∈ E1.

Chúng tôi trình bày lại một số ví dụ về đại số đường Leavitt theo [6].

Ví dụ 1.3.4. ([6, Example 1.4]) (1) Cho K là một trường và ký hiệu

Etriv = A1 là đồ thị tầm thường với một đỉnh và không có cạnh. Khi đó,

LK(Etriv) ∼= K.

(2) Cho K là một trường và với mỗi n ≥ 1 ta ký hiệu An là một đường

định hướng với n đỉnh và n− 1 cạnh:

An = •v1
e1 // •v2

e2 // •v3 •vn−1

en−1 // •vn .

Khi đó, ánh xạ ϕ : LK(An) → Mn(K) được cho bởi: vi 7→ Eii, ei 7→
Ei,i+1, e

∗
i 7→ Ei+1,i, i = 1, · · · , n, trong đó Ei,j là ma trận có hệ số ở hàng i

cột j nhận giá trị 1, các vị trí còn lại nhận giá trị 0.

(3) Cho K là một trường và ký hiệu R1 là đồ thị gồm một đỉnh và

một cạnh:

R1 = •v e
ww

.
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Khi đó, ánh xạ ϕ : LK(R1) → K[x, x−1] được cho bởi: e 7→ x, e∗ 7→
x−1, v 7→ 1 là một đẳng cấu.

(4) Cho K là một trường và n ≥ 2. Một K-đại số Leavitt kiểu (1, n), ký

hiệu bởi LK(1, n), là một đại số thương K⟨x1, · · · , xn, y1, · · · , yn⟩/I, trong
đó I là iđêan sinh bởi các phần tử có dạng

∑n
i=1 xiyi − 1 và yixj − δij1,

(1 ≤ i, j ≤ n).

Ký hiệu Rn là đồ thị hoa hồng n cánh với một đỉnh và n ≥ 2 khuyên:

Rn = •v
e1
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Khi đó, ánh xạ ϕ : LK(Rn) → LK(1, n) được cho bởi: ei 7→ xi, e
∗
i 7→ yi, v 7→

1, i = 1, · · · , n là một đẳng cấu.

Đại số đường Cohn của một đồ thị với hệ số trên trường đã được định

nghĩa bởi Ara và Goodearl trong [22].

Định nghĩa 1.3.5. ([22, Definition 2.3]) Cho E = (E0, E1, s, r) là một đồ

thị và K là một trường. Đại số đường Cohn CK(E) của đồ thị E với hệ

số trên K là một K-đại số với tập sinh là E0 và E1 ∪ (E1)∗, thoả mãn các

đồng nhất thức được cho bởi (1), (2) và (3) của Định nghĩa 1.3.1.

Khái niệm trên có thể diễn đạt theo một cách khác như sau.

Nhận xét 1.3.6. Xét K-đại số tự do KE = K⟨E0 ∪E1 ∪ (E1)∗⟩ và gọi J

là iđêan của KE sinh bởi các phần tử có dạng:

(1) vw − δv,ww với mọi v, w ∈ E0;

(2) s(e)e− e, e− er(e), r(e)e∗ − e∗, e∗ − e∗s(e) với mọi e ∈ E1;

(3) e∗f − δe,fr(e) với mọi e, f ∈ E1,

trong đó δ là ký hiệu Kronecker. Khi đó, CK(E) = KE/J .

Ví dụ 1.3.7. ([12, Proposition 1.3.7]) Cho K là một trường. Một K-đại số

Jacobson JK là đại số thương K⟨x, y⟩/J , trong đó J là iđêan của K⟨x, y⟩
sinh bởi xy − 1.
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Xét đồ thị R1:

R1 = •v e
ww

.

Khi đó, ánh xạ ϕ : CK(R1) → JK được cho bởi: e 7→ y, e∗ 7→ x, v 7→ 1 là

một đẳng cấu.

Cho E = (E0, E1, s, r) là một đồ thị và Y là tập các đỉnh chính quy

của E. Gọi Y ′ = {v′ | v ∈ Y } là một bản sao của Y . Xét v ∈ Y và với mỗi

cạnh e trong E1 sao cho rE(e) = v, ta đặt một cạnh mới e′. Ta định nghĩa

đồ thị F (E) như sau:

F (E)0 := E0 ⊔ Y ′ và F (E)1 := E1 ⊔ {e′ | rE(e) ∈ Y },

và với mỗi e ∈ E1, sF (E)(e) = sE(e), sF (E)(e
′) = sE(e), rF (E)(e) = rE(e) và

rF (E)(e
′) = rE(e)

′.

Chúng tôi minh hoạ đồ thị F (E) thông qua ví dụ sau đây.

Ví dụ 1.3.8. Nếu E = •v

e

��

f

HH

g // •w thì F (E) = •v′ •v
e′
kk

f ′
ss

e

��

f

HH

g // •w .

Kết quả sau đây cho thấy đại số đường Cohn là một trường hợp riêng

của đại số đường Leavitt.

Định lí 1.3.9. ([12, Theorem 1.5.18]) Cho E = (E0, E1, s, r) là một đồ

thị và K là một trường. Khi đó, CK(E) ∼= LK(F (E)).

Tiếp theo chúng tôi nhắc lại một số tính chất cơ bản của đại số đường

Leavitt sẽ được dùng đến trong các phần tiếp theo. Ta ký hiệu Path(E)

là tập tất cả các đường đi hữu hạn của E cùng với tập đỉnh E0.

Mệnh đề 1.3.10. Cho E = (E0, E1, r, s) là một đồ thị và K là một trường.

Khi đó, các khẳng định sau đây là đúng:

(1) ([6, Lemma 1.6]) Nếu E0 là tập vô hạn thì LK(E) là một vành có

đơn vị địa phương. Nếu E0 là hữu hạn thì LK(E) là một vành có đơn vị

với 1LK(E) =
∑

v∈E0 v.
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(2) ([35, Lemma 1.5]) Mọi phần tử của tập {v, e, e∗ | v ∈ E0, e ∈ E1}
đều khác không trong LK(E).

(3) ([12, Corollary 2.1.5]) LK(E) là một đại số Z-phân bậc, trong đó

LK(E) = ⊕n∈ZLK(E)n với

LK(E)n := spanK{γλ∗ | γ, λ ∈ Path(E) và |γ| − |λ| = n}.

(4) ([12, Proposition 1.2.14]) Nếu {Ei}i∈Λ là các thành phần liên thông

của E thì LK(E) ∼=
⊕

i∈Λ LK(Ei).

Định lí sau đây cho phép ta thu gọn mọi phần tử khác không trong

đại số đường Leavitt về một đỉnh hoặc một đa thức theo một chu trình

không có lối ra. Để làm điều này, chúng tôi nhắc lại một số ký hiệu.

Cho p(x) =
∑m

i=−n kix
i,m, n ∈ N là một phần tử của K[x, x−1] và c là

một chu trình có đáy tại v trong đồ thị E. Trong LK(E) ta định nghĩa

p(c) =
∑m

i=−n kic
i, trong đó c0 = v và c−p := (c∗)p với mọi số nguyên

dương p.

Định lí 1.3.11. ([12, Theorem 2.2.11]) Cho E = (E0, E1, r, s) là một đồ

thị và K là một trường. Với mỗi phần tử khác không α ∈ LK(E) tồn tại

µ, η ∈ Path(E) sao cho:

(1) tồn tại k ∈ K và v ∈ E0 để 0 ̸= µ∗αη = kv; hoặc

(2) 0 ̸= µ∗αη = p(c), trong đó c là một chu trình không có lối ra trong

E và p(x) là một đa thức khác không trong K[x, x−1].

Định lí sau đây mô tả vị nhóm các lớp đẳng cấu các môđun xạ ảnh hữu

hạn sinh trên đại số đường Leavitt, được Ara, Moreno và Pardo cung cấp

trong [23].

Định lí 1.3.12. ([23, Theorem 3.5]) Cho E = (E0, E1, r, s) là một đồ thị

hữu hạn bậc ra và K là một trường. Khi đó, ánh xạ [v] 7−→ [vLK(E)] xác

định một đẳng cấu của các vị nhóm giao hoán ME
∼= V(LK(E)). Đặc biệt,

qua đẳng cấu này, ta có [
∑

v∈E0 v] 7−→ [LK(E)].
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Từ Ví dụ 1.2.15 ta có các kết quả sau.

Ví dụ 1.3.13. (1) Với mỗi n ≥ 1, xét đồ thị

An = •v1
e1 // •v2

e2 // •v3 •vn−1

en−1 // •vn .

Khi đó, V(LK(An)) ∼= MAn
∼= N.

(2) Với mỗi n ≥ 1, xét đồ thị Cn

•v1 // •v2

""•vn

<<

•v3.

||•

bb

•

Khi đó, V(LK(Cn)) ∼= MCn
∼= N.

(3) Với mỗi n ≥ 2, xét đồ thị

Rn = •v
e1
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Khi đó, V(LK(Rn)) ∼= MRn
= {0, 1[v], 2[v], · · · , (n − 1)[v]}, trong đó

n[v] = [v].



CHƯƠNG 2

VỀ TƯƠNG ĐƯƠNG MORITA CỦA ĐẠI SỐ

ĐƯỜNG LEAVITT

Chương này nghiên cứu Vấn đề 1 được đề cập trong phần Mở đầu và

được cấu trúc như sau:

Gọi Esf là đồ thị phi nguồn có được qua quá trình từng bước khử đỉnh

nguồn từ đồ thị hữu hạn ban đầu E và K là một trường.

- Trong mục 2.1 chúng tôi chỉ ra rằng LK(E) tương đương Morita với

tổng trực tiếp của LK(Esf) và n bản sao của K, trong đó n là số đỉnh thu

trong E và không thuộc Esf (Định lí 2.1.6). Mục này được viết dựa trên

bài báo [16].

- Trong mục 2.2 chúng tôi chỉ ra rằng LK(E) đẳng cấu với tổng trực

tiếp của n đại số ma trận trên K và LK(F ), trong đó F được xây dựng

tường minh từ Esf (Định lí 2.2.14). Như một hệ quả, chúng tôi nhận lại kết

quả của Abrams, Pino, Molina [11] về cấu trúc của đại số đường Leavitt

của đồ thị hữu hạn không có lối ra (Hệ quả 2.2.16). Mục này được viết

dựa trên bài báo [48].

- Trong mục 2.3, chúng tôi chỉ ra rằng đại số đường Leavitt của đồ thị

Hopf đẳng cấu với một số bản sao của đại số đường Leavitt của một thành

phần liên thông trong đồ thị Hopf đó (Định lí 2.3.9). Áp dụng kết quả này,

chúng tôi chứng minh Giả thuyết Abrams-Tomforde đúng cho một số lớp

đồ thị Hopf (Định lí 2.3.21). Mục này được viết dựa trên bài báo [49].

27
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2.1 Phép khử đỉnh nguồn trên đồ thị

Trong phần này, chúng tôi chỉ ra rằng đại số đường Leavitt của một

đồ thị hữu hạn trên trường K là tương đương Morita với tổng trực tiếp

của đại số đường Leavitt của một đồ thị phi nguồn có được qua quá trình

từng bước khử đỉnh nguồn từ đồ thị ban đầu và một số bản sao của K

(Định lí 2.1.6). Mục này được viết dựa trên bài báo [16].

Chúng tôi bắt đầu mục này bằng cách nhắc lại phép khử đỉnh nguồn

trên đồ thị theo [14].

Định nghĩa 2.1.1. ([14, Definition 1.2]) Cho E = (E0, E1, r, s) là một đồ

thị và v là một đỉnh nguồn trong E. Đồ thị khử đỉnh nguồn E\v của E là

đồ thị được định nghĩa như sau: (E\v)
0 = E0 \ {v}, (E\v)

1 = E1 \ s−1(v),

sE\v = s|(E\v)1 và rE\v = r|(E\v)1. Nói cách khác, E\v là đồ thị thu được từ

E bằng cách xoá bỏ đỉnh v và tất cả các cạnh trong E phát ra từ v.

Chúng tôi minh hoạ phép khử đỉnh nguồn thông qua ví dụ sau đây.

Ví dụ 2.1.2. Cho E là đồ thị

•a •voo // •b
��

// •c .

Khi đó, đồ thị khử đỉnh nguồn E\v là

•a •b
��

// •c .

Bổ đề sau đây khẳng định phép khử đỉnh nguồn bảo toàn tương đương

Morita của các đại số đường Leavitt liên kết. Khẳng định này được Abrams,

Louly, Pardo và Smith chứng minh trong [14] với giả thiết rằng LK(E) là

đơn. Trường hợp tổng quát đã được chứng minh bởi Ara, Rangaswamy

trong [24] và một cách độc lập bởi Ruiz, Tomforde trong [52].

Bổ đề 2.1.3. ([24, Lemma 4.3] và [52, Proposition 3.2]) Cho E là đồ thị

hữu hạn, v là một đỉnh nguồn nhưng không phải là đỉnh thu trong E và K

là một trường. Khi đó, LK(E) ∼ME LK(E\v).
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Xét dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Et = Esf .

Để tránh việc dẫn đến một đồ thị rỗng, ta định nghĩa Esf là đồ thị tầm

thường Etriv trong trường hợp Et−1 = Etriv.

Ví dụ 2.1.4. Cho E là đồ thị

•v3
e3
��

•v4 •v2 e2 //e4oo •v1 e1 // •v0

e0

�� e // •v.

Khi đó, F = E\v3 = •v4 •v2 e2 //e4oo •v1 e1 // •v0

e0

�� e // •v ;

G = F\v2 = •v4 •v1 e1 // •v0

e0

�� e // •v ;

H = G\v1 = •v4 •v0

e0

�� e // •v .

Cuối cùng, ta nhận được

Esf = H\v4 = •v0

e0

�� e // •v .

Có nhiều cách khác nhau để nhận được đồ thị phi nguồn Esf từ một đồ

thị E ban đầu. Kết quả sau cho thấy, Esf không phụ thuộc vào việc chọn

quá trình khử đỉnh nguồn. Ngoài ra, E0
sf là tập con di truyền của E0.

Mệnh đề 2.1.5. Với mọi đồ thị hữu hạn E, các khẳng định sau là đúng.

(1) Esf = Etriv khi và chỉ khi E không chứa chu trình.

(2) Giả sử E chứa chu trình. Khi đó,

E0
sf =

⋃
c TE(c) và E

1
sf = E1|E0

sf
,
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trong đó TE(c) := {w ∈ E0 | tồn tại v ∈ c0 để v ≥ w} với c là một chu

trình trong E.

Chứng minh. Trước tiên, ta chú ý rằng, nếu v ∈ E0 là một đỉnh nguồn thì

ta có các khẳng định sau:

(1) c là chu trình trong E khi và chỉ khi c là chu trình trong E\v và

(2) nếu c là chu trình trong E thì TE(c) = TE\v(c).

(3) Nếu E không chứa chu trình và E ̸= Etriv thì E\v chứa đỉnh nguồn.

Bây giờ, xét dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử

đỉnh nguồn

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Et =: Esf

Sử dụng các chú ý ở trên, ta lập tức thu được Esf = Etriv khi và chỉ

khi E không chứa chu trình; và TE(c) ⊆ E0
sf với mỗi chu trình c trong E.

Từ đó suy ra
⋃

c TE(c) ⊆ E0
sf . Tiếp theo, ta chứng minh E0

sf ⊆
⋃

c TE(c).

Gọi v ∈ E0 sao cho v /∈
⋃

c TE(c), ta cần chứng minh rằng v /∈ E0
sf . Thật

vậy, xét đồ thị con X = (X0, X1, r|X1, s|X1) của E, trong đó X0 = {x ∈
E0 | x ≥ v} và X1 = r−1(X0). Vì v /∈

⋃
c TE(c) nên với mọi đỉnh x ∈ X0,

x không thể là đáy của một chu trình. Từ đó suy ra X là một đồ thị

con không chứa chu trình của E. Vì thế x /∈ E0
sf với mọi x ∈ X0. Do đó

v /∈ E0
sf , nghĩa là E0

sf ⊆
⋃

c TE(c).

Định lí sau đây là kết quả chính của mục này, cho phép ta đưa việc

nghiên cứu đại số đường Leavitt LK(E) về đại số đường Leavitt LK(Esf).

Định lí 2.1.6. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Gọi

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Et = Esf

là dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn.

Khi đó, LK(E) ∼ME K
s ⊕LK(Esf), trong đó s là số các đỉnh thu trong E

nhưng không thuộc E0
sf .
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Chứng minh. Giả sử {v1, · · · , vs} là tập tất cả các đỉnh thu trong E nhưng

không thuộc E0
sf . Với mỗi v ∈ {v1, · · · , vs} xét đồ thị con

X = (X0, X1, r|X1, s|X1)

của E, trong đó X0 = {x ∈ E0 | x ≥ v} và X1 = r−1(X0). Theo Mệnh đề

2.1.5, v /∈
⋃

c TE(c). Vì thế, với mọi đỉnh x ∈ X0, x không thể là đáy của

một chu trình. Từ đó suy ra X là một đồ thị con không chứa chu trình

của E. Với mỗi i = 1, · · · , s, gọi Ei là đồ thị tầm thường với một đỉnh vi

và không có cạnh. Gọi F = (⊔s
i=1Ei) ⊔ Esf . Áp dụng Bổ đề 2.1.3, ta thu

được LK(E) ∼ME LK(F ). Theo Mệnh đề 1.3.10 (4) ta có

LK(F ) = (⊕s
i=1LK(Ei))⊕ LK(Esf).

Theo Ví dụ 1.3.4 (1) ta được LK(Ei) ∼= K và LK(F ) ∼= Ks ⊕LK(Esf). Do

đó, LK(E) ∼ME K
s ⊕ LK(Esf), kết thúc chứng minh.

Định lí 2.1.6 cho phép chúng ta quy việc nghiên cứu đại số đường Leavitt

trên đồ thị ban đầu về đồ thị đơn giản hơn. Chúng tôi minh hoạ điều đó

thông qua ví dụ sau đây.

Ví dụ 2.1.7. Cho E là đồ thị

•v3
e3
��

•v4 •v2 e2 //e4oo •v1 e1 // •v0

e0

�� e // •v.

Theo Ví dụ 2.1.4 ta được Esf là đồ thị sau:

•v0

e0

�� e // •v .

Thêm nữa, chỉ có v4 là đỉnh thu trong E nhưng không thuộc E0
sf . Khi đó,

theo Định lí 2.1.6 ta có LK(E) ∼ME K ⊕ LK(Esf).

2.2 Cấu trúc của đại số đường Leavitt

Nội dung chính của phần này là cung cấp cấu trúc của đại số đường

Leavitt của một đồ thị hữu hạn thông qua quá trình từng bước khử đỉnh

nguồn (Định lí 2.2.14). Mục này được viết dựa trên bài báo [48].
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Chúng tôi bắt đầu mục này bằng việc đề cập đến một số định nghĩa về

đồ thị đã được giới thiệu trong [25].

Định nghĩa 2.2.1. ([25, Definition 3.2]) Cho E là một đồ thị, v0 là một

đỉnh trong E và n là một số nguyên dương. Ta định nghĩa một đồ thị

E(v0, n) như sau:

E(v0, n)
0 = E0 ∪ {v1, v2, · · · , vn}

E(v0, n)
1 = E1 ∪ {e1, e2, · · · , en}

trong đó rE(v0,n), sE(v0,n) tương ứng là mở rộng của rE, sE và rE(v0,n)(ei) =

vi−1 và sE(v0,n)(ei) = vi.

Định nghĩa 2.2.2. ([25, Definition 3.3]) Cho E là một đồ thị, e0 là một

cạnh trong E và n là một số nguyên dương. Ta định nghĩa một đồ thị

E(e0, n) như sau:

E(e0, n)
0 = E0 ∪ {v1, v2, · · · , vn}

E(e0, n)
1 = E1 \ {e0} ∪ {e1, e2, · · · , en+1}

trong đó rE(e0,n), sE(e0,n) tương ứng là mở rộng của rE, sE và rE(e0,n)(ei) =

vi−1 với i = 2, · · · , n + 1; sE(e0,n)(ei) = vi với i = 1, · · · , n; rE(e0,n)(e1) =

rE(e0); sE(e0,n)(en+1) = sE(e0).

Chúng tôi minh hoạ các khái niệm đồ thị trên thông qua ví dụ sau đây.

Ví dụ 2.2.3. Cho E là đồ thị

•v0

e0

�� e // •v .

Khi đó, E(v0, 2) là đồ thị

•v2 e2 // •v1 e1 // •v0

e0

�� e // •v .

và E(e0, 2) là đồ thị

•v2
e2
��

•v1 e1 // •v0

e3
aa

e // •v.
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Trong [25], Arklint và Ruiz đã chứng minh kết quả sau đây cho trường

hợp C∗-đại số đồ thị. Trong bổ đề sau, chúng tôi thiết lập một phiên bản

tương tự cho đại số đường Leavitt.

Bổ đề 2.2.4. Cho E là một đồ thị, e0 là một cạnh trong E, n là một số

nguyên dương và K là một trường. Gọi v0 = rE(e0). Khi đó,

LK(E(v0, n)) ∼= LK(E(e0, n)).

Chứng minh. Giả sử rằng LK(E(v0, n)) có tập sinh là

{v, e, e∗ | v ∈ E(v0, n)
0, e ∈ E(v0, n)

1}

và thoả mãn các đồng nhất thức (1) - (4) trong Định nghĩa 1.3.1. Ta

định nghĩa các phần tử {av, ae, a∗e | v ∈ E(v0, n)
0, e ∈ E(v0, n)

1} của

LK(E(e0, n)) bằng cách đặt: av = v,

ae =

{
e nếu e ̸= e0,

en+1en · · · e1 nếu e = e0,

và

a∗e =

{
e∗ nếu e ̸= e0,

e∗1 · · · e∗ne∗n+1 nếu e = e0.

Chúng tôi lặp lại nguyên văn các lập luận trong chứng minh của [25,

Proposition 3.5] để chỉ ra rằng các phần tử {av, ae, a∗e | v ∈ E(v0, n)
0, e ∈

E(v0, n)
1} thoả mãn các đồng nhất thức sau:

(1) avaw = δv,waw, trong đó δ là ký hiệu Kronecker;

(2) as(e)ae = ae = aear(e) và ar(e)a
∗
e = a∗e = a∗eas(e);

(3) a∗eaf = δe,far(e);

(4) av =
∑

e∈s−1
E(v0,n)

(v) aea
∗
e với mỗi đỉnh chính quy v trong E(v0, n),

với mọi v, w ∈ E(v0, n)
0 và với mọi e, f ∈ E(v0, n)

1.

Ta có avaw = vw = δv,ww = δv,waw. Vì vậy ta có (1).

Ta lại có

as(e)ae =

{
s(e)e = e = ae nếu e ̸= e0,

s(e0)en+1en · · · e1 = en+1en · · · e1 = ae nếu e = e0.
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Tương tự ta chứng minh được các đẳng thức còn lại trong (2).

Ta có

a∗eae =

{
e∗e = r(e) = ar(e) nếu e ̸= e0,

e∗1 · · · e∗ne∗n+1en+1en · · · e1 = r(e1) = r(e0) = ar(e0) nếu e = e0,

Tương tự cách tính trên, ta thu được rằng a∗eaf = 0 với mọi e ̸= f ∈
E(v0, n)

1. Như vậy ta đã chứng minh (3).

Tiếp theo ta chứng minh (4). Nếu v ∈ {v1, · · · , vn} thì rõ ràng avi =

vi = eie
∗
i = aeia

∗
ei
. Nếu v /∈ {v1, · · · , vn} thì ta xét hai trường hợp sau:

Trường hợp 1: en+1 /∈ s−1
E(e0,n)

(v). Khi đó v ̸= s(e0) và s−1
E(e0,n)

(v) =

s−1(v) = s−1
E(v0,n)

(v). Do đó

av = v =
∑

e∈s−1
E(e0,n)

(v)

ee∗ =
∑

e∈s−1(v)

ee∗ =
∑

e∈s−1
E(v0,n)

(v)

ee∗ =
∑

e∈s−1
E(v0,n)

(v)

aea
∗
e.

Trường hợp 2: en+1 ∈ s−1
E(e0,n)

(v). Khi đó v = s(en+1) = s(e0). Do đó

av = v =
∑

e∈s−1
E(e0,n)

(v) ee
∗

=
∑

e∈s−1(v)\{e0} ee
∗ + en+1e

∗
n+1

=
∑

e∈s−1(v)\{e0} ee
∗ + en+1vne

∗
n+1

=
∑

e∈s−1(v)\{e0} ee
∗ + en+1ene

∗
ne

∗
n+1

· · ·
=
∑

e∈s−1(v)\{e0} ee
∗ + en+1en · · · e1e∗1 · · · e∗ne∗n+1

=
∑

e∈s−1(v)\{e0} aea
∗
e + ae0a

∗
e0

=
∑

e∈s−1
E(v0,n)

(v) aea
∗
e.

Theo Mệnh đề 1.3.3, tồn tại duy nhất một đồng cấu K-đại số ψ :

LK(E(v0, n)) −→ LK(E(e0, n)) sao cho ψ(v) = av, ψ(e) = ae và ψ(e
∗) = a∗e

với mọi v ∈ E(v0, n)
0 và e ∈ E(v0, n)

1.

Ta chứng minh rằng ψ là toàn cấu. Để làm điều đó, ta sẽ chỉ ra mọi phần

tử sinh của LK(E(e0, n)) đều thuộc Im(ψ). Thật vậy, v = ψ(v), e = ψ(e),

e∗ = ψ(e∗) với mọi v ∈ E(e0, n)
0 và e ∈ E(e0, n)

1 mà e ̸= en+1. Lưu ý rằng

ta luôn có vi = eie
∗
i với mọi i = 1, · · · , n và do đó,

ψ(e0e
∗
1 · · · e∗n) = en+1en · · · e1e∗1 · · · e∗n = en+1,
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và

ψ(en · · · e1e∗0) = en · · · e1e∗1 · · · e∗ne∗n+1 = e∗n+1.

Vì vậy, en+1, e
∗
n+1 ∈ ψ(LK(E(v0, n))), suy ra ψ là toàn cấu.

Tiếp theo ta chứng minh rằng ψ là đơn cấu bằng cách phản chứng. Giả

sử rằng ψ không đơn cấu, nghĩa là tồn tại một phần tử khác không x ∈
ker(ψ). Khi đó, theo Định lí 1.3.11, tồn tại các phần tử a, b ∈ LK(E(v0, n))

sao cho tồn tại u ∈ E(v0, n)
0 để axb = u ̸= 0, hoặc axb = p(c) ̸= 0, trong

đó c là một chu trình không có lối ra trong E(v0, n) và p(x) là một đa thức

khác không trong K[x, x−1]. Ta xét hai trường hợp sau:

Trường hợp 1: Tồn tại các phần tử a, b ∈ LK(E(v0, n)) sao cho tồn tại

u ∈ E(v0, n)
0 để axb = u ̸= 0. Khi đó, vì axb ∈ ker(ψ) nên u = ψ(u) = 0

trong LK(E(e0, n)). Mặt khác, theo Mệnh đề 1.3.10 (2) ta có u ̸= 0. Ta

gặp một mâu thuẫn.

Trường hợp 2: Tồn tại các phần tử a, b ∈ LK(E(v0, n)) sao cho axb =

p(c), trong đó c là một chu trình không có lối ra trong E(v0, n) và p(x) là

một đa thức khác không trongK[x, x−1]. Gọi p(x) =
∑m

i=−n kix
i. Khi đó, ta

có
∑m

i=−n kiψ(c)
i = ψ(axb) = 0 trong LK(E(e0, n)). Ta viết c = g1 · · · gh,

trong đó gi ∈ E(v0, n)
1. Nếu gi ̸= e0 với mọi i = 1, · · · , h thì ψ(c) =

ψ(g1) · · ·ψ(gh) = g1 · · · gm. Vì thế ψ(c) là một chu trình trong E(e0, n).

Ngược lại, tồn tại 1 ≤ k ≤ h sao cho gk = e0. Khi đó, ta có s(e0) = r(gk−1)

và r(e0) = s(gk+1) trong E(v0, n). Điều đó chứng tỏ rằng s(en) = r(gk−1) và

r(e1) = s(gk+1) trong E(e0, n). Do đó ψ(c) = ψ(g1 · · · gk−1e0gk+1 · · · gh) =
g1 · · · gk−1en · · · e1gk+1 · · · gh cũng là một chu trình trong E(e0, n). Chúng

tôi minh hoạ qua hình vẽ sau:

c = •

��

• ψ(c) = •

��

•

• gk
// •

OO

• en
// • • e1

// •

OO

Như vậy, trong mọi trường hợp ψ(c) đều là chu trình trong E(e0, n). Khi

đó, sự Z-phân bậc của LK(E(e0, n)) chỉ ra rằng một đẳng thức dạng∑m
i=−n kiψ(c)

i = ψ(axb) = 0 không thể xảy ra trong LK(E(e0, n)). Điều
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đó mâu thuẫn với ψ(axb) = 0 ở trên.

Do đó, trong mọi trường hợp, ta đều gặp một mâu thuẫn. Điều đó

chứng tỏ rằng ψ là một đơn cấu. Như vậy, ψ là một đẳng cấu.

Chúng tôi trình bày lại khái niệm về đồ thị sau đây theo [25].

Định nghĩa 2.2.5. ([25, Definition 3.6]) Cho E = (E0, E1, r, s) là một đồ

thị và H là một tập con di truyền của E0. Xét tập hợp

F (H) = {α | α = e1e2 · · · en, s(en) /∈ H, r(en) ∈ H}.

Gọi F (H) là một bản sao của F (H), trong đó các phần tử được viết là α

với mỗi phần tử α của F (H). Ta định nghĩa một đồ thị E(H) như sau:

E(H)0 = H ∪ F (H)

E(H)1 = s−1(H) ∪ F (H)

và mở rộng các ánh xạ s và r lên E(H) bằng cách đặt sE(H)(α) = α và

rE(H)(α) = r(α).

Lưu ý rằng có thể hiểu E(H) chính là đồ thị (H, s−1(H), s, r) cùng với

các đỉnh nguồn α ∈ F (H) với duy nhất một cạnh từ α đến r(α).

Chúng tôi minh hoạ khái niệm trên thông qua ví dụ sau đây.

Ví dụ 2.2.6. Cho E là đồ thị

•v3
e3
��

•v2 e2 // •v1 e1 // •v0

e0

�� e // •v.

và H = {v0, v}. Khi đó, F (H) = {e1, e2e1, e3e1}. Vì vậy, hình vẽ sau

•e3e1
e3e1

##
•e1 e1 // •v0

e0

		
e // •v.

•e2e1
e2e1

;;

là biểu diễn của đồ thị E(H).
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Trong [25], Arklint và Ruiz đã chứng minh kết quả sau đây cho trường

hợp C∗-đại số đồ thị. Trong bổ đề sau, chúng tôi thiết lập một phiên bản

tương tự cho đại số đường Leavitt.

Bổ đề 2.2.7. Cho E = (E0, E1, r, s) là một đồ thị, H là một tập con di

truyền của E0 và K là một trường. Giả sử

(E0 \H, r−1
E (E0 \H), sE, rE)

là một đồ thị hữu hạn không chứa chu trình và v ≥ H với mọi v ∈ E0 \H.

Giả thiết thêm rằng tập hợp s−1(E0 \H) ∩ r−1(H) là hữu hạn. Khi đó,

LK(E) ∼= LK(E(H)).

Chứng minh. Giả sử rằng LK(E(H)) được sinh bởi tập {v, e, e∗ | v ∈
E(H)0, e ∈ E(H)1} và thoả mãn các đồng nhất thức (1) - (4) trong Định

nghĩa 1.3.1. Ta định nghĩa các phần tử {pv, se, s∗e | v ∈ E(H)0, e ∈ E(H)1}
của LK(E) bằng cách đặt: với v ∈ E(H)0, đặt

pv =

{
v nếu v ∈ H,

αα∗ nếu v = α ∈ F (H)

và với e ∈ E(H)1, đặt

se =

{
e nếu e ∈ s−1

E (H),

α nếu e = α ∈ F (H),

và

s∗e =

{
e∗ nếu e ∈ s−1

E (H),

α∗ nếu e = α ∈ F (H).

Chúng tôi lặp lại nguyên văn các lập luận trong chứng minh của [25,

Theorem 3.8] để chỉ ra rằng các phần tử {pv, se, s∗e | v ∈ E(H)0, e ∈ E(H)1}
thoả mãn các đồng nhất thức sau:

(1) pvpw = δv,wpw, trong đó δ là ký hiệu Kronecker;

(2) ps(e)se = se = sepr(e) và pr(e)s
∗
e = s∗e = s∗eps(e);

(3) s∗esf = δe,fpr(e);

(4) pv =
∑

e∈s−1
E(H)(v)

ses
∗
e với mỗi đỉnh chính quy v trong E(H),
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với mọi v, w ∈ E(H)0 và với mọi e, f ∈ E(H)1.

Ta có

pvpw =


vw = δv,ww = δv,wpw nếu v, w ∈ H,

αα∗ββ∗ = δα,βαβ
∗ = δv,wpw nếu v = α,w = β ∈ F (H),

vαα∗ = 0 = δv,wpw nếu v ∈ H,w = β ∈ F (H).

Như vậy, (1) được chứng minh.

Ta lại có

ps(e)se =

{
s(e)e = e = se nếu e ∈ s−1

E (H),

αα∗α = α = se nếu e = α ∈ F (H).

Tương tự ta chứng minh được các đẳng thức còn lại trong (2).

Ta có

s∗ese =

{
e∗e = r(e) = pr(e) nếu e ∈ s−1

E (H),

α∗α = r(α) = pr(α) = pr(e) nếu e = α ∈ F (H).

Tương tự cách tính trên, ta thu được rằng s∗esf = 0 với mọi e ̸= f ∈ E(H)1.

Như vậy (3) được chứng minh.

Tiếp theo ta chứng minh (4). Giả sử v là một đỉnh chính quy trong

E(H). Ta xét các trường hợp sau:

Trường hợp 1: v ∈ H. Khi đó,

pv = v =
∑

e∈s−1(v)

ee∗ =
∑

e∈s−1
E(H)(v)

ses
∗
e.

Trường hợp 2: v = α ∈ F (H). Khi đó,

pv = αα∗ = ses
∗
e =

∑
e∈s−1

E(H)(v)

ses
∗
e.

Theo Mệnh đề 1.3.3, tồn tại duy nhất một đồng cấu K-đại số ϕ :

LK(E(H)) −→ LK(E) sao cho ϕ(v) = pv, ϕ(e) = se và ϕ(e
∗) = s∗e với mọi

v ∈ E(H)0 và e ∈ E(H)1.
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Ta chứng minh rằng ϕ là đơn cấu bằng cách phản chứng. Giả sử rằng

ϕ không đơn cấu, nghĩa là tồn tại một phần tử khác không x ∈ ker(ϕ).

Khi đó, theo Định lí 1.3.11, tồn tại các phần tử a, b ∈ LK(E(H)) sao cho

tồn tại u ∈ E(H)0 để axb = u ̸= 0, hoặc axb = p(c) ̸= 0, trong đó c là một

chu trình không có lối ra trong E(H) và p(x) là một đa thức khác không

trong K[x, x−1]. Ta xét hai trường hợp sau:

Trường hợp 1: Tồn tại các phần tử a, b ∈ LK(E(H)) sao cho tồn tại

u ∈ E(H)0 để axb = u ̸= 0. Vì axb ∈ ker(ϕ) nên u = ϕ(u) = 0 trong

LK(E(H)). Mặt khác, theo Mệnh đề 1.3.10 (2) ta có u ̸= 0. Ta gặp một

điều mâu thuẫn.

Trường hợp 2: Tồn tại các phần tử a, b ∈ LK(E(H)) sao cho axb = p(c),

trong đó c là một chu trình không có lối ra trong LK(E(H)) và p(x) là một

đa thức khác không trong K[x, x−1]. Gọi p(x) =
∑m

i=−n kix
i. Khi đó, ta

có
∑m

i=−n kiϕ(c)
i = ϕ(axb) = 0 trong LK(E). Theo giả thiết, c là một chu

trình trong (H, s−1
E (H), sE, rE). Ta viết c = g1 · · · gh, trong đó gi ∈ s−1

E (H).

Do đó ϕ(c) = ϕ(g1) · · ·ϕ(gh) = g1 · · · gh cũng là một chu trình trong E.

Khi đó, sự Z-phân bậc trong LK(E) chỉ ra rằng một đẳng thức dạng∑m
i=−n kiϕ(c)

i = ϕ(axb) = 0 không thể xảy ra trong LK(E). Điều này mâu

thuẫn với ϕ(axb) = 0 ở trên.

Như vậy, trong mọi trường hợp ta đều gặp một mâu thuẫn. Điều đó

chứng tỏ rằng ϕ là một đơn cấu.

Tiếp theo ta chứng minh rằng ϕ là toàn cấu. Để làm điều đó, ta sẽ

chỉ ra rằng v, e, e∗ ∈ Im(ϕ) với mọi v ∈ E0 và e ∈ E1. Bằng cách lặp lại

nguyên văn các lập luận trong chứng minh của [25, Theorem 3.8], ta thu

được rằng v, e ∈ Im(ϕ) với mọi v ∈ E0 và e ∈ E1. Theo định nghĩa của ϕ

ta có e∗ ∈ Im(ϕ) với mọi e ∈ E1 mà r(e) ∈ H. Cuối cùng, ta chỉ ra rằng

e∗ ∈ Im(ϕ) với mọi e ∈ r−1(E0 \H). Ta định nghĩa tập con Dk của E0 \H
như sau: D0 = H và với mỗi số nguyên dương k, Dk là tập gồm tất cả các

đỉnh v sao cho k là độ dài lớn nhất của một đường từ v đến H. Từ cách

đặt trên ta có nhận xét rằng với mỗi k ≥ 1, tất cả các đỉnh trong Dk là
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chính quy.

Tương tự như chứng minh của [25, Theorem 3.8], bằng cách quy nạp

trên k ≥ 1, ta sẽ chỉ ra rằng mọi đường α trong E với r(α) ∈ Dk đều có

α∗ ∈ Im(ϕ).

Với k = 1 và α là một đường trong E với r(α) ∈ D1. Ta có chú ý rằng

r(e) ∈ H với mọi e ∈ s−1(r(α)). Do đó

α∗ = r(α)α∗ = (
∑

e∈s−1(r(α)) ee
∗)α∗ =

∑
e∈s−1(r(α)) ee

∗α∗

=
∑

e∈s−1(r(α)) ϕ(e)ϕ(αe
∗) ∈ Im(ϕ)

vì αe, e ∈ F (H).

Với k > 1 và α là một đường trong E với r(α) ∈ Dk. Ta có nhận xét

rằng với mọi e ∈ s−1(r(α)) tồn tại một j < k sao cho r(αe) = r(e) ∈ Dj.

Do đó

α∗ = r(α)α∗ = (
∑

e∈s−1(r(α))

ee∗)α∗ =
∑

e∈s−1(r(α))

ee∗α∗ ∈ Im(ϕ).

Vì vậy, ϕ là một toàn cấu và do đó ϕ là một đẳng cấu.

Định nghĩa 2.2.8. ([25, Definition 3.9]) Cho E là một đồ thị, v0 ∈ E0

là một đỉnh và gọi n là một số nguyên dương. Ta định nghĩa một đồ thị

E ′(v0, n) như sau:

E ′(v0, n)
0 = E0 ∪ {v1, v2, · · · , vn}

E ′(v0, n)
1 = E1 ∪ {e1, e2, · · · , en}

trong đó rE′(v0,n), sE′(v0,n) tương ứng là mở rộng của rE, sE và rE′(v0,n)(ei) =

v0, sE′(v0,n)(ei) = vi với mọi i = 1, · · · , n.

Chúng tôi minh hoạ khái niệm trên thông qua ví dụ sau đây.

Ví dụ 2.2.9. Cho E là đồ thị

•v0

e0

�� e // •v
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Khi đó, E(v0, 2) là đồ thị

•v2 e2 // •v1 e1 // •v0

e0

�� e // •v

và E ′(v0, 2) là đồ thị

•v2
e2

!!•v0

e0

�� e // •v

•v1

e1
==

Hệ quả sau đây đã được Arklint và Ruiz chứng minh trong [25] cho

trường hợp C∗-đại số đồ thị. Trong hệ quả sau, chúng tôi thiết lập một

phiên bản tương tự cho đại số đường Leavitt.

Hệ quả 2.2.10. Cho E là một đồ thị, v0 là một đỉnh trong E, n là một số

nguyên dương và K là một trường. Khi đó, LK(E(v0, n)) ∼= LK(E
′(v0, n)).

Chứng minh. Gọi v ∈ E0 và w ∈ E(v0, n)
0 sao cho v ≥ w. Theo Định

nghĩa 2.2.1 ta có v ≱ vi với mọi 1 ≤ i ≤ n. Do đó w /∈ {v1, · · · , vn} và vì

vậy w ∈ E0. Suy ra E0 là một tập con di truyền của E(v0, n)
0.

Xét hai ánh xạ φ0 : E(v0, n)(E
0)0 −→ E ′(v0, n)

0 và φ1 : E(v0, n)(E
0)1 −→

E ′(v0, n)
1 xác định bởi: với v ∈ E(v0, n)(E

0)0,

φ0(v) =

{
v nếu v ∈ E0,

vi nếu v = ei · · · e1 ∈ F (E0),

và với e ∈ E(v0, n)(E
0)1,

φ1(e) =

{
e nếu e ∈ E1,

ei nếu e = ei · · · e1 ∈ F (E0).

Khi đó, φ0 và φ1 là hai song ánh và rE′(v0,n)(φ
1(e)) = φ0(rE(v0,n)(E0)(e))

và sE′(v0,n)(φ
1(e)) = φ0(sE(v0,n)(E0)(e)) với mọi e ∈ E(v0, n)(E

0)
1
. Vì vậy,

E(v0, n)(E
0) đẳng cấu với E ′(v0, n). Suy ra LK(E(v0, n))(E

0) ∼= LK(E
′(v0, n)).

Mặt khác, theo Bổ đề 2.2.7 ta được LK(E(v0, n)) ∼= LK(E(v0, n))(E
0).

Do đó
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LK(E(v0, n)) ∼= LK(E(v0, n))(E
0) ∼= LK(E

′(v0, n)).

Chúng ta kết thúc chứng minh.

Trong [18], Abrams và Tomforde đã chứng minh rằng đại số ma trận

của một đại số đường Leavitt cũng là một đại số đường Leavitt. Chúng tôi

sẽ trình bày lại kết quả này trong Mệnh đề 2.2.13. Để làm điều đó, chúng

tôi nhắc lại khái niệm sau.

Định nghĩa 2.2.11. ([18, Definition 9.1]) Cho E là một đồ thị và n là

một số nguyên dương. Ta gọi MnE là một đồ thị có được từ E bằng cách

thêm vào tại mỗi đỉnh v ∈ E0 một đoạn “đầu vào” có độ dài n− 1 có dạng

vn−1
evn−1 // · · · ev3 // v2

ev2 // v1
ev1 // v

gắn vào E.

Chúng tôi minh hoạ khái niệm trên thông qua ví dụ sau đây.

Ví dụ 2.2.12. Nếu E là một đồ thị

• • ��

•

__ OO

// •

thì M3E là đồ thị sau

• // • // • • �� •oo •oo

• // • // •

__ OO

// • •oo •oo

Mệnh đề 2.2.13. ([18, Proposition 9.3]) Cho E là một đồ thị hữu hạn

bậc ra, K là một trường và n ≥ 1. Khi đó, LK(MnE) ∼= Mn(LK(E)).

Định lí sau đây là kết quả chính của mục này, cung cấp cho ta cấu trúc

của đại số đường Leavitt của một đồ thị hữu hạn thông qua quá trình

từng bước khử đỉnh nguồn.
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Định lí 2.2.14. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Gọi

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Et = Esf

dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn. Khi

đó, các khẳng định sau đây là đúng:

(1) LK(E) ∼= Mm1+1(K)⊕· · ·⊕Mmk+1(K)⊕LK(E(E
0
sf)), trong đó k là

số các đỉnh thu trong E nhưng không thuộc E0
sf (gọi chúng là v1, · · · , vk)

và với mỗi 1 ≤ i ≤ k, mi là số các đường trong E kết thúc tại vi;

(2) Với mỗi đỉnh v ∈ E0
sf , gọi nv là số các đường trong E kết thúc tại

v. Nếu nv = n với mọi v ∈ E0
sf thì LK(E(E

0
sf))

∼= Mn+1(LK(Esf));

(3) Nếu Esf không phải là đồ thị tầm thường Etriv thì tồn tại một đồ

thị phi nguồn hữu hạn F thoả mãn các điều kiện sau đây:

(i) LK(F ) ∼= LK(E(E
0
sf));

(ii) Tồn tại một song ánh giữa tập các chu trình trong F và tập các

chu trình trong E. Đặc biệt, F không có lối ra khi và chỉ khi E không có

lối ra;

(iii) Tồn tại một song ánh giữa tập các chu trình nguồn trong F và

tập các chu trình nguồn trong Esf .

Chứng minh. (1) Gọi H := {v1, · · · , vk} là tập tất cả các đỉnh thu trong

E nhưng không thuộc E0
sf . Trước tiên, ta chứng minh rằng H∪E0

sf là một

tập con di truyền của E0. Gọi v ∈ H ∪ E0
sf và w ∈ E0 sao cho v ≥ w.

Nếu v ∈ H thì w = v ∈ H. Nếu v ∈ E0
sf thì theo Mệnh đề 2.1.5, tồn tại

một chu trình c trong E để v ∈ TE(c). Vì v ≥ w nên w ∈ TE(c). Theo

Mệnh đề 2.1.5 ta có w ∈ E0
sf . Như vậy, trong mọi trường hợp ta luôn có

w ∈ H ∪ E0
sf . Do đó H ∪ E0

sf là một tập con di truyền của E0.

Theo Mệnh đề 2.1.5 ta có đồ thị (E0 \ (H ∪ E0
sf), r

−1
E0\(H∪E0

sf )
, sE, rE)

không chứa chu trình. Theo cách đặt tập H ta có v ≥ H ∪ E0
sf với mọi

v ∈ E0\(H∪E0
sf). Áp dụng Bổ đề 2.2.7 ta được LK(E) ∼= LK(E(H∪E0

sf)).

Với mỗi 1 ≤ i ≤ k, ta ký hiệuHi = (H0
i , H

1
i ) là đồ thị con của E(H∪E0

sf)
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định nghĩa bởi:

H0
i := {vi, sE(H∪E0

sf )
(f) | f ∈ r−1

E(H∪E0
sf )
(vi)} và H1

i := r−1
E(H∪E0

sf )
(vi).

Chú ý rằng mi := |H1
i | = |{sE(H∪E0

sf )
(f) | f ∈ r−1

E(H∪E0
sf )
(vi)}| là số đường

trong E kết thúc tại vi. Theo cách xây dựng các Hi ta có E(H ∪ E0
sf) =

H1 ⊔ · · · ⊔Hk ⊔ E(E0
sf). Theo Mệnh đề 1.3.10 (4) ta có

LK(E(H ∪ E0
sf))

∼= LK(H1)⊕ · · · ⊕ LK(Hk)⊕ LK(E(E
0
sf)).

Mặt khác, với mỗi 1 ≤ i ≤ k, theo Hệ quả 2.2.10 ta được LK(Hi) đẳng

cấu với LK(Ami+1), trong đó

Ami+1 = •wmi

emi // •wmi−1
emi−1 // · · · •w1

e1 // •vi.

Từ Ví dụ 1.3.4 (2) ta có LK(Ami+1) ∼= Mmi+1(K). Vì thế, LK(Hi) ∼=
Mmi+1(K).

Từ các đạt được ở trên, ta lập tức có được

LK(E) ∼= LK(E(H ∪E0
sf))

∼= Mm1+1(K)⊕ · · · ⊕Mmk+1(K)⊕LK(E(E
0
sf)).

(2) Giả sử rằng nv = n với mọi v ∈ E0
sf . Khi đó, áp dụng Hệ quả 2.2.10

lên tất cả các đỉnh của Esf ta thu được LK(E(E
0
sf))

∼= LK(Mn+1Esf).

Theo Mệnh đề 2.2.13 ta có LK(Mn+1Esf) ∼= Mn+1(LK(Esf)). Vì vậy,

LK(E(E
0
sf))

∼= Mn+1(LK(Esf)).

(3) Giả sử rằng Esf không phải là đồ thị tầm thường Etriv. Gọi c là một

chu trình trong Esf có độ dài n và có đáy tại v0. Gọim là số các đường trong

E kết thúc tại v0. Theo Hệ quả 2.2.10 ta có LK(E(E
0
sf))

∼= LK(Esf(v0,m)).

Theo Bổ đề 2.2.4 ta có LK(Esf(v0,m)) ∼= LK(F0), trong đó F0 là đồ thị có

được từ Esf bằng cách thay chu trình c bởi chu trình c′ có độ dài m+ n.

Lặp lại quá trình trên cho tất cả các chu trình còn lại trong Esf ta thu

được đồ thị phi nguồn hữu hạn F sao cho:

(i) LK(F ) ∼= LK(E(E
0
sf));

(ii) F là đồ thị có được từ Esf bằng cách thay mỗi chu trình c trong

Esf bởi chu trình c′ có độ dài lớn hơn. Điều này chỉ ra rằng tồn tại một
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song ánh giữa tập các chu trình trong F và tập các chu trình trong Esf .

Hiển nhiên, số chu trình trong Esf bằng với số chu trình trong E. Do đó,

tồn tại một song ánh giữa tập các chu trình trong F và tập các chu trình

trong E. Hơn nữa, trong cách xây dựng F từ Esf đã chỉ ra ở trên, chỉ có

độ dài các chu trình là bị thay đổi, số cạnh đi vào và số cạnh đi ra chu

trình được giữ nguyên. Như vậy c là chu trình có lối ra trong Esf khi và

chỉ khi c′ là chu trình có lối ra trong F . Hiển nhiên c là chu trình có lối

ra trong Esf khi và chỉ khi c là chu trình có lối ra trong E. Vì vậy, ta thu

được kết luận sau: F không có lối ra khi và chỉ khi E không có lối ra.

(iii) Cũng theo lập luận trên, c là chu trình nguồn trong Esf khi và

chỉ khi c′ là chu trình nguồn trong F . Do đó, có một song ánh giữa tập

các chu trình nguồn trong F và tập các chu trình nguồn trong Esf .

Chúng tôi minh hoạ các ý tưởng trong chứng minh của Định lí 2.2.14

(1) và (3) thông qua ví dụ sau đây.

Ví dụ 2.2.15. Cho E là đồ thị

•v3
e3
��

•v4 •v2 e2 //e4oo •v1 e1 // •v0

e0

�� e // •v.

Khi đó, theo Ví dụ 2.1.4 ta có H = {v4} và Esf là đồ thị

•v0

e0

�� e // •v ,

trong đó c = e0 là một chu trình nguồn của Esf và c có lối ra là e. Ta có

E(H ∪ E0
sf) = H1 ⊔ E(E0

sf), trong đó

H1 = •e4
e4 // •v4

và

•e3e1
e3e1

!!
E(E0

sf) = •e1 e1 // •v0
e0

		
e // •v.

•e2e1
e2e1

==
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Theo Bổ đề 2.2.7 và Mệnh đề 1.3.10 (4), LK(E) ∼= LK(E(H ∪ E0
sf))

∼=
LK(H1) ⊕ LK(E(E

0
sf)). Mặt khác, theo Ví dụ 1.3.4 (2) ta có LK(H1) ∼=

M2(K). Vì vậy LK(E) ∼= M2(K)⊕ LK(E(E
0
sf)).

Hơn nữa, theo Hệ quả 2.2.10, LK(E(E
0
sf))

∼= LK(Esf(v0, 3)), trong đó

Esf(v0, 3) là đồ thị

•v3 e3 // •v2 e2 // •v1 e1 // •v0

e0

�� e // •v.

Theo Bổ đề 2.2.4, LK(E(E
0
sf))

∼= LK(Esf(v0, 3)) ∼= LK(F ), trong đó F

là đồ thị sau đây:

•v2
e2
��

•v3e3oo

•v1 e1 // •v0

e4

OO

e // •v,

trong đó c′ = e4e3e2e1 là chu trình nguồn của F và c′ có lối ra là e.

Như một hệ quả của Định lí 2.2.14, chúng tôi nhận lại kết quả của

Abrams, Pino, Molina [11] về cấu trúc của đại số đường Leavitt của đồ

thị hữu hạn không có lối ra.

Hệ quả 2.2.16. ([11, Theorem 3.8]) Cho E là một đồ thị hữu hạn không

có lối ra và K là một trường. Gọi {c1, · · · , cℓ} là tập các chu trình và

{v1, · · · , vk} là tập các đỉnh thu trong E. Khi đó, LK(E) đẳng cấu với

(

k⊕
i=1

Mmi+1(K))⊕ (

ℓ⊕
j=1

Mnj+1(K[x, x−1])),

trong đó với mỗi 1 ≤ i ≤ k, mi là số các đường kết thúc tại đỉnh thu vi và

với mỗi 1 ≤ j ≤ ℓ, nj là số các đường kết thúc tại một đỉnh cố định (chọn

trước tuỳ ý) của chu trình cj mà không chứa chu trình đó.

Chứng minh. Nếu ℓ = 0 (nghĩa là, đồ thị E không chứa chu trình) thì theo

Định lí 2.2.14 ta có Esf = {vk} và

LK(E) ∼= Mm1+1(K)⊕ · · · ⊕Mmk−1+1(K)⊕ LK(E(E
0
sf)).
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Mặt khác, ta có E(E0
sf)

0 = {vk, sE(E0
sf )
(f) | f ∈ r−1

E(E0
sf )
(vk)}, E(E0

sf)
1 =

r−1
E(E0

sf )
(vk) và |E(E0

sf)
1| = |{sE(E0

sf )
(f) | f ∈ r−1

E(E0
sf )
(vk)}| = mk. Theo Hệ

quả 2.2.10, LK(E(E
0
sf)) đẳng cấu với LK(Amk+1), trong đó

Amk+1 = •wmk

emk // •wmk−1
emk−1

// · · · •w1
e1 // •vk,

do đó LK(E(E
0
sf))

∼= Mmk+1(K). Từ các đẳng cấu trên, ta thu được

LK(E) ∼= Mm1+1(K)⊕ · · · ⊕Mmk−1+1(K)⊕Mmk+1(K).

Xét trường hợp ℓ ≥ 1 (nghĩa là, E chứa ít nhất một chu trình). Khi đó,

ta lưu ý rằng E0
sf = c01 ⊔ · · · ⊔ c0ℓ và vi là đỉnh thu trong E không thuộc

E0
sf với mọi i = 1, · · · , k. Theo Định lí 2.2.14 ta được

LK(E) ∼= Mm1+1(K)⊕ · · · ⊕Mmk+1(K)⊕ LK(E(E
0
sf)).

Với mỗi 1 ≤ j ≤ ℓ, ta ký hiệu Gj = (G0
j , G

1
j) là đồ thị con của E(E0

sf)

được xác định như sau:

G0
j := {c0j , sE(E0

sf )
(f) | f ∈ r−1

E(E0
sf )
(c0j)} và G1

j := r−1
E(E0

sf )
(c0j).

Chú ý rằng E(E0
sf) = G1 ⊔ · · · ⊔Gℓ và

nj = |G1
j | − 1 = |{sE(E0

sf )
(f) | f ∈ r−1

E(E0
sf )
(c0j)}| − 1

là số đường trong E kết thúc tại một đỉnh cố định vj (chọn trước tuỳ ý)

của chu trình cj mà không chứa chu trình đó. Áp dụng Hệ quả 2.2.10 và

Bổ đề 2.2.4 ta thu được LK(Gj) ∼= LK(E
nj+1
1 ), trong đó E

nj+1
1 là đồ thị

với nj + 1 đỉnh và nj + 1 cạnh:

E
nj+1
1 = •wnj

enj // •wnj−1
enj−1

// · · · •w1
e1 // •vj

ej

��

.

Áp dụng Định lí 2.2.14 (2), ta thu được LK(E
nj+1
1 ) ∼= Mnj+1(LK(R1)),

trong đó R1 là đồ thị với một đỉnh vj và một khuyên ej. Theo Ví dụ 1.3.4

(3) ta có LK(R1) ∼= K[x, x−1]. Vì thế,

LK(Gj) ∼= LK(E
nj+1
1 ) ∼= Mnj+1(K[x, x−1]).
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Theo Mệnh đề 1.3.10 (4) ta được LK(E(E
0
sf))

∼= LK(G1) ⊕ · · · ⊕ LK(Gl).

Khi đó, ta có

LK(E(E
0
sf))

∼= Mn1+1(K[x, x−1])⊕ · · · ⊕Mnl+1(K[x, x−1]).

Chúng tôi minh hoạ các ý tưởng trong chứng minh Hệ quả 2.2.16 thông

qua ví dụ sau đây.

Ví dụ 2.2.17. Cho E là đồ thị

•v3
e3
��

e5 // •v5
e ++ •v6
f
kk

•v4 •v2 e2 //e4oo •v1 e1 // •v0.

e0

��

Khi đó, ta có v4 là một đỉnh thu và đồ thị Esf = c1 ⊔ c2, trong đó

c1 = •v5
e ++ •v6
f
kk và c2 = •v0

e0

��
.

Theo Định lí 2.2.14, LK(E) ∼= M2(K)⊕ LK(E(E
0
sf)). Mặt khác, đồ thị

E(E0
sf) = G1 ⊔G2, trong đó

G1 = •e5 e5 // •v5
e ++ •v6
f
kk

và

•e3e1
e3e1

""
G2 = •e1 e1 // •v0

e0

		

•e2e1
e2e1

<<

Xét các đồ thị sau:

G′
1 = • // • // • �� và G′

2 = • // • // • // • ��
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Theo Bổ đề 2.2.4 ta có LK(G1) ∼= LK(G
′
1) và theo Hệ quả 2.2.10 ta có

LK(G2) ∼= LK(G
′
2).

Theo Định lí 2.2.14 (2) và Ví dụ 1.3.4 (3) ta có LK(G
′
1)

∼= M3(K[x, x−1])

và LK(G
′
2)

∼= M4(K[x, x−1]). Theo Mệnh đề 1.3.10 (4) ta có

LK(E(E
0
sf))

∼= LK(G1)⊕ LK(G2)

∼= LK(G
′
1)⊕ LK(G

′
2)

∼= M3(K[x, x−1])⊕M4(K[x, x−1]).

Vì thế, LK(E) ∼= M2(K)⊕M3(K[x, x−1])⊕M4(K[x, x−1]).

2.3 Cấu trúc của đại số đường Leavitt của đồ thị Hopf

Nội dung chính của phần này là cung cấp các cấu trúc của các đồ thị

Hopf và đại số đường Leavitt của chúng (Định lí 2.3.9) theo tính chất của

hàm phân nhánh. Áp dụng kết quả này, chúng tôi chứng minh Giả thuyết

Abrams-Tomforde đúng cho một số lớp đồ thị Hopf (Định lí 2.3.21). Mục

này được viết dựa trên bài báo [49].

Ta bắt đầu mục này bằng việc nhắc lại khái niệm đồ thị Hopf đã được

giới thiệu bởi Cibils và Rosso trong [26]. Cho G là một nhóm và C là tập

tất cả các lớp liên hợp của G. Ta gọi một hàm phân nhánh của G là một

ánh xạ r : C −→ N. Ta còn có thể viết hàm phân nhánh dưới dạng tổng

hình thức r =
∑
C∈C

rCC, trong đó rC := r(C). Giá của r là tập hợp

supp(r) = {C ∈ C | rC > 0}.

Ta ký hiệu bởi SG,r là nửa nhóm con của G sinh bởi tập
⋃

C∈supp(r)C.

Định nghĩa 2.3.1. ([26, Definition 3.1]) Cho G là một nhóm với hàm

phân nhánh r =
∑
C∈C

rCC. Đồ thị Hopf liên kết với cặp (G, r), ký hiệu bởi

ΓG,r, có tập đỉnh Γ0
G,r = G và có rC cạnh từ x đến xc với mỗi x ∈ G và

c ∈ C.

Chúng tôi minh hoạ khái niệm đồ thị Hopf thông qua các ví dụ sau. Ở

đây, chúng tôi ký hiệu [x] là lớp liên hợp của một phần tử x trong nhóm G.
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Ví dụ 2.3.2. Xét nhóm tầm thường G = {1G} và hàm phân nhánh r =

n[1G]. Khi đó, ΓZ,r là đồ thị sau:

Rn = •1G


%% ww

//
��

Ví dụ 2.3.3. Cho G = S3 là nhóm đối xứng cấp 3 và viết

G = {id, (12), (13), (23), (123), (132)}.

Khi đó, ta có C = {C1 := [id], C2 := [(12)], C3 := [(123)]}, trong đó

C1 = {id}, C2 = {(12), (13), (23)}, C3 = {(123), (132)}.

(1) Xét hàm phân nhánh r = [(123)]. Khi đó, ΓG,r là đồ thị sau đây:

•id

��		•(123)

HH

44 •(132)

VV

tt

•(12)

����•(13)

GG

44 •(23)

WW

tt

(2) Xét hàm phân nhánh r = [(12)]. Khi đó, ΓG,r là đồ thị sau đây:

•(123)

�� ++ ..

•(132)

����||•(12)

WW ::

--

•(13)

��

kk
FF

•(23)

WW
nn

��•id

WW
ll

FF

Ví dụ 2.3.4. Xét nhóm cộng các số nguyên Z. Khi đó, ta có C = {[n] |
n ∈ Z}, trong đó [n] = {n} với mọi n ∈ Z.

(1) Xét hàm phân nhánh r = [0] + [2]. Khi đó, ΓZ,r là đồ thị sau đây:

· · · //−4
��

//−2
��

// 0
��

// 2
��

// 4
��

// · · ·

· · · //−3
��

//−1
��

// 1
��

// 3
��

// 5
��

// · · ·
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(2) Xét hàm phân nhánh r = [2] + [3]. Khi đó, ΓZ,r là đồ thị sau đây:

· · ·

!!

//−4

""

//−2

  

// 0

��

// 2

��

// 4

  

// · · ·

· · ·

66

//−3

66

//−1

77

// 1

88

// 3

77

// 5 // · · ·

Mệnh đề sau đây cung cấp cho ta một số tính chất cơ bản của các đồ

thị Hopf. Nhắc lại rằng với đồ thị E = (E0, E1, r, s), đồ thị mở rộng của

E được định nghĩa là Ê = (E0, E1 ∪ (E1)∗, r̂, ŝ), trong đó: (E1)∗ = {e∗ |
e ∈ E1}, các ánh xạ r̂ và ŝ được cho bởi

r̂(e) = r(e), ŝ(e) = s(e), r̂(e∗) = s(e) và ŝ(e∗) = r(e) với mỗi e ∈ E1.

Mệnh đề 2.3.5. Cho G là một nhóm với hàm phân nhánh r =
∑

C∈C rCC.

Khi đó, các khẳng định sau đây là đúng:

(1) Tồn tại một đường trong Γ̂G,r (tương ứng, ΓG,r) từ một đỉnh g đến

một đỉnh h khi và chỉ khi tồn tại w ∈ ⟨SG,r⟩ (tương ứng, w ∈ SG,r) sao cho

h = gw, trong đó ⟨SG,r⟩ là nhóm con của G sinh bởi SG,r;

(2) Nếu r = 0 thì ΓG,r là hợp rời của các đỉnh cô lập;

(3) Nếu r ̸= 0 thì ΓG,r không có đỉnh thu và không có đỉnh nguồn;

(4) ΓG,r chứa một chu trình khi và chỉ khi SG,r là một vị nhóm con

của G.

Chứng minh. (1) Đặt (
⋃

C∈supp(r)C)
−1 := {c−1 | c ∈

⋃
C∈supp(r)C}. Tồn

tại một đường p = e1e2 · · · en trong Γ̂G,r từ g đến h khi và chỉ khi g =

ŝ(e1), h = r̂(en) và với mỗi 1 ≤ i ≤ n, nếu ei là một cạnh thực thì

tồn tại ci ∈
⋃

C∈supp(r)C để r̂(ei) = ŝ(ei)ci, nếu ei là một cạnh ảo thì

tồn tại ci ∈ (
⋃

C∈supp(r)C)
−1 để r̂(ei) = ŝ(ei)ci. Khi đó, ta có h = r̂(en) =

ŝ(e1)c1 · · · cn = gc1 · · · cn, trong đó ci là các phần tử thuộc vào
⋃

C∈supp(r)C∪
(
⋃

C∈supp(r)C)
−1. Đặt w := c1 · · · cn. Khi đó, ta có h = gw và w ∈ ⟨SG,r⟩.

Nếu p là một đường thực thì ci ∈
⋃

C∈supp(r)C với mọi 1 ≤ i ≤ n. Vì thế,

w ∈ SG,r.

(2) Nếu r = 0 thì |s−1(g)| = |r−1(g)| = 0 với mọi g ∈ G. Vì thế, ΓG,r là

hợp rời của các đỉnh cô lập.
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(3) Nếu r ̸= 0 thì |s−1(g)| = |r−1(g)| ≠ 0 với mọi g ∈ G. Vì thế, ΓG,r

không có đỉnh thu và không có đỉnh nguồn.

(4) (=⇒). Giả sử rằng ΓG,r chứa một chu trình α = e1e2 · · · en. Khi

đó, tồn tại các phần tử {ci}ni=1 ⊆
⋃

C∈supp(r)C sao cho r(ei) = s(ei)ci

với mọi i = 1, · · · , n. Vì α là một chu trình nên ta có s(e1) = r(en) =

s(e1)c1c2 · · · cn. Vì thế, 1G = c1 · · · cn ∈ SG,r. Điều này chứng tỏ rằng SG,r

là một vị nhóm con của G.

(⇐=). Giả sử rằng SG,r là một vị nhóm con của G. Khi đó, tồn tại các

phần tử {ci}ni=1 ⊆
⋃

C∈supp(r)C sao cho c1 · · · cn = 1G. Gọi g là một phần

tử bất kỳ của G. Khi đó, ta nhận thấy trong ΓG,r tồn tại các cạnh {ei}ni=1

sao cho s(e1) = g, s(ei) = gc1 · · · ci−1 với mọi i ≥ 2 và r(ei) = gc1 · · · ci với
mọi 1 ≤ i ≤ n. Vì c1 · · · cn = 1G nên ta thu được s(e1) = r(en). Vì thế,

ΓG,r chứa một chu trình e1 · · · en.

Để khảo sát cấu trúc của các đồ thị Hopf và các đại số đường Leavitt

của chúng, chúng tôi cần một số ký hiệu sau đây.

Định nghĩa 2.3.6. ChoG là một nhóm với hàm phân nhánh r =
∑

C∈C rCC.

(1) Ta ký hiệu ∆G,r là đồ thị con của ΓG,r như sau: nếu r = 0 thì ∆G,r

là đồ thị tầm thường, ngược lại

∆G,r = (∆0
G,r,∆

1
G,r, r|∆1

G,r
, s|∆1

G,r
),

trong đó ∆0
G,r := ⟨SG,r⟩ và ∆1

G,r := r−1(∆0
G,r).

(2) Ta ký hiệu ΛG,r là đồ thị con của ΓG,r sau đây: nếu SG,r không phải

là vị nhóm con của G thì ΛG,r là đồ thị tầm thường, ngược lại

ΛG,r = (Λ0
G,r,Λ

1
G,r, r|Λ1

G,r
, s|Λ1

G,r
),

trong đó Λ0
G,r := G(SG,r) là nhóm con lớn nhất của G được chứa trong SG,r

và Λ1
G,r := r−1(Λ0

G,r) ∩ s−1(Λ0
G,r).

Chúng tôi minh hoạ các ký hiệu ∆G,r và ΛG,r thông qua các ví dụ

sau đây.
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Ví dụ 2.3.7. (1) Xét đồ thị Hopf ΓG,r trong Ví dụ 2.3.3 (1). Khi đó, ta

có ΛG,r = ∆G,r là đồ thị sau đây:

•id

��		•(123)

HH

44 •(132)

VV

tt

(2) Xét đồ thị Hopf ΓG,r trong Ví dụ 2.3.3 (2). Khi đó, ta có ΛG,r =

∆G,r = ΓG,r.

(3) Xét đồ thị Hopf ΓG,r trong Ví dụ 2.3.4 (1). Khi đó, ta có ΛG,r là đồ

thị sau đây:

0
��

và ∆G,r là đồ thị sau đây:

· · · //−4
��

//−2
��

// 0
��

// 2
��

// 4
��

// · · ·

(4) Xét đồ thị Hopf ΓG,r trong Ví dụ 2.3.4 (2). Khi đó, ta có ΛG,r là đồ

thị tầm thường và ∆G,r = ΓG,r.

Bổ đề 2.3.8. Cho G là một nhóm với hàm phân nhánh r =
∑

C∈C rCC.

Khi đó, Λ0
G,r và ∆0

G,r là các nhóm con chuẩn tắc của G.

Chứng minh. Trước tiên, ta chú ý rằng với mọi c ∈
⋃

C∈supp(r)C và g ∈ G,

ta có gcg−1 ∈
⋃

C∈supp(r)C và gc−1g−1 ∈ (
⋃

C∈supp(r)C)
−1. Bây giờ, ta chứng

minh rằng Λ0
G,r là một nhóm con chuẩn tắc của G. Thật vậy, xét g ∈ G và

h ∈ Λ0
G,r. Ta viết h = c1c2 · · · cn, trong đó ci ∈

⋃
C∈supp(r)C với mọi i. Khi

đó, ta có

ghg−1 = gc1g
−1gc2g

−1 · · · gcng−1 và gcig
−1 ∈

⋃
C∈supp(r)

C
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với mọi i. Vì thế, ghg−1 ∈ SG,r. Thêm nữa, vì h ∈ Λ0
G,r nên h

−1 ∈ SG,r. Lập

luận như trên ta suy ra gh−1g−1 ∈ SG,r. Do đó (ghg
−1)−1 = gh−1g−1 ∈ SG,r.

Như vậy ghg−1 ∈ Λ0
G,r. Điều này chứng tỏ rằng Λ0

G,r là một nhóm con chuẩn

tắc của G.

Tiếp theo, ta chứng minh rằng ∆0
G,r là một nhóm con chuẩn tắc của G.

Thật vậy, với g ∈ G và h ∈ ∆0
G,r, lặp lại lập luận trên ta được, ghg−1 ∈ SG,r.

Do đó ghg−1 ∈ ∆0
G,r. Vì vậy ∆0

G,r là một nhóm con chuẩn tắc của G.

Định lí sau đây là kết quả chính của mục này, cung cấp cho ta cấu trúc

của các đồ thị Hopf và các đại số đường Leavitt của chúng. Chúng tôi

nhắc lại một số ký hiệu cần thiết sau. Ta ký hiệu bởi SE tập hợp tất cả

các thành phần liên thông mạnh của đồ thị E. Hiển nhiên SE là tập sắp

thứ tự bộ phận bởi quan hệ ≥ xác định như sau: với mọi Π1,Π2 ∈ SE,

Π1 ≥ Π2 nếu tồn tại v ∈ Π0
1 và w ∈ Π0

2 để v ≥ w. SE được gọi là tập định

hướng xuống nếu với mọi Π1,Π2 ∈ SE, tồn tại Π3 ∈ SE sao cho Π1 ≥ Π3

và Π2 ≥ Π3.

Định lí 2.3.9. Cho G là một nhóm với hàm phân nhánh r =
∑

C∈C rCC

và K là một trường. Khi đó, các khẳng định sau đây là đúng:

(1) ∆G,r là một thành phần liên thông của ΓG,r và ΓG,r = ⊔
i∈G/∆0

G,r

Ωi,

trong đó Ωi đẳng cấu với ∆G,r như các đồ thị;

(2) ΛG,r là một thành phần liên thông mạnh của ∆G,r và Π ∼= ΛG,r như

các đồ thị với mọi thành phần liên thông mạnh Π của ∆G,r. Hơn nữa,

|S∆G,r
| =

 |∆0
G,r/Λ

0
G,r| nếu SG,r là một vị nhóm con của G;

|∆0
G,r| trường hợp còn lại;

(3) ∆G,r là một thành phần liên thông mạnh của ΓG,r khi và chỉ khi

r = 0 hoặc SG,r là một nhóm con của G. Đặc biệt, nếu SG,r là hữu hạn thì

∆G,r là một thành phần liên thông mạnh của ΓG,r;

(4) Nếu giả thiết thêm rằng G là giao hoán thì (S∆G,r
,≥) là tập định

hướng xuống;
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(5) LK(ΓG,r) ∼= LK(∆G,r)
(G/∆0

G,r).

Chứng minh. (1) Xét x và y là các phần tử của ∆0
G,r. Khi đó, tồn tại các

phần tử {ci}ni=1 ⊆ (
⋃

C∈supp(r)C)∪ (
⋃

C∈supp(r)C)
−1 sao cho x−1y = c1 · · · cn

và y = xc1 · · · cn. Theo Mệnh đề 2.3.5 (1), tồn tại một đường trong ∆̂G,r từ

x đến y. Gọi z là một phần tử của G. Nếu tồn tại một đường trong ∆̂G,r

từ z đến x (tương ứng, từ x đến z) thì theo Mệnh đề 2.3.5 (1), tồn tại

phần tử w ∈ ⟨SG,r⟩ = ∆0
G,r sao cho x = zw (tương ứng, z = xw). Vì thế,

z = xw−1 ∈ ∆0
G,r (tương ứng, z = xw ∈ ∆0

G,r). Do đó ∆G,r là một thành

phần liên thông của ΓG,r.

Gọi Ω là một thành phần liên thông của ΓG,r. Ta chứng minh rằng Ω

đẳng cấu đồ thị với ∆G,r. Thật vậy, gọi g là một đỉnh bất kỳ của Ω và

đặt ϕ0 : ∆0
G,r −→ Ω0 là một ánh xạ xác định bởi: ϕ0(w) = gw với mọi

w ∈ ∆0
G,r. Khi đó, nếu ϕ0(w) = gw = gw′ = ϕ0(w′) thì w = w′. Vì thế,

ϕ0 là một đơn ánh. Gọi h là một phần tử của Ω0. Vì Ω là một đồ thị liên

thông nên tồn tại một đường trong Ω̂ từ g đến h. Theo Mệnh đề 2.3.5 (1),

tồn tại w ∈ ⟨SG,r⟩ = ∆0
G,r để h = gw, nghĩa là, h = ϕ0(w). Điều này chứng

tỏ rằng ϕ0 là toàn ánh. Do đó ϕ0 là một song ánh.

Với mỗi cạnh e trong ∆G,r từ v đến w, luôn tồn tại c ∈
⋃

C∈supp(r)C để

w = vc và ϕ0(v) = gv, ϕ0(w) = gw = gvc. Như vậy, tồn tại duy nhất một

cạnh trong Ω từ ϕ0(v) đến ϕ0(w) tương ứng với cạnh e. Điều này chứng tỏ

rằng tồn tại một song ánh ϕ1 : ∆1
G,r −→ Ω1 từ tập các cạnh của ∆G,r đến

tập các cạnh của Ω sao cho ϕ0 và ϕ1 giao hoán với các ánh xạ đỉnh gốc và

đỉnh ngọn. Vì thế, ∆G,r đẳng cấu đồ thị với Ω.

Ta chú ý rằng, vì Ω0 = ϕ0(∆0
G,r) = g∆0

G,r nên lực lượng của tất cả

các thành phần liên thông của ΓG,r bằng với lực lượng của nhóm thương

G/∆0
G,r. Như vậy (1) được chứng minh.

(2) Gọi g và h là các phần tử của Λ0
G,r. Vì Λ

0
G,r là một nhóm con của

G nên g−1h, h−1g ∈ Λ0
G,r. Vì thế, g

−1h, h−1g ∈ SG,r. Vì h = g(g−1h) và

g = h(h−1g) nên theo Mệnh đề 2.3.5 (1), tồn tại hai đường p và q trong

ΓG,r sao cho s(p) = g, r(p) = h và s(q) = h, r(q) = g. Gọi g ∈ Λ0
G,r và
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h ∈ G sao cho tồn tại hai đường p và q trong ΓG,r mà s(p) = g, r(p) = h

và s(q) = h, r(q) = g. Ta chứng minh rằng h ∈ Λ0
G,r. Thật vậy, theo

Mệnh đề 2.3.5 (1), tồn tại w,w′ ∈ SG,r để h = gw và g = hw′. Khi đó,

h = gw = hw′w. Vì thế, w′w = 1G. Suy ra w−1 = w′ ∈ SG,r. Từ đó ta có

h−1 = w−1g−1 ∈ SG,r. Hiển nhiên h = gw ∈ SG,r. Do đó, h ∈ Λ0
G,r. Như

vậy, ΛG,r là một thành phần liên thông mạnh của ∆G,r.

Tiếp theo ta chứng minh rằng Π ∼= ΛG,r như các đồ thị với mọi thành

phần liên thông mạnh Π của ∆G,r. Xét ánh xạ ϕ0 : Λ0
G,r −→ Π0 xác định

bởi: ϕ0(w) = gw với mọi w ∈ Λ0
G,r, trong đó g là một đỉnh bất kỳ của Π.

Bằng cách lặp lại nguyên văn các lập luận trong chứng minh của (1), ta

thu được ϕ0 là đơn ánh. Tiếp theo, ta chứng minh ϕ0 là toàn ánh. Gọi h

là một phần tử của Π0. Vì Π là một đồ thị liên thông mạnh nên tồn tại

hai đường trong ΓG,r từ g đến h và từ h đến g. Bằng cách sử dụng lại cách

lập luận ở trên, ta suy ra tồn tại w,w−1 ∈ SG,r để h = gw và g = hw−1.

Từ đó suy ra w ∈ Λ0
G,r. Vì thế, h = gw = ϕ0(w). Vậy ϕ0 là một song ánh.

Lặp lại các lập luận trong chứng minh của (1), ta thu được đẳng cấu đồ

thị Π ∼= ΛG,r.

Nếu SG,r không phải là vị nhóm con của G thì ΛG,r là đồ thị tầm thường.

Vì thế, |S∆G,r
| = |∆0

G,r|. Ngược lại, nếu SG,r là một vị nhóm con của G thì

tương tự như chứng minh của (1) ta thu được rằng lực lượng của tất cả

các thành phần liên thông mạnh của ∆G,r bằng với lực lượng của nhóm

thương ∆0
G,r/Λ

0
G,r. Như vậy, (2) được chứng minh.

(3) (⇐=) Nếu r = 0 thì ∆G,r là đồ thị tầm thường. Vì thế, nó là một

thành phần liên thông mạnh của ΓG,r. Giả sử rằng r ̸= 0 và SG,r là một

nhóm con của G. Khi đó, ta có ∆0
G,r = Λ0

G,r = SG,r. Do đó, ∆G,r = ΛG,r là

một thành phần liên thông mạnh của ΓG,r bởi phần (2).

(=⇒) Giả sử rằng ∆G,r là một thành phần liên thông mạnh của ΓG,r.

Nếu ∆G,r là đồ thị tầm thường thì r = 0. Giả sử rằng ∆G,r tồn tại một

cạnh. Ta chứng minh rằng SG,r là một nhóm con của G. Thật vậy, gọi e là

một cạnh trong ∆G,r và c ∈
⋃

C∈supp(r)C sao cho r(e) = s(e)c. Vì ∆G,r là
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một thành phần liên thông mạnh của ΓG,r nên tồn tại một đường pe trong

∆G,r sao cho s(pe) = r(e) và r(pe) = s(e). Vì thế, epe là một chu trình

trong ∆G,r. Theo Mệnh đề 2.3.5 (4) ta có SG,r là một vị nhóm con của G.

Ta viết pe = f1 · · · fn, trong đó tồn tại wi ∈
⋃

C∈supp(r)C để r(fi) = s(fi)wi,

1 ≤ i ≤ n. Vì epe là một chu trình trong ∆G,r nên s(e) = r(pe) = r(fn) =

s(fn)wn = · · · = s(e)cw1 · · ·wn. Vì thế, cw1 · · ·wn = 1G. Điều đó chứng tỏ

SG,r là một nhóm con của G.

Giả sử rằng SG,r là một nửa nhóm con hữu hạn của G. Nếu SG,r = ∅
thì ∆G,r là đồ thị tầm thường. Do đó, ∆G,r là một thành phần liên thông

mạnh của ΓG,r. Ngược lại, nếu SG,r là một nửa nhóm con hữu hạn khác

rỗng của G thì SG,r cũng là một nhóm con của G. Vì thế, ∆G,r là một

thành phần liên thông mạnh của ΓG,r.

(4) Giả sử rằng G là một nhóm giao hoán. Gọi x, y ∈ ∆0
G,r. Ta chứng

minh rằng tồn tại phần tử z ∈ ∆0
G,r sao cho x ≥ z và y ≥ z. Vì G giao hoán

nên ta có thể viết x = c1c2 · · · cnd−1
1 d−1

2 · · · d−1
m và y = k1k2 · · · kn′l−1

1 l−1
2 · · · l−1

m′ ,

trong đó ci, dj, ki′, lj′ ∈
⋃

C∈supp(r)C với mọi 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m,

1 ≤ i′ ≤ n′, 1 ≤ j′ ≤ m′. Xét các đường p = e1 · · · em và q = f1 · · · fn′ sao

cho s(e1) = x, r(ei) = s(ei)di, 1 ≤ i ≤ m và s(f1) = r(p), r(fi) = s(fi)ki,

1 ≤ i ≤ n′. Khi đó, ta có s(pq) = x và r(pq) = c1c2 · · · cnk1k2 · · · kn′ =:

z ∈ ∆0
G,r. Vì thế, x ≥ z. Tương tự, tồn tại các đường p′, q′ in ∆G,r sao

cho s(p′q′) = y, r(p′q′) = k1k2 · · · kn′c1c2 · · · cn = z. Vì thế, y ≥ z, đều cần

chứng minh. Điều nay suy ra rằng (S∆G,r
,≥) là định hướng xuống.

(5) Kết hợp phần (1) và Mệnh đề 1.3.10 (4) ta lập tức suy ra điều phải

chứng minh.

Như một áp dụng của Định lí 2.3.9, ta thu được hệ quả hữu dụng

sau đây.

Hệ quả 2.3.10. Cho G là một nhóm với hàm phân nhánh r =
∑

C∈C rCC.

Khi đó, các khẳng định sau đây đúng:



58

(1) Nếu r = 0 thì ΓG,r là hợp rời của các đỉnh cô lập và

LK(ΓG,r) = K(G).

(2) Nếu
∑

C∈C rC |C| = 1 và SG,r là một vị nhóm con của G thì ΓG,r là

hợp rời của các chu trình cô lập, SG,r là một nhóm con hữu hạn chuẩn tắc

của G và

LK(ΓG,r) ∼= M|SG,r|(K[x, x−1])(G/SG,r).

Chứng minh. (1) Được lập tức suy ra từ Mệnh đề 2.3.5 (2) và Định lí 2.3.9.

(2) Giả sử rằng
∑

C∈C rC |C| = 1 và SG,r là một vị nhóm con của G.

Khi đó, ta suy ra tồn tại c ∈ G để
⋃

C∈supp(r)C = {c}. Vì SG,r là một

vị nhóm con của G nên tồn tại số nguyên dương n sao cho cn = 1G. Vì

thế, SG,r = ∆0
G,r là một nhóm con xyclic của G sinh bởi c và theo Bổ

đề 2.3.8 ta có SG,r cũng là nhóm con chuẩn tắc của G. Suy ra ∆G,r là

một chu trình cô lập gồm n đỉnh và n cạnh. Theo Định lí 2.2.14 ta có

LK(∆G,r) =M|SG,r|(K[x, x−1]). Khi đó, theo Định lí 2.3.9 ta có ΓG,r là hợp

rời của các chu trình cô lập và LK(ΓG,r) ∼= M|SG,r|(K[x, x−1])(G/SG,r).

Trong phần tiếp theo, chúng tôi quan tâm đến câu hỏi sau:

Cho trước một đồ thị E và trường K, có tồn tại một đồ thị Hopf Γ sao

cho LK(E) ∼= LK(Γ)?

Câu hỏi này được nảy sinh một cách tự nhiên bởi mệnh đề sau đây.

Mệnh đề 2.3.11. Với mọi trường K, tồn tại hai đồ thị E và F sao cho

E là một đồ thị Hopf, F không là đồ thị Hopf và LK(E) ∼= LK(F ).

Chứng minh. Gọi E = ΓG,r là đồ thị Hopf trong Ví dụ 2.3.2 với n = 3 và

F là đồ thị sau đây:

• ((
66 •
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Khi đó, vì F có hai thành phần liên thông mạnh không đẳng cấu với nhau
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nên theo Định lí 2.3.9 (2) ta có F không phải là đồ thị Hopf. Theo Ví

dụ 1.3.4 (4) ta được LK(E) ∼= LK(1, 3). Mặt khác, theo Định lí 2.2.14 (2)

ta được LK(F ) ∼= M3(LK(1, 3)). Theo [5, Theorem 4.14] ta có LK(1, 3) ∼=
M3(LK(1, 3)). Vì thế, LK(E) ∼= LK(F ).

Chúng tôi giải quyết câu hỏi được đề cập trước Mệnh đề 2.3.11 bằng

cách tính toán chiều Gelfand-Kirillov của các đại số đường Leavitt của các

đồ thị Hopf. Để làm điều đó, trước tiên chúng tôi nhắc lại khái niệm chiều

Gelfand-Kirillov của các đại số theo [42].

Cho K là một trường và A là K-đại số hữu hạn sinh với tập sinh là

{a1, · · · , am}. Gọi V = spanK{a1, · · · , am}. Đặt V 0 := K và

V n = spanK{x1, · · · , xn | xi ∈ {a1, · · · , am}}, n ≥ 1.

Chiều Gelfand-Kirillov của A, ký hiệu GKdim(A), được định nghĩa là

GKdim(A) := lim sup
n→∞

logn(dim(V n)).

Nếu A không là đại số hữu hạn sinh trên K, chiều Gelfand-Kirillov của A

được định nghĩa là

GKdim(A) = sup{GKdim(B) | B là một đại số con hữu hạn sinh của A}.

Trong [19] Alahmadi, Alsulami, Jain và Zelmanov đã xác định chiều

Gelfand-Kirillov của các đại số đường Leavitt của các đồ thị hữu hạn.

Trong [47] Moreno-Fernández và Siles Molina đã mở rộng kết quả này cho

các đồ thị bất kỳ. Chúng tôi sẽ nhắc lại kết quả này ở đây. Để làm điều

đó, chúng tôi cần trình bày lại một số khái niệm trong lý thuyết đồ thị.

Cho E là một đồ thị. Một chu trình c trong E được gọi là một chu trình

độc lập nếu không có đỉnh nào trên c là đáy của một chu trình khác ngoài

hoán vị vòng quanh của c. Ta nói rằng E thoả mãn Điều kiện (EXC) nếu

mọi chu trình của E đều là chu trình độc lập.

Với hai chu trình c và c′, ta viết c⇒ c′ nếu tồn tại một đường bắt đầu

từ một đỉnh trong c và kết thúc tại một đỉnh trong c′. Một dãy các chu
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trình c1, · · · , ck là một xích với độ dài k nếu c1 ⇒ · · · ⇒ ck. Ta nói xích

c1 ⇒ · · · ⇒ ck có một lối ra nếu chu trình ck có một lối ra. Gọi d1 là độ

dài lớn nhất của xích các chu trình trong E và d2 là độ dài lớn nhất của

xích các chu trình có lối ra trong E. Với mọi trường K, theo [47, Theorem

3.21], GKdim(LK(E)) là hữu hạn khi và chỉ khi E thoả mãn Điều kiện

(EXC) và độ dài lớn nhất của xích các chu trình trong E là hữu hạn.

Trong trường hợp này, GKdim(LK(E)) = max{2d1 − 1, 2d2}. Như một hệ

quả, mọi số tự nhiên có thể được xem là chiều Gelfand-Kirillov của một

đại số đường Leavitt nào đó.

Ta sẽ sử dụng kết quả sau đây về các đồ thị Hopf để tính chiều Gelfand-

Kirillov của các đại số đường Leavitt liên kết.

Bổ đề 2.3.12. Cho G là một nhóm với hàm phân nhánh r =
∑

C∈C rCC

thoả mãn
∑

C∈C rC |C| ≥ 2. Khi đó, với mọi chu trình α trong ΓG,r, tồn

tại một chu trình β trong ΓG,r sao cho β không phải là một hoán vị vòng

quanh của α và β ⇒ α.

Chứng minh. Gọi α = e1 · · · en là một chu trình trong ΓG,r. Ta chứng minh

rằng tồn tại chu trình β trong ΓG,r để β ⇒ α. Thật vậy, theo Mệnh

đề 2.3.5 (4) ta có SG,r là một vị nhóm con của G. Vì thế, tồn tại các

phần tử {ci}ni=1 ⊆
⋃

C∈supp(r)C sao cho c1 · · · cn = 1G, s(α) = s(e1) và

s(ei) = s(α)c1 · · · ci−1 với mọi 2 ≤ i ≤ n và r(ei) = s(α)c1 · · · ci với mọi

1 ≤ i ≤ n. Ta xét hai trường hợp sau đây:

Trường hợp 1: |
⋃

C∈supp(r)C| = 1. Khi đó, ta có supp(r) = {C}, rC ≥ 2

và tồn tại c ∈ G để C = {c}. Do đó, theo định nghĩa của đồ thị ΓG,r, tồn

tại rC cạnh từ s(ei) đến r(ei) với mọi 1 ≤ i ≤ n. Vì thế, s(α) là đáy của ít

nhất rC chu trình, điều đó có nghĩa là, tồn tại một chu trình β trong ΓG,r

sao cho β không phải là một hoán vị vòng quanh của α và β ⇒ α.

Trường hợp 2: |
⋃

C∈supp(r)C| ≥ 2. Ta xét hai trường hợp con sau đây:

Trường hợp 2.1: Tồn tại x ∈
⋃

C∈supp(r)C \ {cn} và số nguyên dương m

để xm = 1G. Khi đó, s(α) là đáy của chu trình β = f1 · · · f|x| khác với chu
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trình α, trong đó |x| là cấp của x, s(f1) = s(α), s(fi) = s(α)xi−1 với mọi

2 ≤ i ≤ n và r(fi) = s(α)xi với mọi 1 ≤ i ≤ n. Suy ra rằng β ⇒ α.

Trường hợp 2.2: xm ̸= 1G với mọi x ∈
⋃

C∈supp(r)C \ {cn} và số nguyên

dương m. Gọi x là một phần tử bất kỳ của
⋃

C∈supp(r)C \ {cn}. Khi đó,

ta có s(α)x−1 ̸= s(α), s(α)x−1 ̸= s(α)c1 · · · cn−1 và tồn tại một cạnh trong

ΓG,r từ s(α)x
−1 đến s(α). Thêm nữa, ta thu được s(α)x−1 là đáy của chu

trình β = f1 · · · fn, trong đó s(α)x−1 = s(f1) và s(fi) = s(α)x−1c1 · · · ci−1

với mọi 2 ≤ i ≤ n và r(fi) = s(α)x−1c1 · · · ci với mọi 1 ≤ i ≤ n. Như vậy

β là một chu trình trong ΓG,r khác với α và β ⇒ α.

Do đó, trong mọi trường hợp ta thu được rằng tồn tại một chu trình β

trong ΓG,r sao cho β không là một hoán vị vòng quanh của α và β ⇒ α.

Chúng ta kết thúc chứng minh.

Trong mệnh đề sau đây, chúng tôi tính chiều Gelfand-Kirillov của

các đại số đường Leavitt của đồ thị Hopf dựa theo thông tin của hàm

phân nhánh.

Mệnh đề 2.3.13. Cho G là một nhóm với hàm phân nhánh r =
∑

C∈C rCC

và K là một trường. Khi đó,

GKdim(LK(ΓG,r)) =


∞ nếu

∑
C∈C rC |C| ≥ 2 và SG,r là vị nhóm con của G;

1 nếu
∑

C∈C rC |C| = 1 và SG,r là vị nhóm con của G;

0 trường hợp còn lại.

Chứng minh. Trường hợp 1:
∑

C∈C rC |C| ≥ 2 và SG,r là một vị nhóm con

của G. Khi đó, theo Mệnh đề 2.3.5 (4) ta được ΓG,r chứa một chu trình.

Khi đó, theo Bổ đề 2.3.12 ta thu được rằng ΓG,r không thoả mãn Điều kiện

(EXC) hoặc ΓG,r thoả mãn Điều kiện (EXC) và độ dài lớn nhất của xích

các chu trình trong ΓG,r là vô hạn. Áp dụng [47, Theorem 3.21] ta nhận

được GKdim(LK(ΓG,r)) = ∞.

Trường hợp 2:
∑

C∈C rC |C| = 1 và SG,r là một vị nhóm con của G. Khi

đó, theo Hệ quả 2.3.10 (2) ta có ΓG,r là hợp rời của các chu trình cô lập.

Vì thế, theo [47, Theorem 3.21] ta có GKdim(LK(ΓG,r)) = 1.
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Trường hợp 3: r = 0 hoặc SG,r không là vị nhóm con của G. Khi đó,

theo Mệnh đề 2.3.5 (4) và Hệ quả 2.3.10 ta có ΓG,r không chứa chu trình.

Khi đó, theo [47, Theorem 3.21] ta được GKdim(LK(ΓG,r)) = 0.

Hệ quả sau đây đưa ra câu trả lời phủ định cho câu hỏi được đề cập

trước Mệnh đề 2.3.11.

Hệ quả 2.3.14. Tồn tại một đại số đường Leavitt không đẳng cấu với mọi

đại số đường Leavitt của đồ thị Hopf.

Chứng minh. Cho K là một trường và E là một đồ thị sao cho 2 ≤
GKdim(LK(E)) <∞. Khi đó, theo Mệnh đề 2.3.13 ta có

GKdim(LK(ΓG,r)) ̸= GKdim(LK(E))

với mọi cặp (G, r). Do đó, LK(E) ≇ LK(ΓG,r) với mọi cặp (G, r).

Trong phần còn lại của mục này, chúng tôi xem xét giả thuyết của

Abrams và Tomforde được nêu ra trong [18] cho các đồ thị Hopf.

Năm 1998, Kumjian, Pask và Raeburn [41] đã giới thiệu khái niệm

C∗-đại số đồ thị. Chúng tôi trình bày lại khái niệm này theo [12].

Gọi H là tập các không gian Hilbert vô hạn chiều trên C. Với mỗi

H ∈ H ta đặt

B(H) = {f : H → H | f tuyến tính và bị chặn}.

Khi đó B(H) là một C∗-đại số với chuẩn

∥ f ∥= sup{∥ f(x) ∥
∥ x ∥

| 0 ̸= x ∈ H}.

Cho E là một đồ thị. Khi đó, với mỗi a ∈ LC(E) tồn tại S = S(a) sao

cho ∥ π(a) ∥ ≤ S với mọi ∗-đồng cấu π : LC(E) → B(H). Do đó, theo [53,

Section 7] ta có

∥ a ∥:= sup{∥ π(a) ∥ | π : LC(E) → B(H) là một ∗-đồng cấu không suy biến}

là một chuẩn trên LC(E).
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Định nghĩa 2.3.15. ([12, Definition 5.2.1]) Cho E là một đồ thị. C∗-đại

số đồ thị của đồ thị E, kí hiệu C∗(E), được định nghĩa là

C∗(E) = LC(E),

trong đó phép đầy đủ hoá lấy theo chuẩn ∥ . ∥ nói trên.

Ví dụ 2.3.16. ([18, Example 4.9]) Ký hiệu T = {z ∈ C | |z| = 1}. Gọi

C(T) = {f : T → C | f tuyến tính và bị chặn}. Khi đó C(T) là một

C∗-đại số. Xét đồ thị R1:

R1 = •v e
ww

.

Khi đó, C∗(R1) ∼= C(T).

Rieffel [50] định nghĩa hai C∗-đại số A và B được gọi là tương đương

Morita mạnh, ký hiệu bởi A ∼SME B nếu chúng tương đương Morita như

các vành.

Giả thuyết sau đây được Abrams và Tomforde đặt ra trong [18].

Giả thuyết Abrams-Tomforde. ([18, Section 9]) Cho E và F là các đồ

thị đếm được. Nếu LC(E) ∼ME LC(F ) thì C
∗(E) ∼SME C

∗(F ).

Đến thời điểm hiện tại, Giả thuyết Abrams-Tomforde đã được chứng

minh là đúng cho các lớp đồ thị sau đây.

Định lí 2.3.17. Giả thuyết Abrams-Tomforde đúng cho các lớp đồ thị thoả

mãn một trong các điều kiện sau đây:

(1) ([18, Proposition 9.13]) Các đồ thị không chứa chu trình.

(2) ([18, Corollary 9.16]) Các đồ thị hữu hạn bậc ra mà đại số đường

Leavitt liên kết là đơn.

(3) ([32, Theorem 14.10]) Các đồ thị có tập đỉnh hữu hạn.

Một phần tử luỹ đẳng e trong vành R được gọi là vô hạn nếu eR đẳng

cấu như các R-môđun với một hạng tử trực tiếp thực sự của nó. Một vành

đơn R được gọi là vô hạn thuần tuý nếu như mọi iđêan phải của R đều
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chứa một luỹ đẳng vô hạn. Trong [7, 8] Abrams và Aranda Pino cung cấp

một tiêu chuẩn trên các đồ thị hữu hạn bậc ra để đại số đường Leavitt

của chúng là đơn vô hạn thuần tuý. Kết quả này đã được mở rộng cho các

đồ thị bất kỳ trong [12, Theorem 3.1.10].

Định lí 2.3.18. ([12, Theorem 3.1.10]) Cho E là một đồ thị và K là một

trường. Khi đó, LK(E) là đơn vô hạn thuần tuý khi và chỉ khi các điều

kiện sau đây được thoả mãn:

(1) Các tập con di truyền và bão hoà của E0 chỉ là ∅ và E0;

(2) Mọi chu trình trong E đều có một lối ra;

(3) E có một chu trình.

Chúng tôi cung cấp một tiêu chuẩn theo hàm phân nhánh để một đại

số đường Leavitt của đồ thị Hopf là đơn vô hạn thuần tuý.

Mệnh đề 2.3.19. Cho G là một nhóm với hàm phân nhánh r =
∑

C∈C rCC

và K là một trường. Khi đó, LK(ΓG,r) là đơn vô hạn thuần tuý khi và chỉ

khi SG,r = G và
∑

C∈C rC |C| ≥ 2.

Chứng minh. (=⇒). Giả sử rằng LK(ΓG,r) là đơn vô hạn thuần tuý. Theo

Định lí 2.3.18 ta có LK(ΓG,r) tồn tại một chu trình. Vì thế, theo Mệnh

đề 2.3.5 (4) ta được SG,r là một vị nhóm con của G. Nếu r = 0 thì theo

Mệnh đề 2.3.5 (2) ta có ΓG,r là hợp rời của các đỉnh cô lập, mâu thuẫn.

Xét trường hợp
∑

C∈C rC |C| = 1. Vì SG,r là một vị nhóm con của G nên

theo Hệ quả 2.3.10 (2) ta được LK(ΓG,r) = M|SG,r|(K[x, x−1])(G/∆0
G,r). Vì

thế, LK(ΓG,r) không là đơn vô hạn thuần tuý. Ta gặp một mâu thuẫn. Do

đó, ta có
∑

C∈C rC |C| ≥ 2.

Nếu ⟨SG,r⟩ ≠ G thì theo Định lí 2.3.9 ta có LK(ΓG,r) = LK(∆G,r)
(G/⟨SG,r⟩).

Vì thế, LK(ΓG,r) không đơn. Ta gặp một mâu thuẫn. Điều này suy ra

⟨SG,r⟩ = G.

Ta chứng minh rằng SG,r là một nhóm. Thật vậy, nếu SG,r = {1G}
thì điều cần chứng minh là hiển nhiên. Xét trường hợp SG,r ̸= {1G}.
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Gọi d ∈
⋃

C∈supp(r)C và d ̸= 1G. Khi đó, tồn tại một cạnh e trong ΓG,r

sao cho s(e) = d và r(e) = d2. Vì SG,r là một vị nhóm con của G nên

tồn tại các phần tử {wi}ni=1 ⊆
⋃

C∈supp(r)C sao cho w1 · · ·wn = 1G. Vì

thế, tồn tại một chu trình α = e1e2 · · · en in ΓG,r sao cho d = s(e1) và

r(ei) = s(ei)wi với mọi 1 ≤ i ≤ n. Vì LK(ΓG,r) là đơn nên theo [12,

Theorem 2.9.7], tồn tại một đường p = f1 · · · fk trong ΓG,r bắt đầu tại d2

và kết thúc trong α. Ta viết r(fi) = s(fi)ci với mọi 1 ≤ i ≤ k, trong đó

ci ∈
⋃

C∈supp(r)C. Vì p kết thúc trong α nên tồn tại 1 ≤ i ≤ n để r(p) =

s(ei). Đặt β := ef1 · · · fkeiei+1 · · · en. Khi đó, ta có β là một đường khép kín

trong ΓG,r có đáy tại d2. Vì thế, s(e) = d = r(en) = s(e)dc1 · · · ckwi · · ·wn

và dc1 · · · ckwi · · ·wn = 1G. Điều này suy ra rằng d khả nghịch trong SG,r,

Vì vậy SG,r là một nhóm con của G. Khi đó, vì ⟨SG,r⟩ = G nên ta có được

SG,r = G.

(⇐=). Vì SG,r = G nên theo Định lí 2.3.9 và Mệnh đề 2.3.5 (4) ta thu

được rằng ΓG,r vừa là liên thông mạnh và vừa có chu trình. Áp dụng [12,

Lemma 2.9.6]) ta thấy tập con di truyền và bão hoà của Γ0
G,r chỉ là ∅ và

Γ0
G,r. Vì

∑
C∈C rC |C| ≥ 2 nên mọi chu trình trong ΓG,r đều có lối ra. Khi

đó, theo Định lí 2.3.18 ta có LK(ΓG,r) là đơn vô hạn thuần tuý.

Hệ quả 2.3.20. Cho G là một nhóm với hàm phân nhánh r =
∑

C∈C rCC

và K là một trường. Khi đó, nếu
∑

C∈C rC |C| ≥ 2 và SG,r là một nhóm

con của G thì LK(∆G,r) là đơn vô hạn thuần tuý.

Chứng minh. Theo Định lí 2.3.9 (3) ta có ∆G,r là đồ thị liên thông mạnh.

Áp dụng chứng minh của Mệnh đề 2.3.19 ta suy ra ∆G,r thoả mãn tất

cả các điều kiện của Định lí 2.3.18. Vì thế LK(∆G,r) là đơn thuần tuý

vô hạn.

Định lí sau đây chỉ ra rằng Giả thuyết Abrams-Tomforde đúng cho một

số lớp đồ thị Hopf.

Định lí 2.3.21. Giả thuyết Abrams-Tomforde đúng cho các lớp đồ thị

Hopf liên kết với cặp (G, r) sao cho G là nhóm đếm được và một trong các
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điều kiện sau đây được thoả mãn:

(1) SG,r không là vị nhóm con của G.

(2)
∑

C∈C rC |C| ≤ 1.

(3)
∑

C∈C rC |C| ≥ 2 và SG,r = G.

(4) G là một nhóm hữu hạn.

Chứng minh. (1) Gọi ΓG,r và ΓG′,r′ là các đồ thị Hopf sao cho SG,r và SG′,r′

không là vị nhóm con của G và G′ và LC(ΓG,r) ∼ME LC(ΓG′,r′). Ta cần

chứng minh C∗(ΓG,r) ∼SME C∗(ΓG′,r′). Thật vậy, theo Mệnh đề 2.3.5 (4)

ta có ΓG,r và ΓG′,r′ là các đồ thị không chứa chu trình. Do đó, theo Định lí

2.3.17 (1) ta có C∗(ΓG,r) ∼SME C
∗(ΓG′,r′).

(2) Gọi ΓG,r và ΓG′,r′ là các đồ thị Hopf sao cho
∑

C∈C rC |C| ≤ 1,∑
C ′∈C′ r′C ′|C ′| ≤ 1 và LC(ΓG,r) ∼ME LC(ΓG′,r′). Ta cần chứng minh

C∗(ΓG,r) ∼SME C
∗(ΓG′,r′).

Thật vậy, ta xét các trường hợp sau đây.

Trường hợp 1: SG,r và SG′,r′ không là các vị nhóm con của G và G′.

Theo phần (1) ta thu được C∗(ΓG,r) ∼SME C
∗(ΓG′,r′).

Trường hợp 2: SG,r là một vị nhóm con của G nhưng SG′,r′ không là vị

nhóm con của G′. Khi đó, theo Mệnh đề 2.3.13 ta được

GKdim(LC(ΓG,r)) = 1 và GKdim(LC(ΓG′,r′)) = 0.

Mặt khác, vì LC(ΓG,r) ∼ME LC(ΓG′,r′) nên theo [47, Theorem 2.6] ta có

GKdim(LC(ΓG,r)) = GKdim(LC(ΓG′,r′)).

Ta gặp một mâu thuẫn. Như vậy Trường hợp 2 không thể xảy ra.

Trường hợp 3: SG,r và SG′,r′ là các vị nhóm con của G và G′. Theo Hệ

quả 2.3.10 ta có SG,r (tương ứng, SG′,r′) là nhóm con chuẩn tắc của G

(tương ứng, G′) và

LC(ΓG,r) ∼= M|SG,r|(C[x, x−1])(G/SG,r),

LC(ΓG′,r′) ∼= M|SG′,r′ |(C[x, x
−1])(G

′/SG′,r′).
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Vì LC(ΓG,r) ∼ME LC(ΓG′,r′) nên theo Mệnh đề 1.1.14 ta được

K0(M|SG,r|(C[x, x
−1])(G/SG,r)) ∼= K0(M|SG′,r′ |(C[x, x

−1])(G
′/SG′,r′)).

Áp dụng [51, Theorem 1.2.5] ta được

(K0(M|SG,r|(C[x, x
−1]))(G/SG,r) ∼= (K0(M|SG′,r′ |(C[x, x

−1]))(G
′/SG′,r′).

Theo [12, Example 6.1.11] ta có

K0(M|SG,r|C[x, x
−1]) ∼= K0(M|SG′,r′ |C[x, x

−1]) ∼= Z.

Suy ra Z(G/SG,r) ∼= Z(G′/SG′,r′). Do đó |G/SG,r| = |G′/SG′,r′|. Mặt khác, theo

Hệ quả 2.3.10 ta có ΓG,r (tương ứng, ΓG′,r′) là hợp rời của các chu trình cô

lập. Do đó

C∗(ΓG,r) ∼= (C∗(C|SG,r|))
(G/SG,r) và

C∗(ΓG′,r′) ∼= (C∗(C|SG′,r′ |))
(G′/SG′,r′),

trong đó Cn là chu trình cô lập n đỉnh. Theo Ví dụ 2.3.16 ta được C∗(C1) ∼=
C(T). Áp dụng [25, Proposition 3.5] và [18, Proposition 9.3] ta được

C∗(Cn) ∼= Mn(C
∗(C1)) ∼= Mn(C

∗(T)).

Từ đó ta được

C∗(ΓG,r) ∼= (M|SG,r|(C
∗(T)))(G/SG,r) và

C∗(ΓG′,r′) ∼= (M|SG′,r′ |(C
∗(T)))(G′/SG′,r′).

Theo Ví dụ 1.2.15 (1) ta có

M|SG,r|(C(T)) ∼ME M|SG′,r′ |(C(T)).

Áp dụng Hệ quả 1.1.9 ta được C∗(ΓG,r) ∼ME C
∗(ΓG′,r′).

Như vậy, trong mọi trường hợp có thể xảy ra, Giả thuyết Abrams-

Tomforde đúng cho lớp đồ thị thoả mãn điều kiện (2).

(3) Gọi ΓG,r và ΓG′,r′ là các đồ thị Hopf sao cho
∑

C∈C rC |C| ≥ 2, SG,r =

G,
∑

C ′∈C′ r′C ′|C ′| ≥ 2, SG′,r′ = G′ và LC(ΓG,r) ∼ME LC(ΓG′,r′). Ta cần

chứng minh C∗(ΓG,r) ∼SME C
∗(ΓG′,r′). Thật vậy, từ Mệnh đề 2.3.19 ta suy
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ra LC(ΓG,r) và LC(ΓG′,r′) là đơn vô hạn thuần tuý. Theo [8, Theorem 5.2]

và [31, Theorem 2.11], tồn tại các đồ thị hữu hạn bậc ra E và E ′ sao cho

LC(E) ∼ME LC(ΓG,r); LC(E
′) ∼ME LC(ΓG′,r′);

C∗(E) ∼SME C
∗(ΓG,r); và C∗(E ′) ∼SME C

∗(ΓG′,r′).

Áp dụng [7, Proposition 10] ta có LC(E) và LC(E
′) là đơn vô hạn thuần

tuý. Mặt khác, vì LC(ΓG,r) ∼ME LC(ΓG′,r′) nên LC(E) ∼ME LC(E
′). Do

đó, áp dụng Định lí 2.3.17 (2) ta được C∗(E) ∼SME C
∗(E ′). Từ đó suy ra

C∗(ΓG,r) ∼SME C
∗(ΓG′,r′).

(4) Gọi ΓG,r và ΓG′,r′ là các đồ thị Hopf sao cho G và G′ là các nhóm

hữu hạn và LC(ΓG,r) ∼ME LC(ΓG′,r′). Ta cần chứng minh C∗(ΓG,r) ∼SME

C∗(ΓG′,r′). Trường hợp
∑

C∈C rC |C| =
∑

C ′∈C′ r′C ′|C ′| = 1 đã xét ở phần (2)

nên ta chỉ cần xét các khả năng sau:

Trường hợp 1:
∑

C∈C rC |C| ≤ 1 và
∑

C ′∈C′ r′C ′|C ′| ≥ 2. Theo Mệnh đề

2.3.13 ta có

GKdim(LC(ΓG,r)) ≤ 1 và GKdim(LC(ΓG′,r′)) = ∞.

Mặt khác, vì LC(ΓG,r) ∼ME LC(ΓG′,r′) nên theo [47, Theorem 2.6] ta có

GKdim(LC(ΓG,r)) = GKdim(LC(ΓG′,r′)).

Ta gặp một mâu thuẫn. Như vậy, Trường hợp 1 không thể xảy ra.

Trường hợp 2:
∑

C∈C rC |C| ≥ 2 và
∑

C ′∈C′ r′C ′|C ′| ≥ 2. Theo Định lí

2.3.9 (5) ta được

LC(ΓG,r) ∼= (LC(∆G,r))
(G/SG,r) và

LC(ΓG′,r′) ∼= (LC(∆G′,r′))
(G′/SG′,r′).

Theo Hệ quả 2.3.20 ta có LC(∆G,r) và LC(∆G′,r′) là đơn vô hạn thuần

tuý. Vì LC(ΓG,r) ∼ME LC(ΓG′,r′) nên theo [15, Theorem 1.6], tồn tại một

phân tích LC(ΓG′,r′) ∼=
⊕

i∈G/SG,r
Si sao cho Si ∼ME LC(∆G,r). Áp dụng

[7, Proposition 10] ta có Si là đơn vô hạn thuần tuý. Theo Bổ đề [44,

Lemma 3.8] ta được |G/SG,r| = |G′/SG′,r′| và Si
∼= LC(∆G′,r′). Từ đó
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ta được LC(∆G,r) ∼ME LC(∆G′,r′). Áp dụng Định lí 2.3.17 (2), ta được

C∗(∆G,r) ∼SME C
∗(∆G′,r′). Theo Hệ quả 1.1.9 ta có

C∗(ΓG,r) ∼= C∗(∆G,r)
(G/SG,r) ∼ME C

∗(∆G′,r′)
(G′/SG′,r′) ∼= C∗(ΓG′,r′).

Như vậy, trong mọi trường hợp có thể xảy ra, Giả thuyết Abrams-

Tomforde đúng cho lớp đồ thị thoả mãn điều kiện (4).

Chúng ta kết thúc phần này bằng nhận xét sau đây.

Nhận xét 2.3.22. Phần (4) trong Định lí 2.3.21 được suy ra từ Định lí

2.3.17 (3). Tuy nhiên, trong chứng minh trên chúng tôi trình bày một cách

chứng minh đơn giản hơn dựa vào cấu trúc của đồ thị Hopf.



CHƯƠNG 3

MỘT SỐ ỨNG DỤNG

Chương này nghiên cứu Vấn đề 2 được đề cập ở phần Mở đầu và được

tổ chức như sau.

- Trong mục 3.1, chúng tôi cung cấp các tiêu chuẩn trên ma trận kề của

E và Esf để LK(E) có tính IBN (Định lí 3.1.6, Định lí 3.1.8). Sử dụng tiêu

chuẩn này, chúng tôi nhận lại được kết quả của Koc, Ozaydin [40] về tính

IBN của đại số đường Leavitt của đồ thị hữu hạn mà mỗi đỉnh chỉ thuộc

nhiều nhất một chu trình (Hệ quả 3.1.11) và nhận lại được kết quả của

Abrams, Kanuni [13] về tính IBN của đại số đường Cohn (Hệ quả 3.1.12).

Mục này được viết dựa trên bài báo [48].

- Trong mục 3.2, chúng tôi cung cấp một tiêu chuẩn thuần tuý đồ thị

trên E sao cho LK(E) có tính UGN (Định lí 3.2.14). Từ đó, chúng tôi chỉ

ra rằng tính UGN và tính IBN là tương đương trên các lớp đại số đường

Leavitt của đồ thị Hopf (Hệ quả 3.2.19) và đồ thị Cayley (Hệ quả 3.2.23).

Mục này được viết dựa trên các bài báo [16], [48] và [49].

3.1 Đại số đường Leavitt thoả mãn tính IBN

Nội dung chính của phần này là cung cấp một tiêu chuẩn trên ma trận

kề của đồ thị hữu hạn E và đồ thị phi nguồn Esf có được qua quá trình

từng bước khử đỉnh nguồn để LK(E) có tính IBN (Định lí 3.1.6 và 3.1.8).

Từ đó, chúng tôi cung cấp một số điều kiện đủ thuần tuý đồ thị trên E

để LK(E) có tính IBN. Mục này được viết dựa trên bài báo [48].

Như chúng ta đã biết, với một trường K bất kỳ, mọi cơ sở của một

K-không gian vectơ luôn có cùng lực lượng. Khẳng định này nói chung là

70
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không đúng đối với các môđun tự do trên một vành bất kỳ. Chẳng hạn,

vành các tự đồng cấu của một K-không gian vectơ vô hạn chiều (xem [43,

Example 1.4])

Định nghĩa 3.1.1. ([30, trang 3]) Một vành R có đơn vị được gọi là

có tính IBN (Invariant Basis Number) nếu với mọi cặp số nguyên dương

m và n, Rm ∼= Rn (như các R-môđun phải) kéo theo m = n. Một cách

tương đương, R có tính IBN nếu chúng ta có thể định nghĩa được số chiều

của các R-môđun tự do hữu hạn sinh.

Chúng tôi trình bày lại một vài đặc trưng của tính IBN.

Nhận xét 3.1.2. ([30, trang 3]) Các điều kiện sau đây là tương đương với

mỗi vành R có đơn vị:

(1) R có tính IBN;

(2) với mỗi cặp số nguyên dương m và n, m[R] = n[R] trong V(R) kéo
theo m = n;

(3) với mỗi A ∈Mm×n(R) và B ∈Mn×m(R), nếu AB = Im và BA = In

thì n = m.

Nhận xét 3.1.2 (3) chỉ ra rằng tính IBN là một điều kiện đối xứng trái

- phải. Trên thực tế, không dễ dàng để kiểm tra tính IBN của một vành

cho trước. Tuy nhiên, bổ đề sau đây cho phép ta chỉ ra tính IBN của một

số lớp vành đặc biệt.

Bổ đề 3.1.3. ([43, Remark 1.5]) Cho R và S là các vành có đơn vị,

f : R → S là một đồng cấu vành và S có tính IBN. Khi đó, R có tính IBN.

Chúng tôi trình bày lại một số lớp vành có tính IBN.

Ví dụ 3.1.4. ([43, Example 1.6]) (1) Mọi vành chia đều có tính IBN.

(2) Cho R là một vành chia. Khi đó, vành ma trận Mn(R) có tính IBN.

(3) Mọi vành địa phương (R,m) đều có tính IBN.

(4) Mọi vành giao hoán không tầm thường R đều có tính IBN.
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(5) Mọi vành Noether đều có tính IBN.

Trong phần tiếp theo, chúng tôi đặc trưng cho tính IBN của đại số đường

Leavitt. Để làm điều đó, trước tiên chúng tôi áp dụng Định lí 1.3.12 và

Nhận xét 3.1.2(2) để đặc trưng tính IBN của đại số đường Leavitt thông

qua vị nhóm đồ thị ME.

Hệ quả 3.1.5. Cho E = (E0, E1, r, s) là một đồ thị hữu hạn và K là một

trường. Khi đó, các điều kiện sau đây là tương đương:

(1) LK(E) có tính IBN;

(2) với mỗi cặp số nguyên dương m và n,

nếu m[
∑

v∈E0 v] = n[
∑

v∈E0 v] trong ME thì m = n.

Định lí sau đây cung cấp một tiêu chuẩn cho tính IBN của LK(E) dựa

trên ma trận kề của E. Kết quả này là một dạng ma trận của [38, Theorem

13] đã được đề cập trong phần Mở đầu. Trong [38], Kanuni và Özaydın

chứng minh dựa vào K0-nhóm. Ở đây, chúng tôi chứng minh bằng cách

dựa vào vị nhóm đồ thị và lý thuyết về hệ phương trình tuyến tính. Chúng

tôi ký hiệu AE là ma trận kề của đồ thị E và X t là ma trận chuyển vị của

ma trận X.

Định lí 3.1.6. Cho E là một đồ thị hữu hạn với tập đỉnh {vi | 1 ≤ i ≤ h}
sao cho các đỉnh chính quy là v1, · · · , vz. Đặt

JE =

(
Iz 0

0 0

)
∈Mh(N), b = [1 · · · 1]t ∈Mh×1(N),

và [At
E − JE b] là ma trận có được từ At

E − JE bằng cách thêm vào cột b.

Cho K là một trường. Khi đó, LK(E) có tính IBN khi và chỉ khi

rank(At
E − JE) < rank([At

E − JE b]).

Chứng minh. (⇐=) Giả sử rằng rank(At
E − JE) < rank([At

E − JE b]), ta

chứng minh LK(E) có tính IBN dựa vào Hệ quả 3.1.5. Một cách tương

đương, cho m và n là các số nguyên dương thỏa mãn
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m[
h∑

i=1

vi] = n[
h∑

i=1

vi] trong ME,

ta phải chứng minh rằng m = n. Thật vậy, theo Mệnh đề 1.2.16 và giả

thiết m[
h∑

i=1

vi] = n[
h∑

i=1

vi], tồn tại hai dãy biến đổi σ và σ′ sao cho

Λσ(m

h∑
i=1

vi) = γ = Λσ′(n

h∑
i=1

vi)

trong đó γ ∈ YE. Lưu ý rằng, mỗi lần áp dụng đồng nhất thức Mj (1 ≤
j ≤ z) lên một phần tử của YE, kết quả mang lại là:

(i) trừ 1 vào hệ số của vj;

(ii) cộng aji vào hệ số của vi (với 1 ≤ i ≤ h).

Với mỗi 1 ≤ j ≤ z, kí hiệu kj (tương ứng, k′j) là số lần mà đồng nhất thức

Mj áp dụng lên Λσ (tương ứng, Λσ′). Kết quả của việc áp dụng đồng nhất

thức Mj lên các phần tử của YE làm cho

γ = Λσ(m
h∑

i=1

vi)

= ((m− k1) + a11k1 + a21k2 + ...+ az1kz)v1

+((m− k2) + a12k1 + a22k2 + ...+ az2kz)v2 + ...

+((m− kz) + a1zk1 + a2zk2 + ...+ azzkz)vz

+(m+ a1(z+1)k1 + a2(z+1)k2 + ...+ az(z+1)kz)vz+1 + ...

+(m+ a1hk1 + a2hk2 + ...+ azhkz)vh.

Mặt khác, ta có

γ = Λσ′(n
h∑

i=1

vi)

= ((n− k′1) + a11k
′
1 + a21k

′
2 + ...+ az1k

′
t)v1

+((n− k′2) + a12k
′
1 + a22k

′
2 + ...+ az2k

′
z)v2 + ...

+((n− k′z) + a1zk
′
1 + a2zk

′
2 + ...+ azzk

′
z)vz

+(n+ a1(z+1)k
′
1 + a2(z+1)k

′
2 + ...+ az(z+1)k

′
z)vz+1 + ...

+(n+ a1hk
′
1 + a2hk

′
2 + ...+ azhk

′
z)vh.
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Với mỗi 1 ≤ i ≤ z, ký hiệu mi = k′i− ki. Khi đó, từ các kết quả trên, so

sánh hệ số của các phần tử sinh trên YE, ta được một hệ phương trình sau:

m− n = (a11 − 1)m1 + a21m2 + ...+ az1mz

m− n = a12m1 + (a22 − 1)m2 + ...+ az2mz

...

m− n = a1zm1 + a2zm2 + ...+ (azz − 1)mz

m− n = a1(z+1)m1 + a2(z+1)m2 + ...+ az(z+1)mz

...

m− n = a1hm1 + a2hm2 + ...+ azhmz.

Nói cách khác, bộ số (m1, ...,mz, 0, ..., 0) ∈ Zh là một nghiệm của hệ

phương trình:

(At
E − JE)x = (m− n)b,

trong đó x = [x1 ... xh]
t là cột ẩn số. Theo tiêu chuẩn của Kronecker-Capelli

về điều kiện có nghiệm của hệ phương trình tuyến tính ta có

rank(At
E − JE) = rank([At

E − JE (m− n)b]).

Nếu m− n ̸= 0 thì ta phải có

rank([At
E − JE (m− n)b]) = rank([At

E − JE b]),

và do đó rank(At
E − JE) = rank([At

E − JE b]). Điều này trái với giả thiết.

Vậy m = n hay LK(E) có tính IBN.

(=⇒) Giả sử ngược lại rằng rank(At
E − JE) = rank([At

E − JE b]), ta sẽ

chứng minh LK(E) không có tính IBN, nghĩa là, ta sẽ tìm hai số nguyên

dương khác nhau m và n thỏa mãn

m[

h∑
i=1

vi] = n[

h∑
i=1

vi]

trong ME. Một cách tương đương theo lập luận trong chứng minh trên,

ta sẽ tìm hai số nguyên dương m và n khác nhau và các số nguyên dương
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kj, k
′
j (j = 1, ..., z) thỏa mãn kj ≤ m, k′j ≤ n với mọi j = 1, ..., z và

m− n = (a11 − 1)m1 + a21m2 + ...+ az1mz

m− n = a12m1 + (a22 − 1)m2 + ...+ az2mz

...

m− n = a1zm1 + a2zm2 + ...+ (azz − 1)mz

m− n = a1(z+1)m1 + a2(z+1)m2 + ...+ az(z+1)mz

...

m− n = a1hm1 + a2hm2 + ...+ azhmz.

(3.1)

trong đó mj := k′j − kj với mọi j = 1, ..., z. Hệ phương trình trên có thể

được viết dưới dạng một phương trình ma trận như sau

(At
E − JE)x = (m− n)b,

trong đó x = [m1, ...,mz, 0, ..., 0] ∈ Zh.

Ta sẽ chỉ ra một nghiệm của hệ phương trình như sau: Đặt rank(At
E −

JE) = rank([At
E − JE b]) =: r ≤ z. Sau các bước biến đổi sơ cấp trên

dòng, [At
E − JE b] có thể đưa được về dạng:

0 ... 0 a1j1 ... a1(j2−1) 0 a1(j2+1) ... a1(jr−1) 0 ... b1

0 ... 0 0 ... 0 a2j2 a2(j2+1) ... a2(jr−1) 0 ... b2

. . . . . . . . . . . . .

0 ... 0 0 ... 0 0 0 ... 0 arjr ... br

0 ... 0 0 ... 0 0 0 ... 0 0 ... 0

. . . . . . . . . . . . .

0 ... 0 0 ... 0 0 0 ... 0 0 ... 0


trong đó mỗi phần tử là một số nguyên, j1 < j2 < ... < jr, a1j1a2j2...arjr ̸= 0

và
r∑

i=1

b2i ̸= 0 (sau các phép biến đổi sơ cấp trên dòng, các phần tử trên cột

cuối không thể đồng thời bằng không). Ta xác định các số nguyên mj, n

và m như sau:

mj :=


bj |a1j1a2j2 ...arjr |

aiji
nếu j = ji (1 ≤ i ≤ r),

0 trường hợp còn lại,
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n := max{|mj| | j = 1, ..., z} và m := |a1j1a2j2...arjr |+ n.

Khi đó, ta xác định các số nguyên kj và k
′
j (j = 1, ..., z) như sau:

(k′j, kj) :=



(0, 0) nếu mj = 0,

(mj, 0) nếu mj > 0,

(0,−mj) nếu mj < 0.

Khi đó, dễ thấy rằng việc xác định các số nguyên trên thỏa mãn hệ phương

trình (3.1) ở trên. Đồng thời, lưu ý rằng ta luôn có k′j, kj ≤ n < m với mọi

j = 1, ..., z. Định lí được chứng minh.

Chúng tôi minh hoạ Định lí 3.1.6 thông qua ví dụ sau đây.

Ví dụ 3.1.7. Cho K là một trường và gọi E, F là các đồ thị

E = •��FF
(( •��FFhh

F = • // •��FF
(( •��FFhh

Khi đó, ta có

[At
E − JE b] =

(
1 1 1

1 1 1

)
,

và

[At
F − JF b] =


−1 0 0 1

1 1 1 1

0 1 1 1

 ,

điều đó kéo theo

rank(At
E − JE) = 1 = rank([At

E − JE b]).

và

rank(At
F − JF ) = 2 < 3 = rank([At

F − JF b]).
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Do đó, theo Định lí 3.1.6 ta được LK(E) không có tính IBN và LK(F ) có

tính IBN.

Áp dụng các Định lí 2.2.14 và 3.1.6, chúng tôi cung cấp một tiêu chuẩn

dựa trên quá trình khử đỉnh nguồn và ma trận kề của Esf cho tính IBN

của LK(E).

Định lí 3.1.8. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Gọi

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Ep = Esf

là dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn.

Đặt {v1, v2, · · · , vk} là tập đỉnh của E0
sf và ni số đường trong F (E0

sf) kết

thúc tại đỉnh vi. Khi đó, LK(E) có tính IBN khi và chỉ khi một trong các

điều kiện sau đây thoả mãn:

(1) Tồn tại 0 ≤ i ≤ p để Ei chứa một đỉnh cô lập.

(2) rank(At
Esf

− JEsf
) < rank([At

Esf
− JEsf

b′]), trong đó b′ = [1 +

n1, · · · , 1+ nk]
t và [At

Esf
− JEsf

b′] là ma trận có được từ At
Esf

− JEsf
bằng

cách thêm vào cột b′.

Chứng minh. (1) Giả sử rằng tồn tại 0 ≤ i ≤ p để Ei chứa một đỉnh cô

lập. Khi đó, tồn tại một đỉnh thu trong E0 nhưng không thuộc E0
sf . Gọi

l là số các đỉnh thu trong E nhưng không thuộc E0
sf (gọi các đỉnh này

là v′1, · · · , v′l) và với mỗi 1 ≤ i ≤ l, gọi mi là số các đường trong E kết

thúc tại đỉnh thu v′i. Theo Định lí 2.2.14 ta có LK(E) ∼= Mm1+1(K)⊕· · ·⊕
Mml+1(K)⊕LK(E(E

0
sf)). Do đó tồn tại phép chiếu tự nhiên từ LK(E) lên

Mm1+1(K). Theo Ví dụ 3.1.4 (2) ta được vành ma trận Mm1+1(K) có tính

IBN. Vì thế, theo Bổ đề 3.1.3 ta có LK(E) có tính IBN.

(2) Giả sử rằng mọi Ei đều không chứa đỉnh cô lập. Khi đó, theo Định

lí 2.2.14 ta được LK(E) ∼= LK(E(E
0
sf)). Từ chứng minh của Định lí 2.2.14

ta suy ra rằng E(E0
sf)

0 = E0
sf ∪ F (E0

sf) và mỗi đỉnh α ∈ F (E0
sf) là một

đỉnh nguồn phát ra đúng một cạnh α đến rE(α) ∈ E0
sf . Đồng thời, với mỗi

đỉnh vi ∈ E0
sf (1 ≤ i ≤ k), tồn tại đúng ni đỉnh α sao cho rE(E0

sf )
(α) = vi.
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Bằng cách đặt lại tên các đỉnh nếu cần, không mất tính tổng quát ta

có thể giả sử rằng

E(E0
sf)

0 = {v1, · · · , vk, v11, · · · , v1n1
, v21, · · · , v2n2

, · · · , vk1, · · · , vknk
},

trong đó mỗi đỉnh vij (1 ≤ i ≤ k và 1 ≤ j ≤ ni) là một đỉnh nguồn phát ra

đúng một cạnh đến vi. Khi đó, ma trận [At
E(E0

sf )
− JE(E0

sf )
b] có dạng sau:

At
Esf

− JEsf

n1︷ ︸︸ ︷
1 1 · · · 1

0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 · · · 0

n2︷ ︸︸ ︷
0 0 · · · 0

1 1 · · · 1
...

...
...

...

0 0 · · · 0

· · ·

nk︷ ︸︸ ︷
0 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
...

...

1 1 · · · 1

1

1
...

1

0 −I∑k
i=1 ni

1

1
...

1



.

Với mỗi 1 ≤ i ≤ k, ta biến đổi dòng i như sau: cộng dòng i với ni dòng

bắt đầu từ dòng k +
∑i−1

j=1 nj + 1 đến dòng k +
∑i

j=1 nj, Khi đó, ta được

một ma trận tương đương về hạng:

At
Esf

− JEsf 0 0 · · · 0

1 + n1

1 + n2
...

1 + nk

0 −I∑k
i=1 ni

1

1
...

1


.

Điều đó suy ra rằng

rank(At
E(E0

sf )
− JE(E0

sf )
) < rank([At

E(E0
sf )

− JE(E0
sf )

b])

⇐⇒ rank(At
Esf

− JEsf
) < rank([At

Esf
− JEsf

b′]).

Do đó, theo Định lí 3.1.6 ta có rank(At
Esf

− JEsf
) < rank([At

Esf
− JEsf

b′])

khi và chỉ khi LK(E) có tính IBN. Ta kết thúc chứng minh.
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Chúng tôi minh hoạ Định lí 3.1.8 thông qua ví dụ sau đây.

Ví dụ 3.1.9. Cho K là một trường và E là đồ thị sau

E = •v0 // •v1
		

FF
// •v2 // •v3 .

Khi đó, áp dụng quá trình khử đỉnh nguồn lên E ta thu được đồ thị Esf

sau đây

Esf = •v1
		

FF
// •v2 // •v3 .

Gọi ni là số đường trong F (E0
sf) kết thúc tại đỉnh vi, i = 1, 2, 3. Ta có

n1 = 1, n2 = 0 = n3. Khi đó,

b′ = [2 1 1]t và [At
Esf

− JEsf
b′] =


1 0 0 2

1 −1 0 1

0 1 0 1

 .

Suy ra

rank(At
Esf

− JEsf
) = 2 = rank([At

Esf
− JEsf

b′]).

Theo Định lí 3.1.8 ta được LK(E) không có tính IBN.

Áp dụng Định lí 3.1.6 và 3.1.8, chúng tôi cung cấp một điều kiện đủ

thuần tuý đồ thị trên E sao cho LK(E) có tính IBN.

Hệ quả 3.1.10. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Gọi

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Et = Esf

là dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn.

Khi đó, nếu tồn tại 0 ≤ i ≤ t để Ei chứa một đỉnh cô lập, hoặc Esf chứa

một chu trình nguồn thì LK(E) có tính IBN.

Chứng minh. Ta biểu diễn E0 thành tập {v1, v2, · · · , vh} sao cho các đỉnh
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chính quy của E xuất hiện dưới dạng v1, · · · , vz. Khi đó, ta có

[At
E − JE b] =



a11 − 1 a21 · · · az1 0 · · · 0 1

a12 a22 − 1 · · · az2 0 · · · 0 1

. . . . . . .

a1z a2z · · · azz − 1 0 · · · 0 1

a1(z+1) a2(z+1) · · · az(z+1) 0 · · · 0 1

. . . . . . .

a1h a2h · · · azh 0 · · · 0 1


.

Giả sử rằng tồn tại 0 ≤ i ≤ t để Ei chứa một đỉnh cô lập. Khi đó, theo

Định lí 3.1.8 ta được LK(E) có tính IBN.

Mặt khác, giả sử rằng mọi Ei đều không chứa đỉnh cô lập. Theo Định

lí 2.2.14 (1) và (3), tồn tại một đồ thị phi nguồn hữu hạn F sao cho

LK(E) ∼= LK(E(E
0
sf))

∼= LK(F ). Vì thế, không mất tính tổng quát ta có

thể giả thiết rằng E là một đồ thị phi nguồn hữu hạn, nghĩa là, E = Esf

và E chứa một chu trình nguồn c. Bằng cách đặt tên lại các đỉnh nếu cần,

không mất tính tổng quát ta có thể giả sử rằng c0 = {v1, · · · , vp}. Mỗi đỉnh

trong c0 phát ra ít nhất một cạnh nên ta có mỗi đỉnh trong {v1, · · · , vp}
đều là đỉnh chính quy và |r−1(v)| = 1 với mọi v ∈ {v1, · · · , vp}. Từ đó ta

có các lưu ý sau:

⋄ ai(i+1) = 1 với 1 ≤ i ≤ p− 1;

⋄ ap1 = 1;

⋄ aj(i+1) = 0 với 1 ≤ i ≤ p− 1 và j ̸= i (1 ≤ j ≤ h);

⋄ aj1 = 0 nếu j ̸= p (1 ≤ j ≤ h).
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Nếu p = 1 thì a11 = 1 và ma trận [At
E − JE b] trở thành

[At
E − JE b] =



0 0 · · · 0 0 · · · 0 1

a12 a22 − 1 · · · az2 0 · · · 0 1

. . . . . . .

a1z a2z · · · azz − 1 0 · · · 0 1

a1(z+1) a2(z+1) · · · az(z+1) 0 · · · 0 1

. . . . . . .

a1h a2h · · · azh 0 · · · 0 1


.

Điều này kéo theo

rank(At
E − JE) < rank([At

E − JE b]).

Theo Định lí 3.1.8 ta được LK(E) có tính IBN.

Nếu p ≥ 2 thì p dòng đầu tiên của ma trận [At
E − JE b] có thể được

viết như sau:

−1 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0 1

1 −1 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1

0 1 −1 · · · 0 0 0 · · · 0 1

. . . . . . . . .

0 0 0 · · · 1 −1 0 · · · 0 1

a1(p+1) a2(p+1) a3(p+1) · · · a(p−1)(p+1) ap(p+1) a(p+1)(p+1) · · · 0 1

. . . . . . .

a1h a2h a3h · · · a(p−1)h aph a(p+1)h · · · 0 1


.

Bằng cách cộng vào dòng 1 tất cả các dòng i (2 ≤ i ≤ p), ta được ma trận

tương đương sau:
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

0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 p

1 −1 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1

0 1 −1 · · · 0 0 0 · · · 0 1

. . . . . . . . .

0 0 0 · · · 1 −1 0 · · · 0 1

a1(p+1) a2(p+1) a3(p+1) · · · a(p−1)(p+1) ap(p+1) a(p+1)(p+1) · · · 0 1

. . . . . . .

a1h a2h a3h · · · a(p−1)h aph a(p+1)h · · · 0 1


.

Điều này suy ra

rank(At
E − JE) < rank([At

E − JE b]).

Theo Định lí 3.1.6 ta được LK(E) có tính IBN.

Sử dụng Hệ quả 3.1.10, chúng tôi nhận lại được kết quả của Koç và

Özaydin trong [40], chỉ ra rằng đại số đường Leavitt của một đồ thị hữu

hạn mà mỗi đỉnh thuộc nhiều nhất một chu trình luôn có tính IBN.

Hệ quả 3.1.11. ([40, Corollary 6.9]) Cho K là một trường và E là một đồ

thị hữu hạn mà mỗi đỉnh thuộc nhiều nhất một chu trình. Khi đó, LK(E)

có tính IBN.

Chứng minh. Gọi E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Et = Esf là dãy các

đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn. Ta xét hai

trường hợp sau.

Trường hợp 1: E không chứa chu trình. Khi đó, theo Mệnh đề 2.1.5,

tồn tại 0 ≤ i ≤ t để Ei chứa một đỉnh cô lập. Theo Hệ quả 3.1.10 ta được

LK(E) có tính IBN.

Trường hợp 2: E chứa chu trình. Khi đó, theo Mệnh đề 2.1.5 ta có Esf

chứa chu trình. Ta chứng minh rằng Esf chứa một chu trình nguồn. Thật

vậy, giả sử ngược lại rằng Esf không chứa chu trình nguồn. Gọi c1 là một

chu trình trong Esf . Vì c1 không là chu trình nguồn trong Esf nên tồn tại
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chu trình c2 trong Esf sao cho c2 =⇒ c1. Vì c2 không là chu trình nguồn

trong Esf nên tồn tại chu trình c3 trong Esf sao cho c3 =⇒ c2. Vì Esf

không chứa chu trình nguồn nên quá trình trên lặp lại vô hạn lần. Tức là

ta được một dãy vô hạn các chu trình trong Esf : {c1, c2, · · · , ck, · · · } trong

đó ci+1 =⇒ ci với mọi i ≥ 1. Vì trong Esf mỗi đỉnh thuộc nhiều nhất một

chu trình nên các chu trình trong dãy {c1, c2, · · · , ck, · · · } là phân biệt.

Điều này mâu thuẫn với tính hữu hạn của Esf . Do đó, Esf chứa một chu

trình nguồn. Theo Hệ quả 3.1.10 ta được LK(E) có tính IBN.

Áp dụng Định lí 3.1.6, chúng tôi nhận lại được kết quả của Abrams và

Kanuni trong [13] về tính IBN của đại số đường Cohn.

Hệ quả 3.1.12. ([13, Theorem 9]) Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là

một trường. Khi đó, CK(E) có tính IBN.

Chứng minh. Trước tiên, ta có CK(E) ∼= LK(F (E)), trong đó F (E) là đồ

thị được xác định trong Định lí 1.3.9. Tiếp theo, ta chứng minh rằng đồ

thị F (E) thoả mãn điều kiện

rank(At
F (E) − JF (E)) < rank([At

F (E) − JF (E) b]).

Thật vậy, ta biểu diễn E0 thành tập {v1, v2, · · · , vh} sao cho các đỉnh

chính quy của E xuất hiện dưới dạng v1, · · · , vz. Khi đó, ta có F (E)0 =

{v1, · · · , vh, v′1, · · · , v′z} và các đỉnh chính quy của F (E) là {v1, v2, · · · , vz}.
Chú ý rằng |F (E)0| = h+ z.

Gọi AE = (aij)h×h là ma trận kề của E. Khi đó, ma trận kề của F (E)

là ma trận cỡ (h+ z)× (h+ z) sau đây:

AF (E) =



a11 a12 · · · a1h a11 · · · a1z

a21 a22 · · · a2h a21 · · · a2z

. . . . . . .

az1 az2 · · · azh az1 · · · azz

0 0 · · · 0 0 · · · 0

. . . . . . .

0 0 · · · 0 0 · · · 0


.
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Do đó

[At
F (E) − JF (E) b] =



a11 − 1 a21 · · · az1 0 · · · 0 1

a12 a22 − 1 · · · az2 0 · · · 0 1

. . . . . . .

a1z a2z · · · azz − 1 0 · · · 0 1

a1(z+1) a2(z+1) · · · az(z+1) 0 · · · 0 1

. . . . . . .

a1h a2h · · · azh 0 · · · 0 1

a11 a21 · · · az1 0 · · · 0 1

a12 a22 · · · az2 0 · · · 0 1

. . . . . . .

a1z a2z · · · azz 0 · · · 0 1



.

Bằng cách lấy dòng h+ i trừ đi dòng i với mọi 1 ≤ i ≤ z, ta được ma trận

tương đương B như sau:

B =



a11 − 1 a21 · · · az1 0 · · · 0 1

a12 a22 − 1 · · · az2 0 · · · 0 1

. . . . . . .

a1z a2z · · · azz − 1 0 · · · 0 1

a1(z+1) a2(z+1) · · · az(z+1) 0 · · · 0 1

. . . . . . .

a1h a2h · · · azh 0 · · · 0 1

1 0 · · · 0 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0 · · · 0 0

. . . . . . .

0 0 · · · 1 0 · · · 0 0



.

Bằng cách lấy dòng i trừ đi bij lần dòng h+ j với mọi 1 ≤ i ≤ h, 1 ≤ j ≤ z
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mà bij ̸= 0, ta được một ma trận tương đương C như sau:

C =



0 0 · · · 0 0 · · · 0 1

0 0 · · · 0 0 · · · 0 1

. . . . . . .

0 0 · · · 0 0 · · · 0 1

0 0 · · · 0 0 · · · 0 1

. . . . . . .

0 0 · · · 0 0 · · · 0 1

1 0 · · · 0 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0 · · · 0 0

. . . . . . .

0 0 · · · 1 0 · · · 0 0



.

Ta thu được

rank(At
F (E) − JF (E)) = z < z + 1 = rank([At

F (E) − JF (E) b]).

Theo Định lí 3.1.6 ta được CK(E) có tính IBN.

Chúng ta đã biết tính IBN không bảo toàn qua tương đương Morita

(xem [43, Exercise 11, trang 502]). Áp dụng Định lí 3.1.8, chúng ta có

thể xây dựng nhiều ví dụ cho thấy tính IBN không phải là một bất biến

Morita trong lớp đại số đường Leavitt.

Hệ quả 3.1.13. Tính IBN không phải là một bất biến Morita trong lớp

đại số đường Leavitt.

Chứng minh. Cho K là một trường và gọi E và F tương ứng là các đồ

thị sau:

E = •v0 // •v1
		

FF
// •v2 // •v3

và

F = •v1
		

FF
// •v2 // •v3 .
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Dễ thấy rằng F là đồ thị có được từ E qua phép khử đỉnh nguồn v0. Vì

thế, theo Bổ đề 2.1.3 ta có LK(E) ∼ME LK(F ). Đồng thời, ta có

[At
F − JF b] =


1 0 0 1

1 −1 0 1

0 1 0 1

 ,

suy ra

rank(At
F − JF ) = 2 < 3 = rank([At

F − JF b]).

Do đó, theo Định lí 3.1.8 ta được LK(F ) có tính IBN. Nhưng theo Ví dụ

3.1.9 ta có LK(E) không có tính IBN.

Trong luận án này, chúng tôi vẫn chưa cung cấp được một tiêu chuẩn

thuần tuý đồ thị trên E sao cho LK(E) có tính IBN. Trong phần còn lại

của mục này, chúng tôi khảo sát vấn đề trên cho một lớp hẹp hơn, đó là

đại số đường Leavitt của các đồ thị luỹ thừa.

Chúng tôi nhắc lại khái niệm đồ thị luỹ thừa của một nửa nhóm theo

Kelarev và Quinn trong [39].

Định nghĩa 3.1.14. ([39, trang 1]) Cho S là một nửa nhóm. Đồ thị luỹ

thừa của S là đồ thị Pow(S) có tập đỉnh {vs | s ∈ S} và ta nói có một

cạnh từ vs đến vs′ trong trường hợp s ̸= s′ và tồn tại một số nguyên dương

n sao cho s′ = sn.

Chúng tôi minh hoạ khái niệm trên bằng cách vẽ hình ba đồ thị

Pow(Z2),Pow(Z3) và Pow(Z4) dưới đây.

Ví dụ 3.1.15. Các đồ thị Pow(Z2),Pow(Z3) và Pow(Z4) tương ứng là các

đồ thị sau đây

•v1 // •v2 ,

•v1

##

��

•v3 ,

•v2

;;

KK •v1

""

��

((•v2 // •v4.

•v3

<<

KK

66
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Trong phần còn lại của mục này chúng tôi khảo sát tính IBN của đại

số đường Leavitt của các đồ thị luỹ thừa Pow(Zn). Để làm điều đó, chúng

tôi cần mô tả ma trận kề của Pow(Zn).

Bổ đề 3.1.16. Cho n, a và b là các số nguyên dương sao cho 1 ≤ a, b ≤ n.

Giả sử rằng (a, n) = i và (b, n) = j. Khi đó, tồn tại một cạnh từ va đến vb

trong đồ thị luỹ thừa Pow(Zn) khi và chỉ khi a ̸= b và i là ước của j.

Chứng minh. Giả sử rằng tồn tại một cạnh từ đỉnh va đến đỉnh vb, nghĩa

là, a ̸= b và tồn tại số nguyên dương k để b ≡ ka (mod n). Vì (a, n) = i

nên ta có i là ước của cả a và n và do đó, i là ước của b. Suy ra i là ước

của (b, n) = j.

Ngược lại, giả sử rằng i là ước của j. Vì (a, n) = i nên tồn tại các số

nguyên s và r sao cho i = as+nr, nghĩa là, i ≡ as (mod n). Mặt khác, do

i là ước của j và j là ước của b nên ta có thể viết j = id và b = jk với d, k

là các số nguyên. Các kết quả trên cho thấy b = jk = idk ≡ asdk (mod n).

Nếu sdk > 0 thì theo Định nghĩa 3.1.14, tồn tại một cạnh từ đỉnh va đến

đỉnh vb. Nếu sdk < 0 thì tồn tại số nguyên dương n0 sao cho nn0+sdk > 0.

Khi đó b ≡ asdk ≡ a(nn0+ sdk) (mod n). Theo Định nghĩa 3.1.14, tồn tại

một cạnh từ đỉnh va đến đỉnh vb. kết thúc chứng minh.

Gọi n, i và j là các số nguyên dương sao cho 1 ≤ i, j ≤ n. Đặt

C(i) := {vj ∈ Pow(Zn)
0 | (j, n) = i}.

Khi đó, từ Bổ đề 3.1.16 ta nhận được hai khẳng định sau: (1) với mỗi cặp

đỉnh phân biệt vj và vk trong C(i), tồn tại duy nhất một cạnh từ vj đến

vk và tồn tại duy nhất một cạnh từ vk đến vj; (2) với mỗi vk ∈ C(i) và

vl ∈ C(j), tồn tại một cạnh từ vk đến vl khi và chỉ khi i là ước của j.

Sử dụng hai khẳng định trên, ta có thể đặt tên lại cho các đỉnh trong

đồ thị luỹ thừa Pow(Zn) theo quy tắc như sau. Gọi {d1, d2, · · · , dm} là tập

tất cả các ước số dương của n và giả sử rằng d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dm. Chú ý

rằng d1 = 1, dm = n và Pow(Zn)
0 = C(d1) ⊔C(d2) ⊔ · · · ⊔C(dm). Bây giờ,

ta đặt tên các đỉnh của C(di) như sau:
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C(d1) = {v1, v2, · · · , vk1}
C(d2) = {vk1+1, vk1+2, · · · , vk1+k2}

...
...

...

C(dm−1) = {vΣm−2
i=1 ki+1, vΣm−2

i=1 ki+2, · · · , vΣm−1
i=1 ki

}
C(dm) = {vn}

trong đó ki := |C(di)| ≥ 1 (1 ≤ i ≤ m− 1) và vn là một đỉnh thu. Khi đó,

ta có ma trận kề của Pow(Zn) có dạng như sau:

APow(Zn) =



A11 0 0 · · · 0 0

B21 A22 0 · · · 0 0

B31 B32 A33 · · · 0 0

. . . . . .

B(m−1)1 B(m−1)2 B(m−1)3 · · · A(m−1)(m−1) 0

r1 r2 r3 · · · rm−1 0



t

(3.2)

trong đó ri = [1 1 · · · 1]1×ki (1 ≤ i ≤ m−1) và Aii, Bij được xác định bởi:

Aii :=




0 1 · · · 1

1 0 · · · 1

. . . .

1 1 · · · 0


ki

nếu ki > 1,

0 trường hợp còn lại,

và

Bij :=




1 1 · · · 1

1 1 · · · 1

. . . .

1 1 · · · 1


ki×kj

nếu dj chia hết di,

0 trường hợp còn lại.

Để rõ hơn, chúng tôi minh hoạ ý tưởng trên thông qua ví dụ sau đây.
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Ví dụ 3.1.17. Xét đồ thị luỹ thừa Pow(Z6). Khi đó, ta có các ước số dương

của 6 là d1 = 1, d2 = 2, d3 = 3 và d4 = 6. Dễ thấy, |C(d1)| = |C(d2)| = 2

và |C(d3)| = 1 = |C(d4)|. Bây giờ ta đặt tên các đỉnh của C(di) như sau:

C(d1) = {v1, v2}, C(d2) = {v3, v4}, C(d3) = {v5} và C(d4) = {v6}. Khi đó,

Pow(Z6) là đồ thị:

•v3

((

��

•v1oo

��

""vv

��

•v5 // •v6

•v4

66

KK

•v2

KK

<<

oo

hh

YY

với ma trận kề của Pow(Z6) là:

APow(Z6) =



0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 0 0

1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 0



t

và

A11 = A22 =

(
0 1

1 0

)
, A33 = 0, B21 =

(
1 1

1 1

)
B31 = [1 1], B32 = [0 0], r1 = [1 1] = r2, r3 = 1.

Áp dụng Định lí 3.1.6 và Hệ quả 3.1.10, ta thu được rằng đại số đường

Leavitt của các đồ thị luỹ thừa liên kết với nhóm xyclic cấp luỹ thừa của

số nguyên tố luôn có tính IBN.

Định lí 3.1.18. Với mọi số nguyên dương m, mọi số nguyên tố p và mọi

trường K, đại số đường Leavitt LK(Pow(Zpm)) có tính IBN.

Chứng minh. Chú ý rằng tất cả các ước số của pm có dạng pi (0 ≤ i ≤ m).

Với mỗi 1 ≤ i ≤ m, đặt ki := |C(pi−1)| ≥ 1. Sử dụng ma trận kề mô tả ở
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(3.2) chúng ta sẽ chứng minh định lí bằng cách xem xét các trường hợp

sau đây.

Trường hợp 1: p > 3. Dễ thấy rằng ki ≥ 3 với mọi i = 1, m. Do đó,

theo (3.2) ma trận [At
Pow(Zpm) − JPow(Zpm) b] có dạng



A11 0 0 · · · 0 0 c1

B21 A22 0 · · · 0 0 c2

B31 B32 A33 · · · 0 0 c3

. . . . . . .

Bm1 Bm2 Bm3 · · · Amm 0 cm

r1 r2 r3 · · · rm 0 1


trong đó,

Aii =


-1 1 · · · 1

1 -1 · · · 1

. . . .

1 1 · · · -1


ki

, Bij =


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1

. . . .

1 1 · · · 1


ki×kj

ri =


1

1
...

1


t

ki

, và ci =


1

1
...

1


ki

(1 ≤ i ≤ m).

Dễ thấy |Aii| = (ki − 2)(−2)ki−1 và∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 0 0 · · · 0

B21 A22 0 · · · 0

B31 B32 A33 · · · 0

. . . . .

Bm1 Bm2 Bm3 · · · Amm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A11| × · · · × |Amm| ≠ 0.

Do đó, ta có rank(At
Pow(Zpm) − JPow(Zpm)) =

∑m
i=1 ki.
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Tiếp theo ta chỉ ra rằng

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 0 0 · · · 0 c1

B21 A22 0 · · · 0 c2

B31 B32 A33 · · · 0 c3

. . . . . .

Bm1 Bm2 Bm3 · · · Amm cm

r1 r2 r3 · · · rm 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0.

Thật vậy, lấy các dòng j (1 ≤ j ≤
∑m

i=1 ki) trừ đi dòng
∑m

i=1 ki+1, ta thu

được

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A′
11 −B12 −B13 · · · −B1m 0

0 A′
22 −B23 · · · −B2m 0

0 0 A′
33 · · · −B3m 0

. . . . . .

0 0 0 · · · A′
mm 0

r1 r2 r3 · · · rm 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
trong đó,

A′
ii =


-2 0 · · · 0

0 -2 · · · 0

. . . .

0 0 · · · -2


ki

, Bij =


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1

. . . .

1 1 · · · 1


ki×kj

.

Bằng cách khai triển theo cột cuối ta được

D = |A′
11| × · · · × |A′

mm| = (−2)k1 × · · · × (−2)km ̸= 0.

Suy ra

rank[At
Pow(Zpm) − JPow(Zpm) b] =

m∑
i=1

ki + 1 > rank(At
Pow(Zpm) − JPow(Zpm)).

Vì thế, theo Định lí 3.1.6 ta thu được LK(Pow(Zpm)) có tính IBN.

Trường hợp 2: p = 2. Nếu m = 1 hoặc m = 2 thì theo Hệ quả 3.1.10 và

Ví dụ 3.1.15 ta được LK(Pow(Zpm)) có tính IBN.
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Giả sử rằng m ≥ 3. Khi đó ta có |C(2m−1)| = 1, |C(2m−2)| = 2 và

|C(2m−k)| ≥ 4 với mọi k = 3, · · · ,m. Do đó, ma trận At
Pow(Zpm) − JPow(Zpm)

có dạng

A11 0 0 · · · 0 0 0 0 0

B21 A22 0 · · · 0 0 0 0 0

B31 B32 A33 · · · 0 0 0 0 0

. . . . . . . . .

B(m−2)1 B(m−2)2 B(m−2)3 · · · A(m−2)(m−2) 0 0 0 0

r1 r2 r3 · · · rm−2 −1 1 0 0

r1 r2 r3 · · · rm−2 1 −1 0 0

r1 r2 r3 · · · rm−2 1 1 −1 0

r1 r2 r3 · · · rm−2 1 1 1 0


trong đó, Aii, Bij và ri được xác định như trong Trường hợp 1. Xét định

thức sau (có dược bằng cách bỏ đi cột cuối và dòng
∑m−2

i=1 ki + 1 của ma

trận At
Pow(Zpm) − JPow(Zpm)):

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 0 0 · · · 0 0 0 0

B21 A22 0 · · · 0 0 0 0

B31 B32 A33 · · · 0 0 0 0

. . . . . . . .

B(m−2)1 B(m−2)2 B(m−2)3 · · · A(m−2)(m−2) 0 0 0

r1 r2 r3 · · · rm−2 1 −1 0

r1 r2 r3 · · · rm−2 1 1 −1

r1 r2 r3 · · · rm−2 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Bằng cách khai triển Laplace theo
∑m−2

i=1 ki dòng đầu tiên, ta thu được

D = 4|A11| × · · · × |A(m−2)(m−2)| = 4

m−2∏
i=1

(ki − 2)(−2)ki ̸= 0.

Vì thế,

rank(At
Pow(Zpm) − JPow(Zpm)) =

m−2∑
i=1

ki + 3.
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Mặt khác, ta có ma trận [At
Pow(Zpm) − JPow(Zpm) b] có dạng



A11 0 0 · · · 0 0 0 0 0 c1

B21 A22 0 · · · 0 0 0 0 0 c2

B31 B32 A33 · · · 0 0 0 0 0 c3

. . . . . . . . . .

B(m−2)1 B(m−2)2 B(m−2)3 · · · A(m−2)(m−2) 0 0 0 0 cm−2

r1 r2 r3 · · · rm−2 −1 1 0 0 1

r1 r2 r3 · · · rm−2 1 −1 0 0 1

r1 r2 r3 · · · rm−2 1 1 −1 0 1

r1 r2 r3 · · · rm−2 1 1 1 0 1


trong đó ci = [1 1 · · · 1]t1×ki

(1 ≤ i ≤ m−2). Xét định thức con D′ có được

bằng cách bỏ đi cột
∑m−2

i=1 ki + 4 của ma trận [At
Pow(Zpm) − JPow(Zpm) b]:

D′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 0 0 · · · 0 0 0 0 c1

B21 A22 0 · · · 0 0 0 0 c2

B31 B32 A33 · · · 0 0 0 0 c3

. . . . . . . . .

B(m−2)1 B(m−2)2 B(m−2)3 · · · A(m−2)(m−2) 0 0 0 cm−2

r1 r2 r3 · · · rm−2 −1 1 0 1

r1 r2 r3 · · · rm−2 1 −1 0 1

r1 r2 r3 · · · rm−2 1 1 −1 1

r1 r2 r3 · · · rm−2 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Bằng cách lấy dòng j trừ đi dòng
∑m−2

i=1 ki+4 với mọi 1 ≤ j ≤
∑m−2

i=1 ki+3,

ta thu được
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D′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A′
11 −B12 −B13 · · · −B1(m−2) −1 −1 −1 0

0 A′
22 −B23 · · · −B2(m−2) −1 −1 −1 0

0 0 A′
33 · · · −B3(m−2) −1 −1 −1 0

. . . . . . . . .

0 0 0 · · · A′
(m−2)(m−2) −1 −1 −1 0

0 0 0 0 0 −2 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 −2 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 −2 0

r1 r2 r3 · · · rm−2 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −8|A′

11| × · · · × |A′
(m−2)(m−2)| = −8(−2)k1 × · · · × (−2)km−2 ̸= 0.

Do đó,

rank[At
Pow(Zpm) − JPow(Zpm) b] =

m−2∑
i=1

ki + 4 > rank(At
Pow(Zpm) − JPow(Zpm)).

Theo Định lí 3.1.6 ta suy ra LK(Pow(Zpm)) có tính IBN.

Trường hợp 3: p = 3. Nếu m = 1 thì theo Hệ quả 3.1.10 và Ví dụ 3.1.15

ta được LK(Pow(Z3)) có tính IBN.

Giả sử rằng m ≥ 2. Khi đó |C(3m−1)| = 2 và |C(3m−k)| ≥ 6 với mọi

k = 2, · · · ,m. Khi đó, ta có ma trận [At
Pow(Zpm) − JPow(Zpm) b] có dạng



A11 0 0 · · · 0 0 0 0 c1

B21 A22 0 · · · 0 0 0 0 c2

B31 B32 A33 · · · 0 0 0 0 c3

. . . . . . . . .

B(m−2)1 B(m−2)2 B(m−2)3 · · · A(m−2)(m−2) 0 0 0 cm−2

r1 r2 r3 · · · rm−2 −1 1 0 1

r1 r2 r3 · · · rm−2 1 −1 0 1

r1 r2 r3 · · · rm−2 1 1 0 1


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trong đó Aii, Bij, ri và ci được xác định như trên. Lập luận tương tự Trường

hợp 2, ta có được

rank(At
Pow(Zpm) − JPow(Zpm)) =

∑m−1
i=1 ki + 2

< rank[At
Pow(Zpm) − JPow(Zpm) b] =

∑m−1
i=1 ki + 3.

Theo Định lí 3.1.6 ta suy ra LK(Pow(Zpm)) có tính IBN.

3.2 Đại số đường Leavitt thoả mãn tính UGN

Trong Mục 3.1, chúng tôi chưa thiết lập được một tiêu chuẩn thuần tuý

đồ thị trên E để LK(E) có tính IBN. Tuy nhiên, trong mục này chúng tôi

giải quyết được cho một trường hợp riêng. Nội dung chính của phần này

là cung cấp một điều kiện cần và đủ thuần tuý đồ thị trên E để LK(E) có

tính UGN (Định lí 3.2.14). Từ đó, chúng tôi chỉ ra rằng tính UGN và tính

IBN là tương đương trên các lớp đại số đường Leavitt của đồ thị Hopf (Hệ

quả 3.2.19) và đồ thị Cayley (Hệ quả 3.2.23). Mục này được viết dựa trên

các bài báo [16], [48] và [49].

Như chúng ta đã biết, với một trường K bất kỳ, mọi hệ sinh của một

K-không gian vectơ n chiều luôn có lực lượng từ n trở lên. Điều này nói

chung là không đúng đối với các môđun xạ ảnh hữu hạn sinh trên một

vành bất kỳ.

Định nghĩa 3.2.1. ([30, trang 2]) Một vành R có đơn vị được gọi là có

tính UGN (Unbounded Generating Number) nếu với mọi số nguyên dương

n tồn tại một R-môđun phải hữu hạn sinh không thể được sinh bởi n phần

tử. Một cách tương đương, với mỗi số nguyên dương m, mọi hệ sinh của

R-môđun phải tự do Rm có lực lượng không nhỏ hơn m.

Các vị nhóm được đề cập trong phần còn lại của Chương 3 đều được

trang bị quan hệ thứ tự như sau. Cho M là một vị nhóm giao hoán với

phép toán viết theo lối cộng. Ta định nghĩa một quan hệ ≤ trên M bằng

cách đặt

x ≤ y trong trường hợp tồn tại z ∈M sao cho x+ z = y.
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Khi đó, ≤ là một tiền thứ tự (thoả mãn hai tính chất phản xạ và bắc cầu).

Ta lưu ý sau đây một vài đặc trưng của tính UGN đã được đề cập trong

các tài liệu [28], [30] và [43].

Nhận xét 3.2.2. Các điều kiện sau đây là tương đương với mỗi vành R:

(1) R có tính UGN;

(2) với mỗi cặp số nguyên dương (m,n) và mọi R-môđun phải P , Rn ∼=
Rm ⊕ P kéo theo n ≥ m;

(3) với mỗi cặp số nguyên dương (m,n) m[R] ≤ n[R] trong V(R) kéo

theo m ≤ n;

(4) với mỗi A ∈Mm×n(R) và B ∈Mn×m(R), nếu AB = Im, thì n ≥ m.

Theo Nhận xét 3.2.2 (4) ta thu được tính UGN cũng là một điều kiện

có tính đối xứng trái - phải. Ngoài ra, sử dụng điều kiện (2) hoặc (3), ta

cũng dễ thấy rằng tính UGN kéo theo tính IBN. Tuy nhiên, điều ngược

lại là không đúng (xem, [43, Section 1A]).

Trong [29, Theorem 4.1], Cohn đã chứng minh rằng, vành R có tính

UGN khi và chỉ khi ta có thể định nghĩa được số chiều của các R-môđun

xạ ảnh hữu hạn sinh. Do đó, một thuật ngữ khác đôi khi được sử dụng

thay cho UGN là “điều kiện hạng (rank condition)” trong một số tài liệu

(xem, chẳng hạn, [43, Section 1C] và [36]).

Trên thực tế, không dễ dàng để kiểm tra xem một vành cho trước có

tính UGN hay không. Tuy nhiên, bổ đề sau đây cho phép chúng ta kiểm

tra tính UGN của một số lớp vành đặc biệt.

Bổ đề 3.2.3. ([43, Proposition 1.23]) Cho R và S là các vành có đơn

vị, f : R → S là một đồng cấu vành và S có tính UGN. Khi đó, R có

tính UGN.

Chúng tôi nhắc lại một số lớp vành có tính UGN theo [30].

Ví dụ 3.2.4. ([30, trang 3]) (1) Mọi vành chia đều có tính UGN.
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(2) Mọi vành giao hoán không tầm thường R đều có tính UGN.

(3) Cho R là một vành giao hoán. Khi đó, vành ma trận Mn(R) có tính

UGN.

(4) Mọi vành Noether đều có tính UGN.

Trong phần tiếp theo, chúng tôi chứng minh tính UGN là một bất biến

Morita trong lớp vành có đơn vị. Lúc đầu, chúng tôi chỉ ra rằng “tính UGN

là một bất biến Morita trong lớp các đại số đường Leavitt có đơn vị”. Khi

được thông báo về tính chất này, P. Ara nhận ra rằng điều này cũng đúng

đối với mọi vành có đơn vị (Định lí 3.2.8). Chúng tôi cảm ơn ông ấy vì đã

cho phép chúng tôi sử dụng kết quả này trong bài báo [16]. Để trình bày

lại kết quả trên, trước tiên, chúng tôi nhắc lại một số khái niệm cơ bản

cũng như thiết lập một số kết quả hữu ích.

Định nghĩa 3.2.5. ([27, Section 1]) ChoM là một vị nhóm giao hoán với

phép toán viết theo lối cộng.

(1) Ta gọi một phần tử u ∈M là vô hạn thực sự nếu 2u ≤ u trong M .

(2) Một phần tử d ∈M được gọi là một đơn vị theo thứ tự nếu với mỗi

x ∈M tồn tại một số nguyên dương n sao cho x ≤ nd.

(3) Một phần tử d ∈ M được gọi là có tính chất UGN (Unbounded

Generating Number) nếu, với mọi cặp số nguyên dương n, n′, nd ≤ n′d

trong M kéo theo n ≤ n′.

Bổ đề sau đây chỉ ra cách để kiểm tra tính UGN của một phần tử trong

vị nhóm giao hoán.

Bổ đề 3.2.6. Cho M là một vị nhóm giao hoán và d ∈ M . Khi đó, d

không có tính UGN khi và chỉ khi tồn tại số nguyên dương n để nd là vô

hạn thực sự.

Chứng minh. (=⇒) Giả sử rằng d không có tính UGN, nghĩa là, tồn tại

hai số nguyên dương m,n sao cho m > n và tồn tại x ∈M để md+x = nd.
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Đặt k := m− n > 0. Khi đó, ta có

(m+ k)d+ x = nd+ kd = md,

vì thế (m+ k)d+ 2x = nd. Bằng cách quy nạp, ta lập tức thu được rằng

(m + tk)d + (t + 1)x = nd với mọi số nguyên dương t. Do đó, không mất

tính tổng quát, ta có thể giả sử rằng m ≥ 2n. Khi đó,

2nd+ (m− 2n)d+ x = md+ x = nd,

nghĩa là, 2nd ≤ nd. Vì vậy, nd là vô hạn thực sự .

(⇐=) Suy ra từ định nghĩa.

Mệnh đề sau đây chỉ ra tính UGN là như nhau đối với mọi đơn vị theo

thứ tự trong vị nhóm giao hoán.

Mệnh đề 3.2.7. Cho M là một vị nhóm giao hoán và d1, d2 là hai đơn vị

theo thứ tự trong M và d1 có tính UGN. Khi đó, d2 có tính UGN.

Chứng minh. Giả sử rằng d2 không có tính UGN. Theo Bổ đề 3.2.6, tồn tại

một số nguyên dương n sao cho nd2 là vô hạn thực sự, nghĩa là, 2nd2 ≤ nd2.

Vì d1 là một đơn vị theo thứ tự trong M nên tồn tại một số nguyên dương

m sao cho u := nd2 ≤ md1 =: v. Ngoài ra, vì d2 là một đơn vị theo thứ tự

trong M nên tồn tại một số nguyên dương k sao cho v ≤ kd2.

Ta sẽ chứng minh rằng v ≤ u. Thật vậy, nếu k ≤ 2n thì ta có v ≤
kd2 ≤ 2nd2 ≤ nd2 = u. Ngược lại, tồn tại số nguyên dương nhỏ nhất t với

0 < k − tn ≤ 2n. Khi đó,

v ≤ kd2 = 2nd2 + (k − 2n)d2 ≤ nd2 + (k − 2n)d2 = (k − n)d2

= 2nd2 + (k − 3n)d2 ≤ nd2 + (k − 3n)d2 = (k − 2n)d2

.............

= 2nd2 + (k − (t+ 1)n)d2 ≤ nd2 + (k − (t+ 1)n)d2 =

= (k − tn)d2 ≤ 2nd2 ≤ nd2 = u.

Từ các lập luận trên ta được 2v ≤ 2u ≤ u ≤ v. Suy ra v cũng là vô hạn

thực sự. Do đó, theo Bổ đề 3.2.6 ta được d1 không có tính UGN.



99

Áp dụng Mệnh đề 3.2.7 ta thu được định lí sau đây chỉ ra rằng tính

UGN là một bất biến qua tương đương Morita của các vành có đơn vị.

Định lí 3.2.8. Cho R và S là các vành có đơn vị tương đương Morita và

R có tính UGN. Khi đó, S có tính UGN.

Chứng minh. Đặt Φ : MR → MS là hàm tử thể hiện sự tương đương giữa

hai phạm trù MR và MS. Khi đó, sự hạn chế ϕ = Φ|V(R) : V(R) → V(S)
là một đẳng cấu vị nhóm.

Ta chứng minh ϕ biến đơn vị theo thứ tự thành đơn vị theo thứ tự.

Thật vậy, giả sử [D] là một đơn vị theo thứ tự trong V(R), ta chứng minh

ϕ([D]) là một đơn vị theo thứ tự trong V(S). Lấy tuỳ ý [Q] ∈ V(S). Khi

đó, tồn tại [P ] ∈ V(R) sao cho ϕ([P ]) = [Q]. Do [D] là một đơn vị theo

thứ tự trong V(R) nên tồn tại số nguyên dương n sao cho [P ] ≤ n[D].

Khi đó, [Q] = ϕ([P ]) ≤ nϕ([D]). Suy ra ϕ([D]) là một đơn vị theo thứ tự

trong V(S).

Mặt khác, nếu d là phần tử có tính UGN trong V(R) thì ϕ(d) là phần

tử có tính UGN trong V(S). Thật vậy, giả sử n và n′ là các số nguyên

dương thoả mãn nϕ(d) ≤ n′ϕ(d). Khi đó, ϕ(nd) ≤ ϕ(n′d). Vì ϕ là đẳng

cấu nên ta được nd ≤ n′d. Do d là phần tử có tính UGN nên n ≤ n′. Vậy,

ϕ(d) là phần tử có tính UGN trong V(S).

Theo Nhận xét 3.2.2 (3), ta thu được rằng đơn vị theo thứ tự [R] của

V(R) có tính UGN. Từ hai đạt được ở trên về đẳng cấu ϕ, ta có ϕ([R])

là một đơn vị theo thứ tự của V(S) và ϕ([R]) có tính UGN. Theo Mệnh

đề 3.2.7, ta thu được đơn vị theo thứ tự [S] của V(S) cũng có tính UGN.

Theo Nhận xét 3.2.2 (3), ta thu được S có tính UGN.

Trong phần tiếp theo, chúng tôi cung cấp một điều kiện cần và đủ cho

tính UGN của đại số đường Leavitt. Để làm điều đó, trước tiên chúng tôi

áp dụng Định lí 1.3.12 và Nhận xét 3.2.2 (3) để đặc trưng tính UGN của

đại số đường Leavitt thông qua vị nhóm đồ thị ME.
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Hệ quả 3.2.9. Cho E = (E0, E1, r, s) là một đồ thị hữu hạn và K là một

trường. Khi đó, LK(E) có tính UGN khi và chỉ khi với mỗi cặp số nguyên

dương (m,n) và mọi [x] ∈ME, nếu m[
∑

v∈E0 v] + [x] = n[
∑

v∈E0 v] trong

ME thì m ≤ n.

Kết quả sau đây chỉ ra rằng một đồ thị phi nguồn hữu hạn và không chứa

chu trình nguồn luôn chứa một đỉnh là đáy của hai chu trình phân biệt.

Bổ đề 3.2.10. Cho E là một đồ thị phi nguồn hữu hạn và không chứa chu

trình nguồn. Khi đó, tồn tại một đỉnh v ∈ E0 sao cho v là đáy của hai

chu trình phân biệt và |r−1(v)| ≥ 2.

Chứng minh. Gọi v1 ∈ E0 là một đỉnh bất kỳ. Khi đó, vì v1 không là đỉnh

nguồn nên tồn tại e1 ∈ E1 sao cho r(e1) = v1. Đặt v2 := s(e1). Nếu v2 = v1

thì ta thu được một chu trình c = e1. Ngược lại, vì v2 không là đỉnh nguồn

nên tồn tại e2 ∈ E1 sao cho r(e2) = v2. Đặt v3 := s(e2) và ta tiếp tục lặp

lại quá trình này. Vì E là hữu hạn nên tồn tại số nguyên dương nhỏ nhất n

sao cho r(en) = vn và tồn tại i (1 ≤ i ≤ n) để s(en) = vi và c := en · · · ei+1ei

là một chu trình trong E.

Vì E không chứa chu trình nguồn nên tồn tại j ∈ {i, · · · , n} sao cho

|r−1(vj)| ≥ 2. Đặt f1 ∈ r−1(vj) sao cho f1 ̸= ej. Nếu s(f1) = vj thì vj là

đáy của hai chu trình phân biệt c và c′ := f1. Vậy vj là điểm cần tìm.

Ngược lại, vì w1 := s(f1) không là một đỉnh nguồn nên tồn tại f2 ∈ E1 sao

cho r(f2) = w1. Vì E là hữu hạn nên ta phải đi đến một trong hai trường

hợp sau:

Trường hợp 1: Tồn tại một số nguyên m sao cho r(fm) = wm−1 và tồn

tại k (1 ≤ k ≤ n) để s(fm) = vk. Chọn số m nhỏ nhất thoả mãn điều kiện
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trên. Khi đó, ta có

c′ =



ej−1 · · · ekfm · · · f1 nếu k < j,

fm · · · f1 nếu k = j,

ej−1 · · · eienen−1 · · · ekfm · · · f1 nếu k > j

là một chu trình có đáy tại vj, khác với chu trình c và |r−1(vj)| ≥ 2. Vậy

vj là điểm cần tìm.

Trường hợp 2: Tồn tại một số nguyên m sao cho r(fm) = wm−1 và tồn

tại ℓ (1 ≤ ℓ ≤ m− 1) để s(fm) = wℓ. Chọn số m nhỏ nhất thoả mãn điều

kiện trên. Khi đó, c1 := fm · · · fℓ là một chu trình trong E và c1 là phân

biệt với c. Bằng cách này ta tạo ra một dãy các chu trình c, c1, c3 · · · . Vì
E là hữu hạn nên ta phải đạt đến Trường hợp 1.

Sự tồn tại của loại đỉnh được mô tả trong Bổ đề 3.2.10 đóng vai trò chìa

khoá cho kết quả sau đây. Với mỗi cặp ma trận A = (aij) và B = (bij) ∈
Mm×n(Z), A ≤ B nghĩa là aij ≤ bij với mọi i = 1, · · · ,m và j = 1, · · · , n.

Bổ đề 3.2.11. Cho E = (E0, E1, r, s) là một đồ thị phi nguồn hữu hạn

và không chứa chu trình nguồn. Đặt n := |E0|. Khi đó, với mỗi số nguyên

dương a tồn tại một vectơ −→ma = [m1 ... mn] ∈ Nn sao cho mi ≥ a với mọi

i = 1, ..., n và

(At
E − In)

−→ma
t ≥ [a ... a]t.

Chứng minh. Theo Bổ đề 3.2.10, tồn tại một đỉnh w1 ∈ E0 sao cho w1 là

đáy của hai chu trình phân biệt, và |r−1(w1)| ≥ 2. Nếu E0 \ TE(w1) ̸= ∅
thì ta xét đồ thị con F = (F 0, F 1, r|F 1, s|F 1), trong đó F 0 := E0 \ T (w1)

và F 1 := r−1(F 0). Ta luôn có r−1
F (v) = r−1

E (v) với mỗi đỉnh v ∈ F 0. Suy ra

F là phi nguồn và không chứa chu trình nguồn.

Áp dụng Bổ đề 3.2.10, suy ra tồn tại w2 ∈ F 0 sao cho w2 là đáy của

hai chu trình phân biệt trong F và |r−1
F (w2)| ≥ 2. Nếu F 0 \ TF (w2) ̸= ∅,

ta lặp lại quá trình trên. Vì E hữu hạn nên quá trình này phải dừng lại
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sau hữu hạn (đặt là k) bước, tức là ta được tập đỉnh {w1, w2, ..., wk}. Ta
chứng minh Bổ đề bằng cách qui nạp theo k.

Với k = 1 ta có E0 = TE(w1). Bằng cách đặt tên lại tập đỉnh trong E0,

không mất tính tổng quát, ta giả sử rằng

E0 = {v1, v2, ..., vn}, v1 := w1 và |r−1(v1)| ≥ 2.

Với mỗi số nguyên dương a, ta chọn vectơ dòng −→ma := [m1 ... mn] theo

quy tắc sau:

- Đặt m1 := 3na.

- Với mỗi i ∈ {2, ..., n}, do E0 = TE(v1) nên ta có vi ∈ TE(v1) và do đó

tồn tại một đường p (có thể chọn chiều dài tối thiểu) sao cho s(p) = v1 và

r(p) = vi. Khi đó, ta xác định

mi := m1 − |p|a = (3n− |p|)a,

trong đó |p| là chiều dài của đường p.

Lưu ý rằng với |E0| = n ta luôn có 1 ≤ |p| ≤ n và mi ≥ 2na. Ngoài ra,

đối với bất kỳ j ∈ {2, ..., n}, luôn có vi ̸= vj để vj ∈ r(s−1(vi)), vì vậy tồn

tại i ∈ {1, ..., n} sao cho mj = mi − a.

Ta sẽ chứng minh rằng các véctơ −→ma đáp ứng tất cả các điều kiện của

Bổ đề, nói cách khác là (At
E − In)

−→ma
t ≥ [a ... a]t. Ta sẽ chỉ ra rằng

a1jm1 + ...+ (ajj − 1)mj + ...+ anjmn ≥ a với mọi j = 1, ..., n.

Trường hợp 1: j ∈ {2, ..., n}. Khi đó, vì vj ∈ T (v1) nên tồn tại một đỉnh

vi sao cho vj ∈ r(s−1(vi)) và vi ̸= vj. Như đã nói ở trên, tồn tại phần tử

i ∈ {1, ..., n} sao cho aij ≥ 1 và mj = mi − a. Có nghĩa là

a1jm1 + ...+ (ajj − 1)mj + ...+ anjmn ≥ aijmi + (ajj − 1)mj

≥ mi −mj = a.

Trường hợp 2: j = 1. Khi đó, vì |r−1(v1)| ≥ 2 nên tồn tại hai số

k, h ∈ {1, ..., n} sao cho ak1 ≥ 1 và ah1 ≥ 1. Nếu k ≥ 2 và h ≥ 2, ta có
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(a11 − 1)m1 + ...+ an1mn ≥ −m1 +mk +mh

≥ −3na+ 2na+ 2na = a.

Ngược lại, không mất tính tổng quát, ta giả sử k = 1 và h ≥ 2. Khi đó, ta

có a11 − 1 ≥ 0 và

(a11 − 1)m1 + ...+ ah1mh + ...+ an1mn ≥ mh ≥ 2a.

Như vậy Bổ đề đã được chứng minh với trường hợp k = 1.

Ta tiến hành theo quy nạp theo k. Cho k > 1, xét F = (F 0, F 1, r|F 1, s|F 1)

và G = (G0, G1, r|G1, s|G1) là các đồ thị con của E được định nghĩa bởi:

F 0 := E0 \ T (w1) và F
1 := r−1(F 0)

cùng với

G0 := T (w1) và G
1 := {f ∈ E1 | s(f), r(f) ∈ G0}.

Vậy, F và G đáp ứng các điều kiện tương tự như đồ thị E. Khi đó,

theo giả thuyết quy nạp, cho mỗi số nguyên dương a, tồn tại vectơ hàng
−→xa = [m1 ... mf ] ∈ Nf (mi ≥ a) và −→ya = [m′

1 ... m
′
g] ∈ Ng (m′

j ≥ a) sao cho

(At
F − If)

−→xat ≥ [a ... a]t

và

(At
G − Ig)

−→ya t ≥ [a ... a]t,

trong đó f = |F 0|, g = |G0|, AF và AG là các ma trận kề tương ứng với

các đồ thị F và G.

Ta viết ma trận (At
E − Ih) như sau:

At
E − Ih =

(
At

F − If A21

A12 At
G − Ig

)
.

Trong đó A12 và A21 là các ma trận con có kích thước thích hợp với phần

tử là những số không âm. Xét −→ma := [m1 ... mf m′
1 ... m

′
g] ∈ Nn. Khi đó,
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ta được

(At
E − In)

−→ma
t =

(
At

F − If A21

A12 At
G − Ig

)( −→xat
−→ya t

)
≥ [a ... a]t,

kết thúc chứng minh.

Định lí sau đây cung cấp điều kiện cần và đủ để đại số đường Leavitt

của một đồ thị phi nguồn hữu hạn có tính UGN.

Định lí 3.2.12. Cho E = (E0, E1, r, s) là một đồ thị phi nguồn hữu hạn,

K là một trường. Khi đó, LK(E) có tính UGN khi và chỉ khi E chứa một

chu trình nguồn.

Chứng minh. Ta biểu diễn E0 thành tập {v1, v2, · · · , vh} sao cho các đỉnh

chính quy của E xuất hiện dưới dạng v1, · · · , vz.

(⇐=) Giả sử rằng E chứa một chu trình nguồn c, ta chứng minh rằng

LK(E) có tính UGN bằng cách sử dụng Hệ quả 3.2.9. Giả sử m và n là

các số nguyên dương sao cho

m[
h∑

i=1

vi] + [x] = n[
h∑

i=1

vi] trong ME

với [x] ∈ME, ta chứng minh rằng m ≤ n. Ta viết x ∈ YE dưới dạng

x =

h∑
i=1

nivi,

trong đó ni (i = 1, ..., h) là số các nguyên không âm. Vì m[
h∑

i=1

vi] + [x] =

n[
h∑

i=1

vi] nên theo Mệnh đề 1.2.16, tồn tại hai chuỗi σ và σ′ được lấy từ

{1, ..., z} sao cho

Λσ(

h∑
i=1

(m+ ni)vi) = γ = Λσ′(n

h∑
i=1

vi),

trong đó γ ∈ YE. Lưu ý rằng, mỗi lần áp dụng đồng nhất thức Mj (1 ≤
j ≤ z) lên một phần tử của YE, kết quả mang lại là:
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(i) trừ 1 từ hệ số của vj;

(ii) cộng aji đến hệ số của vi (với 1 ≤ i ≤ h).

Với mỗi 1 ≤ j ≤ z, kí hiệu kj (tương ứng, k′j) là số lần mà Mj được áp

dụng trong trong Λσ (tương ứng, Λσ′). Ta thấy rằng

γ = Λσ(
h∑

i=1

(m+ ni)vi)

= ((m+ n1 − k1) + a11k1 + a21k2 + ...+ az1kz)v1

+((m+ n2 − k2) + a12k1 + a22k2 + ...+ az2kz)v2

+ · · ·
+((m+ nz − kz) + a1zk1 + a2zk2 + ...+ azzkz)vz

+((m+ nz+1) + a1(z+1)k1 + a2(z+1)k2 + ...+ az(z+1)kz)vz+1

+ · · ·
+((m+ nh) + a1hk1 + a2hk2 + ...+ azhkz)vh.

Mặt khác, ta có

γ = Λσ′(n
h∑

i=1

vi)

= ((n− k′1) + a11k
′
1 + a21k

′
2 + ...+ az1k

′
z)v1

+ ((n− k′2) + a12k
′
1 + a22k

′
2 + ...+ az2k

′
z)v2

+ · · ·
+ ((n− k′z) + a1zk

′
1 + a2zk

′
2 + ...+ azzk

′
z)vz

+ (n + a1(z+1)k
′
1 + a2(z+1)k

′
2 + ... + az(z+1)k

′
z)vz+1

+ · · ·
+ (n+ a1hk

′
1 + a2hk

′
2 + ...+ azhk

′
z)vh.

Với mỗi 1 ≤ i ≤ z, đặt mi := k′i − ki. Khi đó, so sánh hệ số của các phần
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tử {vi | 1 ≤ i ≤ h} trong YE, ta được hệ phương trình sau:

m− n+ n1 = (a11 − 1)m1 + a21m2 + ...+ az1mz

m− n+ n2 = a12m1 + (a22 − 1)m2 + ...+ az2mz

...

m− n+ nz = a1zm1 + a2zm2 + ...+ (azz − 1)mz

m− n+ nz+1 = a1(z+1)m1 + a2(z+1)m2 + ...+ az(z+1)mz

...

m− n+ nh = a1hm1 + a2hm2 + ...+ azhmz.

(3.3)

Bằng cách đánh số các đỉnh nếu cần thiết, ta có thể giả sử là c0 =

{v1, ..., vp}. Mỗi đỉnh trong c0 phát ra ít nhất một cạnh nên ta có mỗi

đỉnh trong {v1, · · · , vp} đều là đỉnh chính quy và |r−1(v)| = 1 với mọi

v ∈ {v1, · · · , vp}. Từ đó ta có các lưu ý sau:

- ai,i+1 = 1 cho 1 ≤ i ≤ p− 1;

- ap,1 = 1;

- aj,i+1 = 0 cho 1 ≤ i ≤ p− 1 và j ̸= i (1 ≤ j ≤ h); và

- aj,1 = 0 nếu j ̸= p (1 ≤ j ≤ h).

Trường hợp 1: p = 1. Khi đó, a11 = 1 và phương trình đầu tiên trong hệ

phương trình (3.3) trở thành

m− n+ n1 = (1− 1)m1 + 0m2 + · · ·+ 0mz = 0,

vì thế m− n = −n1 ≤ 0, hay m ≤ n.

Trường hợp 2: p ≥ 2. Khi đó, p phương trình đầu tiên của hệ phương

trình (3.3) được viết lại như sau:

m− n+ n1 = −m1 +mp

m− n+ n2 = m1 −m2

m− n+ n3 = m2 −m3

...

m− n+ np = mp−1 −mp.
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Cộng hai vế các phương trình ta được p(m − n) + (n1 + ... + np) = 0, do

đó p(m− n) = −(n1 + ...+ np) ≤ 0, hay m ≤ n.

Do đó, LK(E) có tính UGN.

(=⇒) Giả sử rằng E không chứa chu trình nguồn, ta sẽ chứng minh

rằng LK(E) không có tính UGN bằng cách sử dụng Hệ quả 3.2.9. Giả sử

m và n là hai số nguyên dương sao cho m > n. Ta sẽ chỉ ra sự tồn tại của

một phần tử x =
∑h

i=1 nivi ∈ YE sao cho

m[

h∑
i=1

vi] + [x] = n[

h∑
i=1

vi]

trong ME. Lập luận như trong chứng minh trên, ta thấy rằng ta có thể

tìm thấy các số nguyên không âm ni, kj và k
′
j (i = 1, ..., h và j = 1, ..., z)

sao cho

m− n+ n1 = (a11 − 1)m1 + a21m2 + ...+ az1mz

m− n+ n2 = a12m1 + (a22 − 1)m2 + ...+ az2mz

...

m− n+ nz = a1zm1 + a2zm2 + ...+ (azz − 1)mz

m− n+ nz+1 = a1(z+1)m1 + a2(z+1)m2 + ...+ az(z+1)mz

...

m− n+ nh = a1hm1 + a2hm2 + ...+ azhmz

(3.4)

trong đó mj := k′j − kj với j = 1, ..., z.

Ta áp dụng Bổ đề 3.2.11 để tìm các phần tử như vậy. Cụ thể, xét F là

đồ thị con của E được xác định bởi:

F 0 := {v1, ..., vz} và F 1 := r−1(F 0).

Nói cách khác, F là đồ thị được tạo ra từ E bằng cách bỏ đi các đỉnh

không chính quy. Cụ thể, ta có At
F là ma trận cỡ z × z sau đây:

At
F =


a11 ... az1

a12 ... az2
... · · · ...

a1z ... azz

 .
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Ngoài ra, ta lưu ý rằng z phương trình đầu tiên của hệ phương trình

(3.4) được biểu diễn bởi ma trận At
F − Iz. Ta thấy rằng F không chứa

các chu trình nguồn vì E không chứa chu trình nguồn. Áp dụng Bổ đề

3.2.11 cho đồ thị F và số nguyên dương a = m − n, tồn tại vectơ hàng
−→m = [m1 ... mz] ∈ Nz sao cho mj ≥ m− n với mọi j = 1, ..., z và

(At
F − Iz)

−→mt ≥ [m− n ... m− n]t.

Do đó, ta có

a1jm1 + ...+ (ajj − 1)mj + ...+ azjmz ≥ m− n.

Với mỗi j = 1, ..., z, đặt

nj := a1jm1 + ...+ (ajj − 1)mj + ...+ ahjmh − (m− n).

Với mọi j = z+1, ..., h, do vj không là đỉnh nguồn nên tồn tại i ∈ {1, ..., z}
sao cho aij ≥ 1, do đó với mỗi j,

a1jm1 + a2jm2 + ...+ azjmz ≥ aijmi ≥ mi ≥ m− n.

Khi đó, ta chọn số nguyên không âm nj (j = z + 1, ..., h) như sau:

nj := a1jm1 + a2jm2 + ...+ azjmz − (m− n).

Cuối cùng, các số nguyên dương kj và k
′
j (j = 1, ..., z) được chọn ngẫu

nhiên sao cho mj = k′j − kj với mọi j = 1, .., z. Khi đó, ta có thể kiểm

tra được rằng các số nguyên được xác định như trên thoả mãn hệ phương

trình (3.4) ở trên. Ta kết thúc chứng minh.

Bổ đề sau chỉ ra đại số đường Leavitt của đồ thị chứa đỉnh cô lập luôn

có tính UGN.

Bổ đề 3.2.13. Cho E là một đồ thị hữu hạn có chứa đỉnh cô lập và K là

một trường. Khi đó, LK(E) có tính UGN.
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Chứng minh. Giả sử rằng E chứa một đỉnh cô lập v. Khi đó, theo Mệnh

đề 1.3.10 (4), ta thu được LK(E) ∼= K ⊕ LK(E\v). Do đó, tồn tại phép

chiếu tự nhiên từ LK(E) lên K. Hiển nhiên, trường K có tính UGN. Vì

thế, theo Bổ đề 3.2.3 ta được LK(E) cũng có tính UGN.

Áp dụng các Định lí 2.2.14 và 3.2.12, chúng tôi cung cấp một tiêu chuẩn

thuần tuý đồ thị trên E sao cho LK(E) có tính UGN.

Định lí 3.2.14. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Gọi

E = E0 → E1 → · · · → Ei → · · · → Et = Esf

là dãy các đồ thị được sinh ra trong quá trình từng bước khử đỉnh nguồn.

Khi đó, LK(E) có tính UGN khi và chỉ khi tồn tại 0 ≤ j ≤ t để Ej chứa

một đỉnh cô lập, hoặc Esf chứa một chu trình nguồn.

Chứng minh. (=⇒) Giả sử rằng Esf không chứa chu trình nguồn và Ei

không chứa đỉnh cô lập với mọi 0 ≤ j ≤ t. Khi đó, Esf không là đồ thị

tầm thường Etriv. Vì thế, theo Định lí 2.2.14 (1) và (3), tồn tại một đồ thị

phi nguồn hữu hạn F sao cho

LK(E) ∼= LK(E(E
0
sf))

∼= LK(F ),

trong đó tồn tại một song ánh từ tập các chu trình nguồn của F đến tập

các chu trình nguồn của Esf . Vì F không chứa chu trình nguồn nên theo

Định lí 3.2.12 ta được LK(F ) không có tính UGN. Vì thế, LK(E) không

có tính UGN.

(⇐=) Giả sử tồn tại 0 ≤ j ≤ t để Ej chứa một đỉnh cô lập. Gọi k là số

các đỉnh thu trong E nhưng không thuộc E0
sf (gọi chúng là v1, · · · , vk) và

với mỗi 1 ≤ i ≤ k, gọi mi là số đường trong E kết thúc tại đỉnh thu vi.

Theo Định lí 2.2.14 (1), ta có

LK(E) ∼= Mm1+1(K)⊕ · · · ⊕Mmk+1(K)⊕ LK(E(E
0
sf)).

Khi đó, tồn tại phép chiếu tự nhiên từ LK(E) lên Mmk+1(K). Theo Ví dụ

3.2.4 (3) ta có Mmk+1(K) có tính UGN. Vì thế, theo Bổ đề 3.2.3 ta được

LK(E) có tính UGN.
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Mặt khác, giả sử rằng Ei không chứa đỉnh cô lập với mọi 0 ≤ j ≤ t.

Khi đó, Esf không là đồ thị tầm thường Etriv và Esf chứa một chu trình

nguồn. Vì thế, theo Định lí 2.2.14 (1) và (3), tồn tại một đồ thị phi nguồn

hữu hạn F sao cho

LK(E) ∼= LK(E(E
0
sf))

∼= LK(F ),

trong đó tồn tại một song ánh từ tập các chu trình nguồn của F đến tập

các chu trình nguồn của Esf . Vì F là đồ thị phi nguồn và chứa một chu

trình nguồn nên theo Định lí 3.2.12 ta được LK(F ) có tính UGN. Vì thế,

LK(E) có tính UGN. Ta kết thúc chứng minh.

Trong chứng minh trên, chúng tôi sử dụng Định lí 2.2.14. Tuy nhiên,

chúng tôi cũng có một cách chứng minh khác bằng cách sử dụng sự bảo

toàn tương đương Morita của phép khử đỉnh nguồn như sau.

Nhận xét 3.2.15. Dưới đây chúng tôi đưa ra một chứng minh trực tiếp

cho Định lí 3.2.14, không cần dùng cấu trúc của LK(E) trong Định lí 2.2.14.

(=⇒) Giả sử rằng Esf không chứa chu trình nguồn và Ei không chứa

đỉnh cô lập với mọi 0 ≤ j ≤ t. Theo Định lí 3.2.12 ta có LK(Esf) không có

tính UGN. Áp dụng Bổ đề 2.1.3 trong từng bước của quá trình khử đỉnh

nguồn ta thu được LK(E) tương đương Morita với LK(Esf). Vì thế, theo

Định lí 3.2.8 ta được LK(E) không có tính UGN.

(⇐=) Trong trường hợp tồn tại 0 ≤ j ≤ t để Ej chứa một đỉnh cô lập.

Ký hiệu j là số nhỏ nhất trong các số nguyên dương i và v là đỉnh cố lập

trong Ej. Khi đó, tại mỗi bước của quá trình khử đỉnh nguồn

E = E0 → E1 → · · · → Ej

mỗi đỉnh nguồn bị khử đều không là đỉnh cô lập (do tính nhỏ nhất của j).

Theo Bổ đề 2.1.3, ta thu được rằng các đại số LK(E), LK(E1), ... , LK(Ej)

là tương đương Morita với nhau. Theo Bổ đề 3.2.13 ta có LK(Ej) có tính

UGN. Do dó, theo Định lí 3.2.8 ta được LK(E) có tính UGN.

Mặt khác, giả sử rằng Ei không chứa đỉnh cô lập với mọi 0 ≤ j ≤ t.

Khi đó, Esf không là đồ thị tầm thường Etriv và Esf chứa một chu trình
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nguồn. Theo Định lí 3.2.12 ta được LK(Esf) có tính UGN. Áp dụng Bổ

đề 2.1.3 trong từng bước của quá trình khử đỉnh nguồn, ta thu được LK(E)

tương đương Morita với LK(Esf). Theo Định lí 3.2.8 ta được LK(E) có

tính UGN, kết thúc chứng minh.

Trong [40, Corollary 6.7], Koç và Özaydın đã chỉ ra rằng LK(E) có một

thương hữu hạn chiều không tầm thường khi và chỉ khi E thoả mãn các

điều kiện như trong Định lí 3.2.14. Như vậy, ta có một mối liên hệ như sau.

Hệ quả 3.2.16. Cho E là một đồ thị hữu hạn và K là một trường. Khi

đó, LK(E) có một môđun hữu hạn chiều không tầm thường khi và chỉ khi

LK(E) có tính UGN.

Từ Định lí 3.2.14, ta lập tức thu được một tiêu chuẩn để xác định các

đại số đường Cohn của các đồ thị hữu hạn có tính UGN.

Hệ quả 3.2.17. Cho E = (E0, E1, s, r) là một đồ thị hữu hạn và K là

một trường. Khi đó, đại số đường Cohn CK(E) có tính UGN khi và chỉ

khi E thoả mãn một trong các điều kiện sau đây:

(1) E chứa một đỉnh nguồn;

(2) E chứa một chu trình nguồn.

Chứng minh. (=⇒) Giả sử rằng E không thoả mãn cả hai điều kiện (1)

và (2). Theo Định lí 1.3.9 ta có CK(E) ∼= LK(F (E)), trong đó F (E) cũng

không thoả mãn cả hai điều kiện (1) và (2). Khi đó, theo Định lí 3.2.14 ta

được CK(E) ∼= LK(F (E)) không có tính UGN.

(⇐=). Nếu E chứa một chu trình nguồn thì từ cách xây dựng F (E)

trong Định lí 1.3.9, đồ thị F (E) phải chứa một chu trình như vậy và do

đó F (E)sf cũng chứa một chu trình như vậy. Khi đó, theo Định lí 3.2.14

ta được LK(F (E)) có tính UGN, do đó CK(E) cũng có tính UGN.

Tiếp theo ta xem xét trường hợp E chứa một số đỉnh nguồn v ∈ E0.

Nếu như v là một đỉnh thu thì v là một đỉnh cô lập trong F (E). Ngược

lại, vì v là một đỉnh nguồn trong E nên v′ là một đỉnh cô lập trong F (E).
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Do đó, trong trường hợp này, F (E) luôn chứa một đỉnh cô lập. Khi đó,

theo Định lí 3.2.14 ta được LK(F (E)) có tính UGN. Do đó, CK(E) cũng

có tính UGN.

Chúng ta đã biết tính UGN kéo theo tính IBN nhưng chiều ngược lại

nói chung là không đúng (xem [43, Section 1A]). Sử dụng Định lí 3.1.6 và

Định lí 3.2.14, chúng tôi thiết lập được nhiều ví dụ để chứng tỏ điều đó

trong lớp các đại số đường Leavitt.

Ví dụ 3.2.18. Cho K là một trường và E là đồ thị sau:

•x
$$
88

��

HH •y .

Khi đó, theo Định lí 3.2.14 ta được LK(E) không có tính UGN.

Mặt khác, ta có

[At
E − JE] =

(
1 0

2 0

)
và [At

E − JE b] =

(
1 0 1

2 0 1

)
.

Điều này kéo theo

1 = rank(At
E − JE) < rank([At

E − JE b]) = 2.

Theo Định lí 3.1.6 ta thu được LK(E) có tính IBN.

Ví dụ 3.2.18 cho thấy tính UGN là thực sự mạnh hơn tính IBN ngay

cả trong lớp các đại số đường Leavitt. Tuy nhiên, trong hệ quả sau đây,

chúng tôi chứng minh rằng những tính chất này là tương đương với nhau

trong lớp đại số đường Leavitt của các đồ thị Hopf hữu hạn.

Hệ quả 3.2.19. Cho G là một nhóm hữu hạn với hàm phân nhánh r =∑
C∈C rCC và K là một trường. Khi đó, các khẳng định sau đây là tương

đương:

(1) LK(ΓG,r) có tính UGN;
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(2) LK(ΓG,r) có tính IBN;

(3)
∑

C∈C rC |C| ≤ 1.

Chứng minh. (1) =⇒ (2). Hiển nhiên.

(2) =⇒ (3). Giả sử rằng LK(ΓG,r) có tính IBN và m :=
∑

C∈C rC |C| ≥ 2.

Ta viết

supp(r) = {C1, C2, · · · , Ck} và Ci = {ci1, ci2, · · · , cini
}.

Khi đó, ta có G = Gcij với mọi 1 ≤ i ≤ k và 1 ≤ j ≤ ni (vì G là một

nhóm hữu hạn) và mọi đỉnh g trong ΓG,r phát ra đúng rCi
cạnh đến đỉnh

gcij với mọi 1 ≤ i ≤ k và 1 ≤ j ≤ ni và g cũng chỉ phát ra các cạnh đến

gcij. Điều này kéo theo

[g] =
∑n1

j=1 rC1
[gc1j] +

∑n2

j=1 rC2
[gc2j] + · · ·+

∑nk

j=1 rCk
[gckj] trong MΓG,r

và

[
∑

g∈G g] =
∑n1

j=1 rC1
[
∑

g∈G gc1j] + · · ·+
∑nk

j=1 rCk
[
∑

g∈G gckj] trong MΓG,r
.

Vì G = Gcij với mọi 1 ≤ i ≤ k và 1 ≤ j ≤ ni nên ta thu được rằng∑
g∈G g =

∑
g∈G gcij với mọi 1 ≤ i ≤ k và 1 ≤ j ≤ ni,

vì thế,

[
∑

g∈G g] =
∑k

i=1 nirCi
[
∑

g∈G g] = m[
∑

g∈G g] trong MΓG,r
,

theo Nhận xét 3.1.2 (2) ta được LK(ΓG,r) không có tính IBN, một mâu

thuẫn. Do đó, ta phải có
∑

C∈C rC |C| ≤ 1.

(3) =⇒ (1). Nếu r = 0 thì ta có LK(ΓG,r) = K(G). Vì thế, theo Ví dụ

3.2.4 (1) ta có LK(ΓG,r) có tính UGN.

Xét trường hợp
∑

C∈C rC |C| = 1. Dễ thấy rằng nếu G là một nhóm hữu

hạn thì SG,r là một nhóm con của G. Theo Hệ quả 2.3.10 (2), ta thu được
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rằng LK(ΓG,r) = (M|SG,r|(K[x, x−1]))(G/SG,r). Vì thế, theo Ví dụ 3.2.4 (3) ta

có LK(ΓG,r) có tính UGN.

Gần đây, đại số đường Leavitt của các đồ thị Cayley được quan tâm

khảo sát trong [9], [10] và [17]. Như một ứng dụng của các Định lí 3.1.6

và 3.2.14, trong phần còn lại của chương này, chúng tôi khảo sát tính IBN

và UGN của các đại số đường Leavitt của các đồ thị Cayley liên kết với

các nhóm hữu hạn.

Định nghĩa 3.2.20. ([10, trang 1]) Cho G là một nhóm hữu hạn và S

là một tập sinh của G. Đồ thị Cayley của G ứng với tập sinh S là đồ thị

EG,S với tập đỉnh là {vg | g ∈ G} và ta nói có một cạnh từ vg đến vh trong

trường hợp tồn tại s ∈ S sao cho h = gs trong G.

Nhận xét 3.2.21. Nếu G là một nhóm giao hoán và S là một tập sinh

của G thì đồ thị Cayley EG,S của G ứng với tập sinh S chính là đồ thị

Hopf ΓG,r, trong đó r =
∑
s∈S

s.

Ví dụ 3.2.22. Đồ thị Cayley EG,S của các nhóm xyclic G = Zn (n ≥ 3)

ứng với tập sinh S = {1, j} (0 ≤ j ≤ n− 1), ký hiệu bởi Cj
n, là các đồ thị

bao gồm n đỉnh {v1, v2, · · · , vn} và 2n cạnh {e1, e2, · · · , en, f1, f2, · · · , fn}
sao cho s(ei) = vi, r(ei) = vi+1, s(fi) = vi và r(fi) = vi+j. Để rõ hơn, chúng

tôi vẽ hình ba đồ thị C0
4 , C

1
4 và C2

4 dưới đây.

C0
4 = •v1 //

55 •v2

��

ii

•v4

OO

55 •v3oo
ii

C1
4 = •v1 (2)

// •v2
(2)
��

•v3
(2)

OO

•v4
(2)
oo

C2
4 = •v1 //

��

•v2

��ww•v4

OO 77

•v3oo

YY

Chúng tôi kết thúc mục này bằng việc chứng minh rằng tính UGN và

tính IBN của đại số đường Leavitt của đồ thị Cayley của nhóm hữu hạn

là tương đương.

Hệ quả 3.2.23. Cho G là một nhóm hữu hạn với S là tập sinh và K là

một trường. Khi đó, các điều kiện sau đây là tương đương:
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(1) LK(EG,S) có tính UGN;

(2) LK(EG,S) có tính IBN;

(3) S chứa duy nhất một phần tử;

(4) EG,S là đồ thị bao gồm một chu trình cô lập với |G| đỉnh;

(5) LK(EG,S) ∼= M|G|(K[x, x−1]).

Chứng minh. (1) =⇒ (2). Hiển nhiên.

(2) =⇒ (3). Giả sử rằng LK(EG,S) có tính IBN và S chứa ít nhất hai

phần tử. Ta viết S = {g1, g2, · · · , gk} (k ≥ 2). Khi đó, với mỗi 1 ≤ i ≤ k,

ta lập tức có được

G = {ggi | g ∈ G} =: Ggi,

vì G là một nhóm hữu hạn.

Dễ thấy rằng mỗi đỉnh vg (g ∈ G) của EG,S đều phát ra đúng một cạnh

đến đỉnh vggi với mọi i = 1, · · · , k; và đỉnh vg cũng chỉ phát ra các cạnh

đến các đỉnh vggi. Điều đó suy ra

[vg] = [vgg1] + [vgg2] + · · ·+ [vggk] trong MEG,S
,

và do đó,

[
∑

g∈G vg] = [
∑

g∈G vgg1] + [
∑

g∈G vgg2] + · · ·+ [
∑

g∈G vggk] trong MEG,S
.

Ngoài ra, với mỗi 1 ≤ i ≤ k, do G = Ggi nên ta phải có [
∑

g∈G vg] =

[
∑

g∈G vggi] trong MEG,S
. Từ các lập luận trên, ta lập tức thu được rằng

[
∑

g∈G vg] =
∑k

i=1[
∑

g∈G vggi] = k[
∑

g∈G vg] trong MEG,S
,

theo Nhận xét 3.1.2 (2) ta được LK(EG,S) không có tính IBN.

(3) =⇒ (4). Nếu S = {g} (g ∈ G) thì G là một nhóm xyclic sinh bởi g

và do đó, mỗi đỉnh vgi (0 ≤ i ≤ |G|) phát ra duy nhất một cạnh đến đỉnh
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vgi+1, nghĩa là, đồ thị EG,S có dạng

•vg // •vg2

��
•vgn

OO

•vg3

Như vậy, EG,S là đồ thị bao gồm một chu trình cô lập với |G| đỉnh.

(4) =⇒ (5). EG,S bao gồm một chu trình không có lối ra với E0
G,S = G

và do đó, theo Hệ quả 2.2.16 ta có LK(EG,S) ∼= M|G|(K[x, x−1]).

(5) =⇒ (1). Lập tức được suy ra từ Nhận xét 3.2.4 (3).



KẾT LUẬN

Cho E là một đồ thị hữu hạn, K là một trường và Esf là đồ thị không

có đỉnh nguồn có được qua quá trình từng bước khử đỉnh nguồn từ E.

Trong luận án này, chúng tôi đạt được những kết quả sau đây:

(1) Chỉ ra rằng LK(E) tương đương Morita với tổng trực tiếp của

LK(Esf) và một số bản sao của K, đồng thời LK(E) đẳng cấu với tổng

trực tiếp của một số đại số ma trận trên K và LK(F ), trong đó F được

xây dựng tường minh từ Esf . Như một hệ quả, chúng tôi nhận lại kết quả

của Abrams, Pino, Molina [11] về cấu trúc của đại số đường Leavitt của

đồ thị hữu hạn không có lối ra.

(2) Chỉ ra rằng đại số đường Leavitt của đồ thị Hopf đẳng cấu với một

số bản sao của đại số đường Leavitt của một thành phần liên thông trong

đồ thị Hopf đã cho. Áp dụng kết quả này, chúng tôi chứng minh Giả thuyết

Abrams-Tomforde đúng cho một số lớp đồ thị Hopf.

(3) Đưa ra các tiêu chuẩn trên ma trận kề của E và Esf để LK(E) có

tính IBN. Sử dụng tiêu chuẩn này, chúng tôi nhận lại được kết quả của

Abrams, Kanuni [13] về tính IBN của đại số đường Cohn.

(4) Cung cấp một tiêu chuẩn thuần tuý đồ thị trên E sao cho LK(E) có

tính UGN. Từ đó, chúng tôi chỉ ra rằng tính UGN và tính IBN là tương

đương trên các lớp đại số đường Leavitt của đồ thị Hopf và đồ thị Cayley.
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