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Luan 4n nghién citu vé tuong duong Morita clia cac dai s6 duong Leavitt
va 1ing dung ctia n6. Cac két qua chinh mo ta cau tric clia dai s6 duong
Leavitt clia mot do thi hitu han thong qua qua trinh ting budc khit dinh
nguon, chitng minh Gia thuyét Abrams-Tomforde ding cho mot s6 16p do
thi Hopf va thiét lap cac tieu chuan vé tinh IBN, UGN cho dai s6 dudng

Leavitt ctia mot do thi hitu han.
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ABSTRACT

The dissertation studies about Morita equivalence of Leavitt path al-
gebras and its applications. The main results provide the structure of the
Leavitt path algebra of a finite graph via some step-by-step process of
source eliminations, prove that Abrams-Tomforde’s conjecture hold for
some classes of Hopf graphs and give the criterions for the Leavitt path

algebra of a finite graph with coefficients in a field has IBN, UGN property.
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L.OI CAM ON

Trude hét, toi xin bay t6 long biét on vo han dén thay huéng dan, PGS.
TS. Tran Giang Nam. Thay luon tan tinh, chu ddo va kién nhan diu dat
toi tit nhiing buéc chap chitng dau tién trén con duong khoa hoc. Long
nhiét tinh nghién ctu khong ngtng nghi ctia thay da gay an tugng va sé

luon anh hudng sau sic dén toi.

To6i xin cAm on cac thanh vién tham dy Xémina hang tuan cta lién
phong Dai s6 va Ly thuyét s6, Vien Toan hoc vé nhiing nhan xét va gop
¥ hiéu qua cho cac nghién cttu cua toi trong qua trinh hoc tap tai Vién.
Dic biét, toi xin cam on GS. TSKH. Pham Ngoc Anh, ngudi da chi bao
rat nhiéu diéu bo ich vé dai s6 dudng Leavitt va c6 nhitng dé xuat quy

bau vé cac két qua nghién ctiu clia toi trong Luan an.

Ngoai ra, toi xin gt 10i cdm on t6i cac dong nghiép tai Khoa Su pham
Toan - Tin, Truong Dai hoc Dong Thap da gitp do toi rat hieu qua trong

su6t nhitng nam lam nghién citu sinh ciia toi.

Toi chan thanh cam on Quy doi méi sang tao ctia Tap doan Vin Group
(VINIF) da cidp mot hoc bong ngdn han cho viéc hoc Tién si ciia toi.
Nghién citu lien quan dén luan an nay ducgc hd trg mot phan béi Quy
Phat trién Khoa hoc va Cong nghe Quoc gia Viet Nam (NAFOSTED),
Vién Nghién cttu Cao cap veé Toan (VIASM), Bo Gido duc va Dao tao Viet
Nam va Truong Dai hoc Dong Thap.

Toi cling xin cam on cac anh chi nghién cttu sinh tai Vién Toan hoc vé
nhitng trao déi, hd trg, chia sé trong khoa hoc ciing nhu trong cudc séng.
Cudi cuing, toi xin bay to6 long biét on tdi gia dinh, dic biet 1a vo va cac
con cua toi, da luén yéu thuong, dong vién, ho tr¢ va mong moéi téi hoan

thanh luan an.
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MG DAU

Mot do thi (c6 huéng) 1a mot bo E = (E°, Bl r,s) bao gom tdp dinh
E°, tap canh E', cing v6i hai anh xa r, s : B} — E°. Céc dinh r(e) va
s(e) tuong ting dugc goi 1a ngon v goc clia canh e. Cho K 1a mot truong.
Dai s6 duong Leavitt Ly (E) ctia do thi E v6i he s6 trén truong K da
duge gidi thieu mot cach doc lap bdi hai nhém tac gia Abrams, Aranda
Pino [6] vao nam 2005 va Ara, Moreno, Pardo [23] vao nam 2007. Abrams
va Aranda Pino sau d6 da md rong dinh nghia trong [8] cho céc do thi
dém dugce. Dai s6 dudng Leavitt 14 md rong ciia dai s6 Leavitt Ly (1,n)
(duge gidi thieu boi Leavitt [45] vao nam 1962) va dong thai chita nhieu
16p dai s6 thu vi khac nhu dai s ma tran, dai s da thic Laurent, dai s6
Jacobson,... Thém nita, dai s dudng Leavitt ciing c6 thé duge xem nhu
mot phién ban dai s6 clia C*-dai s6 do6 thi (cho E 13 mot do thi c6 hudng,
C*-dai 56 do thi C*(E) cta E da ducc gidi thieu béi Kumjian, Pask va
Raeburn [41] vao nam 1998). Trong sudt hai thap ky qua, dai s6 duong
Leavitt da tré thanh mot chi dé nghién cttu soi dong trong nganh dai s6
két hop va thu hut dude su quan tam ctia nhiéu nha toan hoc thuoc céac
linh vuc khéc nhau. Dé biét thém lich sit, cdc thanh tuu va mot sé van deé
md cltia dai s6 duong Leavitt, chtiing toi gidi thieu dén ngusi doc bai viét

tong quan [3] cia Abrams.

Hai vanh R va S dugc goi 1a tuong duong Morita, ky hieu R ~yg S, néu
hai pham trit moédun phai trén ching la tuong duong. Mot trong nhiing
van dé mdé rat dude quan tam nghién cttu trong linh viyc dai s6 duong
Leavitt 1a phan loai sai khac tuong duong Morita cac dai s6 duong Leavitt
dya trén cac bat bién dé tinh toan tit do thi, dugc goi ¥ bdi chuong trinh
Elliotts vé phan loai cac C*-dai s6 thong qua K-ly thuyét. Day 14 mot van

dé nghién cttu hap dan khong chi dbi v6i cac nha dai s6 ma ca cac nha giai
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tich vi n6 gitp giai thich mot s6 hién tugng chua ro rang trong 1y thuyét

dai s6 cac toan ti.

Hai do thi £ va F dudc goi la tuong duong dong néu E c6 thé nhan dudc
tit I thong qua céc phép bién doi do thi (S), (0), (I) va (R) duge gisi thieu
trong quyén sich [46] ctia D. Lind va B. Marcus. Cho R 1a mot vanh c¢6 don
vi dia phuong, ta goi V(R) la tap cdc ldp dang cau (ky hieu béi [P]) clia
cic R-modun phdi xa anh hiu han sinh. Khi d6 V(R) 1a mot vi nhém giao
hoan véi phép toan cadm sinh tit phép cong triuc tiép cac R-modun. Nhom
Grothendieck cia R, ky hieu Ky(R), 1a nhom Grothendieck ctia vi nhém
V(R). Trong [4, Theorem 2.8, Propositions 4.1, 4.2], Abrams, Anh, Louly
va Pardo da chi ra rang néu F va F 1a cac do thi hitu han khong c6 canh
song song (cac canh trong mot do thi duge goi 1a song song néu ching c¢6
cuing dinh ngon va dinh gbc) sao cho Lg(E), Lx(F) 1a don vo han thuan
tuy, |E°| = |F°| < 3 va ton tai mot dang cau ¢ : Ko(Lg(E)) — Ko(Lg(F))
thod man ¢([Lx(E)]) = [Lx(F)] thi Lg(F) = Lg(F) va E duge dua vé F
thong qua phép bién ddi (O).

Trong [14], Abrams, Louly, Pardo va Smith da chi ra rang néu F tuong
duong dong v6i F thi Li(F) ~yg Li(F). Ngoai ra, bang cach a4p dung
Dinh Ii Franks [33, Theorem 1], cic tac gia thu duge rang néu F va F la
cac do thi hitu han sao cho Lg(FE) va Lg(F) la don vo han thuan tuy,
det(I — Ag) = det(I — Ap) va ton tai mot dang cau ¢ : Ko(Lg(E)) —
Ko(Lg(F)) thi Lg(E) ~yg Lg(F) va E tuong duong dong véi F. Néu
them dieu kién rang ¢([Lk(E)]) = [Lx(F)] thi ta duge Lk (E) = Lg(F).

Trong [52, Theorem 8.6], Ruiz va Tomforde da chiing minh ring néu
E va F 1a d6 thi hitu han dinh v6i vo han canh sao cho Lg(E) va Ly (F)
12 hai vanh don vo han thuan tuy thi Lg(E) ~yr Li(F) khi va chi khi
Ko(Lg(E)) =2 Ko(Lg(F)) va s6 dinh ky di cia E bang s6 dinh ky di cta
F'. Hon nita, trong truong hop nay, E tuong duong dong véi F.

Ngoai ra, cac nd luc nghién citu cho van dé phan loai sai khéac tuong

duong Morita ctia dai s6 duong Leavitt cling nham gidi quyét gid thuyét



tuong duong Morita duge Abrams va Tomforde néu ra trong [18] nhu sau.
Nhic lai rang véi hai C*-dai s A va B, ta noéi A tuong duong Morita manh
v6i B, k¥ hieu A ~gyrp B néu A tuong duong Morita v6i B nhu cac vanh.

Gia thuyét Abrams-Tomforde: ([18, Section 9]) Cho E va F la cdc

Gia thuyét tréen da dugc chiing minh cho mot s6 truong hgp rieng nhu
sau. Trong [18], Abrams va Tomforde da ching minh gi& thuyét tren 13
dtng cho 16p do thi khong chita chu trinh va 16p do thi hitu han bac ra ma
dai s6 duong Leavitt lien két 1a don. Gan day, trong [32], Eilers, RestorfT,
Ruiz va Sgrensen da ching minh Gid thuyét Abrams-Tomforde 1a ding
cho 16p do thi c¢6 tap dinh hitu han bang cach sit dung mot sé6 phép bién
doi do thi.

Muc tiéu dau tién ctia luan an nay 14 quan tam van deé sau.

Van dé 1. Tim méi lién hé giita hai do thi E va F sao cho
Lg(E) ~yE Lg(F).

Bén canh do, viec 4p dung tuong duong Morita dé nghién citu cau tric
ctia dai s6 duong Leavitt cling 1a mot chu dé rat dudc quan tam. Abrams,
Pino [8] da khdi xuéng cho huéng nghién cttu nay bang cach si dung
Iy thuyét tuong duong Morita dé mo ta ciu tric ctia cac dai s6 dudng
Leavitt don, dai s6 duong Leavitt nita nguyén td va dai s6 duong Leavitt
ntta nguyeén thity. Kog, Ozaydim [40] ing dung tuong duong Morita dé dic
trung cho cac dai s6 duong Leavitt c6 mot biéu dién hitu han chiéu khong
tam thuong. Trong luan an nay, ching toi muén tng dung tuong duong
Morita dé mo ta cac dai s duong Leavitt c¢6 tinh IBN. Mot vanh R dude
goi 14 ¢ tinh IBN néu ching ta c6 thé dinh nghia dude s6 chiéu ciia cac
R-mo6dun tu do hitu han sinh.

Néi chung 1a khong dé dé xac dinh tinh IBN cfia mot vanh cho trude.
Tinh IBN ciia cac dai s6 duong Leavitt da dudc nghién cttu bdi nhiéu tac
gia. Cho K 1a mot truong va £ 1a mot do thi. Dai s6 duong Cohn ciia do
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thi E v6i he s6 tren K, ky hieu Ok (F), 1a mot truong hop rieng clia dai s6
dudng Leavitt. Abrams va Kanuni [13, Theorem 9] da chi ra rang Cx(E)
luon thoa méan tinh IBN. Dya vao Ky-nhém, Kanuni va Ozaydm trong
[38, Theorem 13] da chi ra rang véi mot do thi hitu han £ = (E°, Bt r, s),
Lk (FE) c6 tinh IBN khi va chi khi ), _ o v khong thuoc vao Q-khong gian
vectd sinh béi he {w — > yr(e) | w e EY s7Hw) # 0}. Kanuni,

Barquero, Gonzalez va Siles Molina [37] da xac dinh dugc tat ca cac dai

ees~Hw

s6 duong Leavitt cia dd thi hai dinh ¢6 tinh IBN. Koc va Ozaydin trong
[40, Corollary 6.9] da chiing minh rang dai s6 dudng Leavitt clia cac do
thi hitu han ma méi dinh thudc nhiéu nhat mot chu trinh c¢6 tinh IBN.
Tuy nhién, dén thoi diém hién tai, vAn chua c6 mot tieu chuan thuan tuy

do thi tren E sao cho Ly (FE) c¢6 tinh IBN.

Muc tieu thi hai ctia luan an nay 1a khao sat van de dudi day.

Van dé 2. Tim cac diéu kién thuan tuy do thi trén E sao cho Lx(E)
c6 tinh IBN.

B cuc luan an chia lam ba chuong. Chuong 1 chuan bi cac kién thic
can thiét vé tuong duong Morita, do thi va dai s6 duong Leavitt. Chuong
2 va Chuong 3 lan luot trinh bay cac két qua vé Van dé 1 va Van dé 2.

Sau day la gidi thieu ngan gon vé cac két qua nay.
Cho E 1a mot do thi hitu han, K 14 mot trudng va Eqf la do thi khong
c6 dinh nguon c6 dugc qua qua trinh ting budc khit dinh nguon tu E.

D4i v6i Van dé 1. Dau tien, chiing toi chi ra ring Lg (E) tuong duong
Morita vé6i tong truc tiép ctia Ly (Esy) va mot sé ban sao ctia K. Két qua
nay cho phép ching ta quy viéc nghién cttu Lg(FE) vé viéc nghién citu
Li(Esf).

Dinh 1i 2.1.6. Cho E la mot do thi hitu han va K la mot truong. Goi
E=Fy—F — - —E —-— E =Fg

la day cac do thi dugc sinh ra trong qud trinh tung budc khit dinh nguon.
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Khi d6, Lg(F) ~yg K*® Li(Esf), trong dé s la s6 cdc dinh thu trong E
nhung khong thuoc ng.

St dung cac phép bién ddi do thi da biét, chiing toi chi ra rang Lg (F)
ding cau véi tong tric tiép ciia mot s6 dai sé6 ma tran trén K va L (F),
trong d6 F' dugce xay dung tudng minh tit Esr. Ching toi nhic lai mot s6
khai niem nhu sau. Cho F = (E°, E',r,s) 1a mot do thi va ¢ 1a mot chu
trinh trong E. Ta goi ¢ 1a chu trinh nguon néu |r~(v)| = 1 v6i moi dinh
v € *. Ta néi rang tap con H C E° 1a di truyén néu v6i moi v € H va
w € EY v > w kéo theo w € H. Cho H 1a mot tap con di truyen cua E°.
Xét tap hop

FH)={a|a=-eciey---en,e1,60,-- e, € B 5(e,) & H,r(e,) € H}.
Goi F(H) = {a | a € F(H)}. Ta dinh nghia d6 thi E(H) chinh la
(H,s Y(H),s,r) cung v6i cac dinh nguon o € F(H) v6i duy nhat mot
canh @ tit o dén r(a).

Dinh 1i 2.2.14. Cho E la mot do thi htu han va K la mot truong. Goi

E=Fy—F —- = E = — E=Fg

day cdc do thi duge sinh ra trong qud trinh ting budc khi dinh nguon. Khi
do, cac khang dinh sau day la ding:

(1) LK(E) = Mm1+1(K) D--- @Mmk—kl(K) s> LK(E(ng))a trong do k la
so cdc dinh thu trong E nhung khong thuoc ng (goi ching la vq,--- ,vg)
va voi moi 1 < i <k, my; la 50 cdac duong trong E két thic tai dinh thu v;;

(2) Vai moi dinh v € EY;, goin, la so cic duong trong E két thic tai
v. Néun, =n vdi moiv € ng tha LK(E(ng)) = Mpi1(Li(Esy));

(3) Néu Ess khong phdi la do thi tam thuong thi ton tai mot do thi hiu
han khong chia dinh nguon F thod man cdc dieu kién sau day:

(i) Li(F) = Lr(E(E)));
(i1) Ton tai mot song dnh gitda tdp cdc chu trinh trong F va tdp cdc
chu trinh trong E. Ddc biét, F khong cé 16i ra khi va chi khi E khong co

07 ra,
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(i13) Ton tai mot song danh gita tdp cdc chu trinh nguon trong F va

tap cdc chu trinh nguon trong Eg.

Ap dung Dinh i 2.2.14, chtung toi nhan lai duge két qué ctia Abrams,
Pino, Molina [11] vé cdu tric cta dai s duong Leavitt ctia do thi khong
c6 16i ra.

Hé qua 2.2.16.([11, Theorems 3.8]) Cho E la mot do thi hiu han
khong c6 16i ra va K la mot truong. Goi {c1,- -+ ,ci} la tdp cdac chu trinh

va {vy, -+, v} la tap cdc dinh thu trong E. Khi dé, Lig(E) ding ciu vdi
2 ¢
(@ Mmi+1(K)) D (@ Mﬂj"'l(K[x? x_l]))7
i=1 j=1

trong dé voi moi 1 < i <k, m; la s0 cac duong két thic tai dinh thu v; va
vdi moi 1 < j </, n; la so cdc duong két thic tai mot dinh co dinh (chon
trudc tuy y) cia chu trinh ¢; ma khong chia chu trinh do.

Chung toi nhac lai khai niem do thi Hopf da duoc gidi thieu bdi Cibils
va Rosso trong [26]. Cho G 13 mot nhom va C 1a tap tat ca cac 16p lien hgp
cua G. Ta goi mot ham phan nhanh cia G la mot anh xa v: C — N. Ta

con ¢6 thé viét ham phan nhanh dudi dang tong hinh thic v = 3 v C,
cec
trong dé te = t(C). Gid cta v 1a tap hop supp(t) = {C € C | t¢c > 0}. Do

thi Hopf lién két vdi cap (G, t), ky higu T'g,, 13 do thi c6 tap dinh F%,t =G
va ¢6 te canh tit 2 dén xc voi moi x € G va ¢ € C. Goi Sg, 1a nita nhom
con cua G sinh bdi tap UOESupp(t) C. Ta dinh nghia Ag, 1a do thi con cta
[ sau day: néu v = 0 thi Ag, 1a do thi tam thudng, ngugc lai

AG,t = (AOG,ta Aé,t’ TIA%;’Q S‘Aé’t%
trong do AOG’t ;= (Sg.) va A1G7t = r‘l(Agt).

Ta dinh nghia Ag . 1a do thi con ctia I'g, sau day: néu Sg, khong phai

14 vi nhém con ctia G thi Ag, 1a do thi tam thudong, ngugc lai

Agr = (A%,tv AlG,t’ TlA};Ju S‘Agvt%

trong do A%’t := G(Sg) 1a nhém con 16n nhat clia G duge chita trong Sg
AL = (A ) s (AL
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Ta ky hiéu b6i Sa,,, tap hop tat ca cac thanh phan lien thong manh
(xem trang 19) clia Ag.. V6i moi II € Sa,,,, ta ky hicu I1° 14 tap cac dinh
trong II. Hién nhién Saq. 1a mot tap sap thi tu bo phan bdi quan he >
xéc dinh nhu sau: véi moi Iy, Il € Sa,,,, II; > I, néu ton tai v € IIY va
w € I dé v > w. Sa,, dude goi la tap dinh hudng zudng néu véi moi
IT;, Iy € Sa,,, ton tai II3 € Sa,,, sao cho I} > II va I, > IIs. Trong
dinh 1 sau, chting t6i mo ta cau tric cla cac do thi Hopf va dai s6 duong
Leavitt cua chung.

Pinh li 2.3.9. Cho G la mot nhom vdi ham phan nhanh v =)o tcC
va K la mot truong. Khi do, cac khang dinh sau day la ding:

(1) Agy la mot thanh phan lién thong clia Tg, va Tg, = iEGI/_IAOGVtQi,
trong dé Q; ddng cdu vdi Ag. nhu cac do thi;

(2) Ag.e la mot thanh phan lién thong manh cia Ag, va 11 = Ag, nhu

cac do thi vdi moi thanh phan lién thong manh 1 cia Ag,.. Hon nia,

|AG /AL, ] néu Sg, 1a mot vi nhém con cita G

‘SAG,t‘ -

A truong hop con lai;

(3) Ag la mot thanh phan lién thong manh cia Tg, khi va chi khi
t =0 hodc Sg. la mot nhém con ciia G. Nhu mot hé qud, néu S, la hiu
han thi Ag, la mot thanh phan lién thong manh cia T

(4) Néu théem ring G la giao hodn thi (Sa,.,>) la dinh hudng zuong;

(5) Li(Tgr) = Lig(Agy) @A),

Ap dung Dinh 1i 2.3.9, ching t6i chi ra Gi4 thuyét Abrams-Tomforde
dtng cho mot s6 16p do thi Hopf.

Dinh 1i 2.3.19. Gid thuyét Abrams - Tomforde ding cho cdc lép do thi
Hopf lién két vdi cdc cap (G,t) sao cho G la nhém dém dugc va mot trong

cic dieu kien sau day duoc thod man:

(1) Sgr khong la vi nhom con cia G.

(2) ZC’GC tC‘C| <L



(3) Socetel] > 2, Sae =G,
(4) G la mot nhom hiu han.

P6i v6i Van dé 2. Dau tién, ching toi cung cap mot tieu chuan cho
tinh IBN clia Li(F) dya trén ma tran ke ciia E. Két qua nay 1a mot dang
ma tran cta [38, Theorem 13] da dugc dé cap & trén. Trong [38], Kanuni
va Ozaydm chiing minh dya vao Ky-nhom. O day, ching t6i ching minh
bang cach duya vao vi nhém do6 thi va 1y thuyét vé heé phuong trinh tuyén
tinh. Chung to6i ky hieu Ag 14 ma tran ké ciia do thi £ va X' 1a ma tran
chuyén vi clia ma tran X. V6i mot dinh v € E° ta goi v 1a dinh chinh quy

néu 0 < |s71(v)| < 0.

Dinh 1i 3.1.6. Cho E la mot do thi hitu han vdi tap dinh {v; | 1 < i < h}

sao cho cac dinh chinh quy la vy, -+ ,v,. Dat

Jp = <Io 8) e My(N), b=[1 - 1] € My (N),

va [AL, — Jg U] la ma tran c6 duge ti AL, — Jg bing cdach thém vao cot b.
Cho K la mot truong. Khi do, Li(E) co tinh IBN khi va chi khi

rank(A’ — Jg) < rank([A% — Jg b]).

Stt dung phép khit dinh nguon trén do thi va cac Dinh 1i 2.2.14, 3.1.6,
chiing toi cung cap mot tieu chuan dua trén qua trinh khit dinh nguon va
ma tran ké ctia Egy cho tinh IBN ctia Li(FE).

Dinh 1i 3.1.8. Cho E la mot do thi hitu han va K la mot truong. Goi
E=Fy—F — =L —-—F,=FEg

la day cac do thi dugc sinh ra trong qud trinh tung budc khi dinh nguon.
Dat {vy,ve, -+ ,up} la tap dinh cia ng va n; s6 duong trong F(ng) két
thic tai dinh v;. Khi do, Li(E) c6 tinh IBN khi va chi khi mot trong cdc

dieu kien sau thoa man:

(1) Ton tar 0 <i<p dé E; chita mot dinh co lap.
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(2) rank(AtEsf —Jg,) < rank([AfEsf — Jg, V), trong do V' = [1 +
ni, -, 14+ ng)t va [AtESf — Jg,, V] la ma tran cé duge ti AtESf — JE,, bang

cach thém vao cot .

Ap dung Dinh If 3.1.6 v 3.1.8, ching toi cung cAp mot didu kien di
thuan tuy do thi tren F sao cho Li(F) ¢6 tinh IBN.

Hé qua 3.1.10. Cho E la mot do thi hitu han va K la mot truong. Goi
E=Fy—F — - —E —-— E =Fg

la day cac do thi dugc sinh ra trong qud trinh tung budc khit dinh nguon.
Khi dé, néu ton tai 0 < i<t dé E; chita mot dinh co lap, hoac Egr chia
mot chu trinh nguon thi Li(E) cé tinh IBN.

Ching toi nhan lai duge két qua ciia Kog v Ozaydin [40] chi ra dai sb
duong Leavitt ciia cadc do thi hitu han ma mdi dinh thuoc nhiéu nhat mot
chu trinh thi c6 tinh IBN.

Hé qua 3.1.11. ([40, Corollary 6.9]) Cho K la mot truong va E la
mot do thi hitu han ma moi dinh thuoc nhiew nhat mot chu trinh. Khi do,

Li(E) c6 tinh IBN.

Chting toi ciing nhan lai duge két qua ctia Abrams va Kanuni [13] chi

ra rang dai s6 duong Cohn luon théa méan tinh IBN.

Heé qua 3.1.12. ([13, Theorem 9]) Cho E la mét do thi hitu han va K
la mot truong. Khi do, Ck(FE) cé tinh IBN.

Chtng ta da biét tinh IBN khong bdo toan qua tuong duong Morita
(xem [43, Exercise 11, trang 502]). Ap dung Dinh li 3.1.8, ching ta c6
thé xay dung nhiéu vi du cho thay tinh IBN khong phai 14 mot bat bién
Morita trong 16p dai s6 duong Leavitt.

Heé qua 3.1.13. Tinh IBN khong phdi la mot bat bién Morita trong lép
dai s6 duong Leavitt.

Trong luan an nay, ching toi chua giai quyét duge tron ven Van dé 2.

Tuy nhién, ching toi gidi quyét dugc mot phan van dé trén thong qua dac
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trung tinh UGN ctia dai s6 duong Leavitt. Mot vanh R dugc goi 1a c6 tinh
UGN néu véi mdi s6 nguyen duong m, moi hé sinh clia R-modun phai tu
do R™ ¢6 lyc lugng khong nhé hon m. Trong [29], Cohn da chi ra rang R
c6 tinh UGN khi va chi khi ta c6 thé dinh nghia dudc sé chiéu ctia cac
R-modun xa anh httu han sinh. M6i vanh ¢é tinh UGN thi luon thod man
tinh IBN nhung chiéu ngugc lai néi chung 14 khong ding (xem [43, Section
1A]). Ngugc lai v6i tinh IBN, chiing t6i chiing minh tinh UGN bao toan
qua tuong duong duong Morita.

Dinh 1i 3.2.8. Cho R va S la cac vanh co don v tuong duong Morita.
Khi do, R co tinh UGN khi va che khi S tinh UGN.

Luc dau, ching toi chi ra rang “tinh UGN 1& mot bat bién Morita trong
16p cac dai s6 dudng Leavitt c6 don vi”. Khi dugc thong bao vé tinh chat
nay, P. Ara nhan ra rang diéu nay ciing ding doéi véi moi vanh c¢6 don vi.
Chtng t6i cam on ong ay vi da cho phép ching toi st dung két qua nay
trong bai béo clia ching toi. Ap dung két qui d6, ching toi cung cAp mot

tieu chuan thuan tuy do thi trén £ sao cho Lx(F) c6 tinh UGN.

Dinh i 3.2.14. Cho E la mot do thi hitu han va K la mot truong. Gos
E=Fk—F —- - —FE == E=~FE;

la day cac do thi dudc sinh ra trong qud trinh tung budc khit dinh nguon.
Khi dé, Li(E) c6 tinh UGN khi va chi khi ton tai 0 < j <t dé E; chia

mot dinh co lap, hoac Esy chiia mot chu trinh nguon.

Stt dung Dinh 1f 3.1.6 va Dinh 1f 3.2.14, ching toi thiét lap duge nhiéu
vi du dé ching té rang tinh UGN thuc sy manh hon tinh IBN (Vi du
3.2.18). Tuy nhién, chiing toi chi ra rang tinh UGN va tinh IBN 1a tuong
duong trén hai 16p dai s6 duong Leavitt ctia do thi Hopf va do thi Cayley
(Hé qua 3.2.19 va 3.2.23).



CHUONG 1

KIEN THUC CHUAN BI

Chuong nay trinh bay mot s6 kién thic chuan bi lien quan dén luan
an. Noi dung ciia chuong nay chi yéu duge trich tir cac tai ligu [6], [12],
[16], [23], [43], [48], [49]. Noi dung clia tiing muc nhu sau.

- Trong muc 1.1, ching toi trinh bay dinh nghia v& mot s6 tinh chat co

ban vé si tuong duong Morita clia cic vanh.

- Trong muc 1.2, ching t6i nhic lai cdc dinh nghia do thi (c6 hudng),
vi nhém do6 thi vd mot s6 khai niem vé 1y thuyét do thi quan trong nham

phuc vu cho viéc khao sat dai s6 duong Leavitt.

- Trong muc 1.3, chting toi trinh bay dinh nghia v mot s6 tinh chat co

ban ctia dai s6 duong Leavitt.

1.1 Tuong duong Morita

Trong phan nay, ching to6i trinh bay lai dinh nghia vA mot s6 tinh chat
co ban vé su tuong duong Morita clia cac vanh. Noi dung ctia muc nay
chil yéu duge trich tir cac tai lieu [20], [21], [43].

Nhu ta sé thay trong muc 1.3, mot dai s6 duong Leavitt c6 thé khong
c6 don vi, vi vay trong sudt luan an nady, mot vanh néi chung 14 mot vanh

khong yéu cau su ton tai ctia don vi.

Dinh nghia 1.1.1. ([21, Definition 1]) Mot phan tit e trong vanh duge
goi 1 lug dang néu e? = e. Mot vanh R dudc goi 1a ¢6 don vi dia phuong
néu ton tai mot tap cac lity dang F trong R sao cho v6i moi tap con hitu
han X = {z1,...,2,} C R, ton tai e € F sao cho X C eRe. Trong trudong

hop nay, ex; = x; = z;e v6i moéi i = 1,...,n va e duge goi la don vi dia

11
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phuong cua tap con X.

Trong truong hop vanh R c6 mot don vi, ta ky hieéu don vi nay bang
1 (hodc 1z) nhu thuong 16. Khi d6 {1} la tap hgp cac don vi dia phuong

cua R.

Pinh nghia 1.1.2. ([21, trang 2]) Mot R-modun trai M duge goi la
unita néu RM = M, tic 1a v6i méi m € M, ton tai ry,---,r, € R va
my, -+ ,my, € M sao cho rym; + --- 4+ r,m, = m. Néu R 1a mot vanh
c6 don vi dia phuong thi diéu nay suy ra rang véi moi tap con hitu han

M' C M déu c6 mot liy dang e € R sao cho em = m v6i moi m € M.

Ta ky hieu g2 (Mp) la pham tru cac R-modun trai (phai).

Trong suodt lugn dn nay, tat cd cdc vanh déu cé don vi dia phuong, tat

cd cac modun deu la unita.
Ta nh&c lai khai niém hai pham tru tuong duong theo [20].
Pinh nghia 1.1.3. (20, trang 250]) Cho C va D la hai pham tru. Ta noi

rang C va D 1a tuong duong néu ton tai cdc ham ti hiep bién cong tinh
F:C— DvaG: D— Csaocho

GoF =~1Id;vaFoG = Idp,

trong d6 Id4 1a ham tit dong nhat trén A.

Khai niém tuong duong Morita ctia hai vanh c¢6 don vi dia phuong dugc

khéo sat dau tien bdi Abrams trong [2].

Dinh nghia 1.1.4. ([2, trang 18]) Hai vanh c¢6 don vi dia phuong R va S
duoc goi 1a tuong duong Morita, ky hieu R ~yg S, néu hai pham tri 9z
va Mg la tuong duong.

Nhan xét 1.1.5. (|21, Corollary 2.3]) Véi hai vanh c¢6 don vi dia phuong
R va S, néu Mp va Mg 1a cip pham tru tuong duong thi zIN va ¢IN

cung vay.
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Ching toi trinh bay lai mot s6 vi du vé tuong duong Morita. Nhac

2

lai rAng phan tit e ducc goi 1a lug dang day trong vanh R néu e = e va

ReR = R (xem [43, trang 490]).

Vi du 1.1.6. (1) ([43, Theorem 17.20]) Cho R la mot vanh ¢6 don vi va
n 1a mot s6 nguyen duong. Khi d6, R ~y g M,(R).

(2) ([43, Example 18.30]) Cho R 13 mot vanh c6 don vi va e 1a luy dang
day ctia R. Khi d6, R ~ kg eRe.

(3) ([21, Proposition 3.4]) Cho R va S la hai vanh giao hoan c6 don vi
dia phuong. Khi d6, R ~y5 S khi va chi khi R = S.

Dinh i sau day cung cap mot dac trung cho tuong duong Morita clia
cac vanh c6 don vi dia phuong. Nhic lai ring mot R-modun phai P duoc
goi 1a vat sinh clia Mz néu véi moi M € Mz, ton tai mot tap khong rong

I sao cho M 13 anh toan ciu cua P,

Pinh 1i 1.1.7. (]20, Corollary 22.4] va [43, Proposition 3.4]) Cho R va S
la cdc vanh cé don vi. Khi dé, R~y S khi va chi khi ton tai vat sinh za
dnh hiu han sinh P ciia My sao cho S = Endg(P).

Abrams [2] vi Anh, Marki [21] d&a md rong két qua trén cho cac vanh
c6 don vi dia phuong. Nhic lai rang mot vat sinh P ctia Mz dude goi 1a
vat sinh xa dnh dia phuong néu ton tai mot he truc tiép cac R-modun phai
xa anh hitu han sinh {P;};c; sao cho P; 1a céc hang ti truc tiép cta P, P;

14 hang tit truc tiép cta P; v6i moi ¢ < j va P = lim P,
—i

Dinh Ii 1.1.8. (|2, Theorem 4.2] va [21, Theorem 2.5]) Cho R va S la cic
vanh ¢ don vi dia phuong. Khi dé, R ~yg S khi va chi khi ton tei vat
sinh xa danh dia phuong P cia My sao cho S = lim Endg(F)).

i

Heé qua sau day da biét bdi nhiéu tac gid. Tuy nhién ching toi trinh
bay lai ¢ day vi khong tim thay tai lieu nao chita phép chiing minh.

Hé qua 1.1.9. Cho R va S la cac vanh c6 don vi sao cho R ~yp S. Khi
dé, R~y SY) wdi mot tap khong rong J.
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Chitng minh. Theo Dinh 1i 1.1.7, ton tai vat sinh xa anh httu han sinh
Q cua My sao cho S = Endr(Q). V6i mdi j € J ta xét phép chiéu
T RY) = R (ri)res + r; va xay dung cac RY)-modun P; nhu sau:
P; := @ va phép nhan ctia moédun dude cho bdi anh xa sau:
P;x RY) — P
(z,00) = zmj()

Dat P = EBJ-EJPJ- va v6i moi tap con hitu han ' C J, ta dat Pp = @jeF P;.
Ta thay cac modun xa anh hitu han sinh Pr 14 hang t1 tric tiép clia P va
néu I C G 1a cac tap con hitu han ctia J thi Pr 1a hang t1 tryc tiép cla
Pg. Thém nita, ta ¢6 P = lim Pp. Nhu vay P la mot vat sinh xa anh dia

_>F

phuong ctia Mpwy. Theo [15, Proposition 1.5] ta c¢6
End g (Pr) = Endgo (@D Pj) & (Hompo) (P, Py))pcr.
jeF
Mat khac, ta co
Hompw) (P, P;) = Endp(Q) = S véi moi ¢ € F va
Hompw) (P, Pj) = 0 v6i moi ¢ # j € F.
Do d6 End g (Pr) = SE. Tu dé ta thu dugc

lim End g (Pp) 2 lim S = 5,
—F

—F
Vi RY) va S™) 1 cac vanh ¢6 don vi dia phuong nén 4p dung Dinh 1 1.1.8
ta dugc R(J) ~ME S(J) []

Trong phan con lai ctia muc nay, chung t6i nhic lai khai niém vi nhém
V(R) ctia vanh c¢6 don vi dia phuong R va nhém Grothendieck K clia R
theo [34] va [35].

Dinh nghia 1.1.10. ([34, trang 200]) Cho R la mot vanh c¢6 don vi dia
phuong, ta goi V(R) tap cdc ldp dang cau (ky hi¢u béi [P]) cia cdc R-
maodun phdi za dnh hiu han sinh va ta trang bi cho V(R) mot cau tric vi

nhém giao hoan bang cach dat phép toan:

[Pl+[Q=[P&d]
v6i moi [P, [Q] € V(R).
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Chting t6i nhic lai mot s6 vi du sau day theo [51].

Vi du 1.1.11. (1) ([51, Example 1.1.6]) Cho K la mot truong. Khi do,
V(K) la tap cac 16p dang cau ctia cac K-khong gian vecto hitu han chiéu.
Goi P 1a mot khong gian vecto hitu han chiéu trén K. Nhu ta da biét
Q € [P] khi va chi khi dimg (P) = dimg(Q). Khi do,

V(K) = N

(2) ([51, Theorem 1.3.1]) Cho K la mot trudng va n la mot s6 nguyén
duong. Khi dé, V(M,,(K)) = N.

Theo [12], ching t6i nhic lai khai niém nhém Grothendieck clia mot
vi nhém giao hoan nhu sau: Cho (M, +) 1a mot vi nhém giao hoan. Trén
M x M ta xét quan hé tuong duong ~ cho béi (m,n) ~ (m/,n’) < 3k €
M :m+n'+k=m'+n+k v6i moi (m,n), (m',n') € M x M. Goi G(M) la
tap thuong M x M/, trong d6 cac phan tit duge ky hieu béi [ |o. Ta dinh
nghia phép + trén G(M) nhu sau: [(m, n)]o+[(m',n)]o = [(m+m/, n+n')]y
v6i moi [(m,n)lo, [(m',n)]p € G(M). Khi d6 (G(M),+) la mot nhém giao

hoan, goi la nhom Grothendieck cia M.

Dinh nghia 1.1.12. ([12, Definition 6.1.4]) Cho R la mot vanh ¢6 don vi
dia phuong. Nhom Grothendieck cia R, ky hiéu Ky(R), 1a nhém Grothendieck
cia V(R).

Vi du 1.1.13. Cho K 1a mot truong va n 1a mot s6 nguyén duong. T Vi
du 1.1.11 ta thu dugce, Ko((M,(K))) = Ky K) = Z.
Két qua sau day chi ra rang Ky(R) 1a mot bat bién qua tuong duong

Morita.

Meénh dé 1.1.14. ([35, Corollary 5.6]) Cho R va S la cdc vanh cé don vj
dia phuong va tuong duong Morita vdi nhau. Khi do, Ko(R) = Ky(.5).
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1.2 D6 thi

Trong phan nay, ching t6i nhac lai mot s6 khai niem do thi (c6 huéng),
vi nhém do thi va mot sb tinh chat quan trong trong Iy thuyét do thi can
thiét cho qua trinh khéo sat dai s6 duong Leavitt. Noi dung clia muc nay

chil yéu duge tham khdo tir cac tai lieu [1], [12].

Dinh nghia 1.2.1. ([12, Definition 1.2.2]) Mot do thi (c6 hudng) 1a mot
bo E = (E°, E',r,s) bao gom tap dinh EY, tap canh E', cing véi hai anh
xa r,s: E' — E° Céc dinh r(e) va s(e) tuong tng dugc goi 1a ngon va
goc ciia canh e. Do thi E 1a httu han néu ca hai tap E° va E' 13 hitu han.
D6 thi £ dudce goi 1a dém duge néu E° va E' 1a cac tap dém duge. Do thi

E duocc goi 1a hiu han bac ra néu |s(v)| < oo v6i moi v € E.

V6i mot dinh v € EY ta goi v 1a dinh thu néu s~(v) = 0; v 1a dinh
nguon néu r~(v) = 0; v 1a dinh co lgp néu noé vira 1a dinh thu vita 1 dinh
nguon; v 1a dinh chinh quy néu 0 < |s~1(v)] < co. Mot do thi E duge goi

12 phi nguon néu né khong c6 dinh nguon.

Vi du 1.2.2. Cho F la do thi nhu sau:

€2

-~

€1 €3 V3

.U1—>.v2—>. U4 .

Trong do thi E ta c6 vy 1a mot dinh nguon, vs 14 mot dinh thu va vy 1a

mot dinh c6 lap. Cac dinh chinh quy trong E' 1a vy va v,.

Dinh nghia 1.2.3. Mot duong di hitu han p = e - - - €, trong mot do thi F
14 mot day cac canh eq, -« - e, sao cho r(e;) = s(e;j4q) v6ii=1,--- ;n—1.
Trong truong hop nay, ta noéi rang duong di p bat dau tai dinh s(p) := s(eq)
va két thic tai dinh r(p) := r(e,) va c6 do dai |p| := n. Ta ky hiéu béi p
tap cac dinh clia n6, nghia 1a, p° = {s(e;),r(e;) |i=1,---,n}.

Vi du 1.2.4. Cho FE la do thi nhu sau:

€2

A

€1 €3
oVl > @¥2 . U3
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Trong do thi £ ta c6 p = eje3 := ejesesey 1a mot duong di c6 do dai 1a

4 va p¥ = {vy, v9}.

Dinh nghia 1.2.5. ([12, trang 34]) Mot duong di hiu han p duge goi 1a
khép kin néu s(p) = r(p), trong trudng hop nay p dugce goi 1a c¢é ddy tai
dinh s(p). Mot canh f 13 mot 167 ra clia duong di p = e; - - - e, néu ton tai
1 <i < nsao cho s(f) = s(e;) nhung f # e; v6i moi j = 1,--- ,n. Dudng
di khép kin p dugce goi 1a mot chu trinh néu p khong di qua bat ky dinh
nao ctia n6 hai lan. Mot do thi E dudc goi 1a khong cé 163 ra néu moi chu
trinh trong E déu khong c6 16i ra. V6i mot chu trinh ¢ trong E ta goi ¢ 13
chu trinh co lagp néu |r—1(v)| = [s71(v)] = 1 véi moi v € % ¢ 1a chu trinh

nguon néu |r~1(v)] =1 véi moi v € .

V6i cac dinh v, w € E°, ta viét v > w néu ton tai mot duong di trong
E ti v dén w, nghia 13, ton tai mot duong di hitu han p véi s(p) = v va
r(p) =w. V6iv € E° va H C E°, ta viét v > H néu v > w v6i moi w € H.

Vi du 1.2.6. Cho FE la do thi nhu sau:

e g
CYy ;Y i
oVl o2 h PR .v4f—\>.vo
k

Trong do thi E ta c¢6 ¢; = e 1a mot chu trinh nguon, ¢, = g khong 13

chu trinh nguon, ¢z = ik 1a mot chu trinh co lap va do d6 ciing 1a chu
trinh nguon. Chu trinh ¢; ¢6 16i ra f, chu trinh ¢y ¢6 16i ra h va chu trinh
c3 khong c6 16i ra.
Dinh nghia 1.2.7. ([12, Definition 2.1.15]) Cho E = (EY, E',r, s) 1a mot
do thi httu han v6i EY = {vy,--+ ,v,}. Ma trgn ké ciua E, ky hieu Ag,
1a ma tran Ag = (aj)nxn, trong d6 a;; 1a s6 cac canh e c¢6 s(e) = v; va
r(e) = v;.

Vi du 1.2.8. Cho FE la do thi nhu sau:

e g
oVl —f> o2 I U3 oV,
_

k
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1100
0100
010 2
0000

Khi d6 ma tran ké ctia F 1la Ap =

Dinh nghia 1.2.9. ([12, Definition 2.0.5]) Cho E la mot do6 thi va H 1a
mot tap con ctia E°. Ta néi rang H 1& di truyén néu v6i moi v € H va
w € E° v > w kéo theo w € H. Ta néi rang H 1a bio hoa néu véi mdi
dinh chinh quy v € E°, {r(e) | e € s7}(v)} C H kéo theo v € H.

Vi du 1.2.10. Cho F 1a d6 thi nhu sau:

/
. ()

o, —0, —>0, .

Khi d6, H = {v,w} la tap con di truyén nhung khong bao hoa, G = {w}

1a tap con di truyén va bao hoa cia EY.

Dinh nghia 1.2.11. ([6, Definition 1.2]) Cho E = (E°, E', 7, s) la mot do
thi. Do thi md rong cia E dude dinh nghia la E = (E°, EYU (EY)*,7,39),
trong do6: (E1)* = {e* | e € E'}, cdc anh xa 7 va § dugc cho bdi
7(e) = r(e), s(e) = s(e), 7(e*) = s(e) va 5(e*) = r(e) véi mdi e € E.

Trong do thi E, ta goi e € E! 1a canh thuc, canh e* € (EY)* 1a canh do.
Mot dusng e; - - - e, trong dé e; € E' dude goi 1a duong thuc. Mot duong
ef---ef trong d6 ef € (E')* duge goi 1a duong do. V6i mot duong thuc
p= f1--- fn, dudng ao p* xac dinh nhu sau: p* = fr--- fi.

Vi du 1.2.12. Cho E la db thi

Khi d6, dd thi mé rong E 1a
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Mot do thi E ducc goi 1a lién thong manh néu v6i moi cap dinh cho
trude (u,v) € E° x E° ton tai mot duong di h trong E sao cho s(h) = u

va r(h) =wv.
Tiép theo chiing toi nhic lai khai niem ding cau trong do thi.

Dinh nghia 1.2.13. ([12, Definition 1.6.1]) Cho E = (E", E',rg, sp) va
F = (F", F',rp,sp) la cac do thi. Ta néi rang E dang cdu vdi F nhu cdc
do thi néu c6 hai song anh " : B — FOva ! : E' — F! sao cho ¢ va
¢! giao hodn vdi cac d4nh xa ngon va goc, nghia 1, rr(pl(e)) = ¢(re(e))

va sp(pl(e)) = ©’(sp(e)) véi moi e € EL.

Trong phan con lai clia muc nay, chiing toi trinh bay mot s6 luu ¥ ve

vi nhém do thi theo [23].

Dinh nghia 1.2.14. ([23, trang 163]) Cho E = (E°, E',s,r) la mot do
thi httu han bac ra. Ta ky hiéu béi Yg vi nhéom giao hoan tu do (phép
toan viét theo 16i cong) véi tap sinh E°. Trén Yz, ta xét cidc dong nhat

thic sau:

(M) v=") (e

ccs—1(v)
v6i moi dinh chinh quy v € EY. Goi ~p 14 quan hé tuong dang trén Y
sinh ra bdi cac dong nhat thice tren. Vi nhom thuong Ye/.,. duce goi 1a
vi nhém do thi cia E, ky hieu Mp. Céc phan tt ctia My dude ky hiéu béi
[x], v6i = € Y.

Chtng ta xem xét mot s6 vi du sau.

Vi du 1.2.15. (1) Véi méi n > 1, dat

An = .'Ul L .v2 & .U3 ............ .Un_l €n—1 .Un
Khi d6, trong My , ta c6 [v1] = [vg] = -+ = [v,] v& My, = {j[va] | j €

N} & N.
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(2) Véi méi n > 1 diat C, 1a “do thi chu trinh co lap n dinh”

.Ul — .1)2

.Un .’03.
Khi d6, trong Me, ta ¢ [v1] = -+ = [v,] va Mo, = {jlv,] | j € N} = N.
(3) V6i mdi n > 2, dat
R, =
Khi do, Mg, = {0, 1[v],2[v], -, (n — 1)[v]}, trong d6 nfv] = [v].

Cho FE 1a mot do thi hitu han véi [E°| = h va {v; | 1 < < 2} 1a tap
cac dinh chinh quy. V6i z = nqvy + - - - + npop € Y va 1 <1 < z, ky hiéu
M;(z) 1a két qua chia viec ap dung lén x dong nhat thic (M) tuong ting
v6i dinh v;. V6i moi day o ma cac phan ti duge lay tur {1,2,---, 2z} va
moi x € Yg, dit A,(z) € Yi 1a két qua clia viéc 4p dung toan tit M; theo
thit tu duge cho béi o. Meénh dé sau day cho ta mot cach dé kiém tra hai

phan tit 14 bang nhau trong vi nhém Mpg.

Meénh dé 1.2.16. ([23, Lemma 4.3]) Vdi moi cip z, y € Y&, [v] = [y]
trong Mg khi va chi khi ton tai hai day o va o' dugc lay tu {1,2,--- , 2}
sao cho Ay(x) = Ay (y) trong Y.

Chiéu thuan ctia Ménh dé 1.2.16 13 16 rang. Chung t6i minh hoa chiéu

dao thong qua vi du sau day.

Vi du 1.2.17. Xét dd thi

= o1 — > 0¥2 — > oV |

()

Trong Mg, xét [z] = 2[vy + vo + v3] + [v1] va [y] = [v1 + ve + v3]. Khi d6
[z] = [y]. That vay, trong Mg ta c6 cac dong nhat thic nhu sau:
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(M1> [’Ul] = [21)1 + UQ] va (MQ) ['1}2] = [Ug].

Vi thé, vé phai ctia ding thic c¢6 thé duge bién doi nhu sau:

] = [v1+ 02+ v3]
= [2v1 + 2v2 + v3) do (M)
= [4v; + 4vg + v3] do (M)
= [4v1 + 3vg + 2v3] = [2] do (M>)

Vé trai ctia dang thitc c6 thé dugce bién ddi nhu sau:

[z] = 2[vy + v + v3] + [v1]
= [2v1 + 2v2 + 2v3] + [2v1 + vo] do (M)
= [4v1 + 3vy + 2u3] = [2]

Do d6, A,(z) = Ay (y) trong Yg véi 0 = {1} va o’ = {1, 1,2}.

1.3 DPai s6 dudng Leavitt

Trong phan nay, ching toi trinh bay khai niem va mot sd tinh chat co
ban dai s6 duong Leavitt. Noi dung ctia muc nay cht yéu dudc trich tir
céc tai lieu [6], [12], [23].

Dai s6 duong Leavitt clia mot do thi véi hé s6 trén truong da duodc gisi
thieéu mot cach doc 1ap béi hai nhém tac gia Abrams, Aranda Pino [6] vao

nam 2005 va Ara, Moreno, Pardo [23] vao nam 2007.

Dinh nghia 1.3.1. ([12, Definition 1.2.3]) Cho E = (E° El s,r) 1a mot

do thi va K 1a mot truong, dai sé duong Leavitt Li(E) cta do thi F
vdi hé so tren K la mot K-dai sb v6i tap sinh 1la EY va El U (B,

thod man cac dong nhat thic sau day: v6i moi v,w € E” va e, f € E',
(1) vw =y w;

(2) s(e)e=e=cer(e) var(e)e* =e

(3) e f = dcsr(e);
(4) v =) .cs1(y €€ v6i moi dinh chinh quy v,

*=e*s(e);

trong do6 o la ky hiéu Kronecker.
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Khai niém trén c¢6 thé dién dat theo mot cach khéc nhu sau.

Nhan xét 1.3.2. Xét K-dai s6 ty do K = K(E' U E' U (EY)*) va goi [
14 idéan ctia K sinh bdi cdc phan t1t c6 dang:

(1) vw — dy 4w v6i moi v, w € EY;

(2) s(e)e —e,e—er(e),r(e)e* —e*, e —e*s(e) véi moi e € E';

(3) €*f —deyr(e) véimoie, f € EY;

(4) v =2 ics1p €€” vOi mdi dinh chinh quy v € EY,
trong do ¢ 1a ky hiéu Kronecker. Khi d6, L (FE) = Kg/I.

V6i cach xay dung nay, dai s6 duong Leavitt thod man Tinh chat pho

dung theo nghia sau.

Meénh dé 1.3.3. ([12, Remark 1.2.5]) Cho E la mot do thi, K la mot
truong va A 13 mot K-dai s6 chita tap cic phan tt {a,,a.,a’ | v € E% e €
FE1} thod man cac dong nhat thic tuong ty nhu (1)—(4) trong Dinh nghia
1.3.1. Khi d6, ton tai duy nhat mot dong cau K-dai s6 ¢ : Lg(FE) — A

sao cho ¥(v) = a,, ¥(e) = a. va ¥(e*) = a v6i moi v € B’ vi e € EL.

Chting toi trinh bay lai mot s6 vi du vé dai s6 dudng Leavitt theo [6].
Vi du 1.3.4. ([6, Example 1.4]) (1) Cho K la mot truong va ky hi¢u
Eiiy = Aq 1 d0 thi tam thuong v6i mot dinh va khong c¢6 canh. Khi do,
LK(Etm'U) =K.

(2) Cho K la mot truong va véi moi n > 1 ta ky hiéu A,, la mot duong
dinh huéng vé6i n dinh va n — 1 canh:

A?’l — ) L> .’U2 ;. @, e )
Khi do, anh xa ¢ : Lg(A,) — M,(K) dugc cho béi: v; — Ej,e; —
Eii,ef v Eipr0=1,--- ,n, trong d6 E;; 1a ma tran c6 hé s6 ¢ hang i

cot 7 nhan gia tri 1, cac vi tri con lai nhan gia tri 0.

(3) Cho K la mot truong va ky hieu Ry 13 do thi gom mot dinh va

mot canh:

Rl = 0036.
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Khi d6, anh xa ¢ : Lg(R;) — K[z, '] duge cho béi: e — z,e*
=" v — 113 mot ding cau.

(4) Cho K 1a mot trudng va n > 2. Mot K-dai so Leavitt kiéu (1,n), ky
hi¢u bdi Lx(1,n), 1a mot dai s6 thuong K(x1, -, Zn, Y1, ,yn) /I, trong
d6 I 1a idean sinh bdi cdc phan tit ¢6 dang > 0 xy; — 1 va ya; — 651,

Ky hiéu R, 14 do thi hoa hong n canh v6i mot dinh va n > 2 khuyeén:

Khi d6, anh xa ¢ : Lg(R,) — Lk(1,n) dugc cho béi: e; — x;, el — y;, v +—

1,i=1,---,n la mot dang cau.

Dai s6 duong Cohn cia mot do thi v6i he s6 trén truong da duge dinh
nghia bdi Ara v Goodearl trong [22].
Dinh nghia 1.3.5. ([22, Definition 2.3]) Cho E = (E°, E', s,r) la mot do
thi vd K 13 mot truong. Dai s6 duong Cohn Ci(E) ctia do thi E vdi he
so tren K 13 mot K-dai s6 véi tap sinh 1a E° va BT U (EY)*, thod méan cac

dong nhat thic duge cho bdi (1), (2) va (3) ctia Dinh nghia 1.3.1.

Khai niém trén c6 thé dién dat theo mot cach khac nhu sau.

Nhan xét 1.3.6. Xét K-dai s6 tu do Kp = K(E°U E'U (EY)*) va goi J
13 idéan clia K sinh bdi cac phan tit ¢c6 dang:

(1) vw — dy 4w v6i moi v, w € EY;

(2) s(e)e —e,e—er(e),r(e)e’ —e*, e —e*s(e) véi moi e € E';

(3) €*f —deyr(e) véimoie, f € B,
trong do ¢ 1a ky hiéu Kronecker. Khi do, Cx(FE) = Kg/J.
Vidu 1.3.7. ([12, Proposition 1.3.7]) Cho K 1a mot truong. Mot K -dai s6
Jacobson Jg 1a dai s6 thuong K(x,y)/J, trong d6 J la ideéan ctia K(z,y)
sinh bdéi zy — 1.
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Xét do thi Ry:
Rl = OUD€.
Khi d6, anh xa ¢ : Cx(Ry) — Jx duge cho béi: e — y,e* — z, v — 1 1a

mot dang cau.

Cho E = (E°, E',s,7) 1a mot do thi va Y 1a tap cac dinh chinh quy
cia E. Goi Y = {v' | v € Y} la mot ban sao cua Y. Xét v € Y va v6i moi
canh e trong E' sao cho rg(e) = v, ta dit mot canh mdi €. Ta dinh nghia
do thi F(E) nhu sau:

FE)Y :=E'uY' va F(E) .= E'u{e | rg(e) € Y},

va v6l mdi e € EY, spp(e) = sple), spp) () = sp(e), rr)(e) = rp(e) va
rep)(€) = re(e).

Chting t0i minh hoa do thi F(F) thong qua vi du sau day.

f/
Vidu 1.3.8. Néu E = Q—g> o, thi FI(E)= %/:Q—g> o, .
b Y

Két qua sau day cho thay dai s6 duong Cohn 1a mot truong hop riéng
ctia dai s6 duong Leavitt.

Dinh 1i 1.3.9. ([12, Theorem 1.5.18]) Cho E = (E°, El,s,r) la mot do
thi va K la mot truong. Khi do, Cx(E) = Lg(F(F)).

Tiép theo chiing toi nhic lai mot s6 tinh chat co ban ciia dai s6 duong
Leavitt sé dugc ding dén trong cac phan tiép theo. Ta ky hi¢u Path(FE)
1a tap tat ca cac duong di hitu han ctia E cuing vé6i tap dinh E°.

Ménh dé 1.3.10. Cho E = (E°, E',r, 5) la mot do thi va K la mot truong.
Khi dé, cdc khang dinh sau day la ding:

(1) ([6, Lemma 1.6]) Néu E° la tap vo han thi Lx(E) la mot vanh cé

don vi dia phuong. Néu E° la hiu han thy Lg(E) la mot vanh c6 don vi

V01 1LK(E) = ZUEEO V.



25

(2) ([35, Lemma 1.5]) Moi phan ti cia tap {v,e,e* | v € E° e € E'}
deéu khdc khong trong Lk (FE).

(3) ([12, Corollary 2.1.5]) Li(FE) la mot dai s6 Z-phan bac, trong dé
LK(E) = @nEZLK(E)n V01

Lg(E), == spang{y\" | v, A € Path(E) va |y| — |\ = n}.

(4) ([12, Proposition 1.2.14]) Néu {E;}ica la cdc thanh phan lién thong
cua E thi LK(E) = @iEA LK(EZ)

Dinh 1i sau day cho phép ta thu gon moi phan tit khac khong trong
dai s6 duong Leavitt vé mot dinh hosic mot da thic theo mot chu trinh
khong c6 161 ra. Dé lam diéu nay, ching toi nhic lai mot s6 ky hieu.
Cho p(z) = > kix',m,n € N la mot phan ti cta K[z,z7'] va ¢ la
mot chu trinh c¢6 day tai v trong do thi E. Trong L (FE) ta dinh nghia
p(c) = S0 kic', trong d6 * = v va ¢ = (¢*)P v6i moi sO nguyen

duong p.

Dinh Ii 1.3.11. ([12, Theorem 2.2.11]) Cho E = (E°, E',r,s) la mot do
thi va K la mot truong. Véi méi phan i khdc khong o € Ly (E) ton tai
w,n € Path(E) sao cho:

(1) ton tai k € K vav € E° dé 0 # p*an = kv; hodc

(2) 0 # p*an = p(c), trong dé c la mot chu trinh khong cé 161 ra trong
E va p(z) la mot da thic khdc khong trong K|z, xz ™.

Dinh 1i sau day mo ta vi nhom céc 16p dang cau cac modun xa anh hitu
han sinh trén dai s6 duong Leavitt, dugc Ara, Moreno va Pardo cung cap

trong [23].

Dinh 1i 1.3.12. ([23, Theorem 3.5]) Cho E = (E°, E',r,s) la mot do thi
hiu han bac ra va K la mot truong. Khi do, anh za [v] — [vLg(E)] xdc
dinh mot dang cau clia cdc vi nhém giao hoin Mg = V(Li(E)). Ddc biét,

qua dang cau nay, ta c6 [> _pov] — [Lr(E)].
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Tt Vi du 1.2.15 ta ¢6 cac két qua sau.

Vi du 1.3.13. (1) V6i méi n > 1, xét do thi

Khi do, V(Lg(R,)) = Mg, = {0,1[v],2[v], -+, (n — 1)[v]}, trong do6



CHUONG 2

VE TUONG DUONG MORITA CUA DAI SO
DUGNG LEAVITT

Chuong nay nghién cttu Van dé 1 dugc dé cap trong phan M4& dau va

dugce cau truc nhu sau:

Gol E,f 1a do thi phi nguon c¢6 duge qua qua trinh timg bude khit dinh
nguon tit do thi hitu han ban dau E va K 1a mot truong.

- Trong muc 2.1 ching toi chi ra rang Ly (FE) tuong duong Morita véi
tong truc tiép ctia Lk (Ess) va n ban sao ciia K, trong d6 n la s6 dinh thu
trong E va khong thudc Es; (Dinh 1f 2.1.6). Muc nay duge viét dya trén
bai bdo [16].

- Trong muc 2.2 chiing toi chi ra rang Lx(E) dang cau véi tong tryc
tiép ctia n dai s6 ma tran tren K va Ly (F), trong d6 F dugc xay dung
tudng minh tit Egs (Dinh 1f 2.2.14). Nhu mot hé qua, ching toi nhan lai két
qué ctia Abrams, Pino, Molina [11] vé cau tric ctia dai s6 dudng Leavitt
ctia do thi httu han khong c6 16i ra (He qua 2.2.16). Muc nay dugc viét
dua trén bai bao [48].

- Trong muc 2.3, chting t6i chi ra rang dai s6 duong Leavitt ctia do thi
Hopf dang cau véi mot s6 ban sao ctia dai s6 dudng Leavitt ciia mot thanh
phan lien thong trong do thi Hopf d6 (Dinh 1i 2.3.9). Ap dung két qua nay,
ching t6i chiing minh Gia thuyét Abrams-Tomforde ding cho mot s6 16p
do thi Hopf (Dinh 1i 2.3.21). Muc nay dugc viét dya trén bai bao [49].

27
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2.1 Phép khit dinh ngudn trén do thi

Trong phan nay, ching toi chi ra rang dai s6 duong Leavitt clia mot
do thi hitu han trén truong K la tuong duong Morita véi tong truc tiép
ctia dai s6 duong Leavitt ctia mot do thi phi nguon c6 dude qua qué trinh
ting buée khit dinh nguon tit do thi ban dau v mot s6 ban sao ctia K
(Dinh i 2.1.6). Muc nay dugc viét dya trén bai béo [16].

Ching toi bat dau muc nay bang cach nhic lai phép khit dinh nguon
tren do thi theo [14].

Dinh nghia 2.1.1. ([14, Definition 1.2]) Cho FE = (E°, E',r,s) 1a mot do
thi va v 1a mot dinh nguon trong E. Do thi khi dinh nguon E\, cua E la
do6 thi dugce dinh nghia nhu sau: (E\,)? = EY\ {v}, (E\,)! = E*\ s7'(v),
sg, = S|, vare, = r|g,). N6i cach khic, B\, la do thi thu duogc ti

F bang cach xoa bd dinh v va tat ca cac canh trong E phat ra tir v.

Chiing toi minh hoa phép khit dinh nguon thong qua vi du sau day.
Vi du 2.1.2. Cho F la do thi

.a

Khi d6, do thi khit dinh nguon E, la

S
o, —eo°,

Bé dé sau day khang dinh phép khit dinh nguon bao toan tuong duong
Morita ctia cac dai s6 duong Leavitt lien két. Khang dinh nay duge Abrams,
Louly, Pardo va Smith chiing minh trong [14] v6i gid thiét réng L (E) 1a
don. Trudng hop tong quat da dudc chiing minh béi Ara, Rangaswamy
trong [24] va mot cach doc lap béi Ruiz, Tomforde trong [52].

Bo6 dé 2.1.3. ([24, Lemma 4.3] va [52, Proposition 3.2]) Cho E la do thj
hitu han, v la mot dinh nguon nhung khong phai la dinh thu trong E va K
la mot tT”L&'@’?’Lg. Khi dé, LK(E) ~ME LK(E\U)
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Xét day cac do thi dugce sinh ra trong qua trinh tiimg buée khit dinh nguon
E=Fk—E —- - —FE — = E=FE;.

Dé tranh viec dan dén mot do thi réng, ta dinh nghia E,; 1a dd thi tam

thuong Ej.;, trong truong hop E; 1 = Ejpp.

Vi du 2.1.4. Cho E 1a do thi

: 3z _ _ vy G4 vy 62 v v .
Khi do, F' = E\,, = e o2 o1 ., o’

G — F’\U2 — oV4 .Ulﬁl.ov — >0

H =G\, = o" o, —o".
Cudi cung, ta nhan dugc

€o

Bsp = Hyy, = QL).U :

C6 nhiéu cach khac nhau dé nhan duge do thi phi ngudn s tit mot do
thi F ban dau. Két qua sau cho thay, E,; khong phu thudc vao viéc chon
qué trinh khit dinh nguon. Ngoai ra, EY; la tap con di truyen cta E°.
Meénh dé 2.1.5. Vdi moi do thi hau han E, cdc khc‘fng dinh sau la ding.

(1) Esf = Eyyiy khi va chi khi E khong chita chu trinh.

(2) Gid st E chia chu trinh. Khi do,
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trong dé Tg(c) .= {w € E° | ton taiv € & dév > w} vdi ¢ la mot chu

trinh trong E.

Chatng minh. Trudc tién, ta cht y rang, néu v € E° 13 mot dinh nguon thi

ta c6 cac khang dinh sau:
(1) ¢ 1a chu trinh trong £ khi va chi khi ¢ la chu trinh trong E\, va
(2) néu c la chu trinh trong E thi Tx(c) = Tg, (c).
(3) Néu E khong chia chu trinh va E # Ey., thi E\, chita dinh nguon.

Bay gio, xét day cac do thi dudc sinh ra trong qua trinh ting bude khit

dinh nguon

E=Fk—E —-—FE — = E = FEg

St dung cac chta y ¢ trén, ta lap tdc thu dudc Esy = Eyy, khi va chi
khi F khong chita chu trinh; va Tg(c) C ng v6i moi chu trinh ¢ trong E.
Tit d6 suy ra |J, Tr(c) € EY;. Tiép theo, ta chiing minh EY, € |J, Tr(c).
Goi v € E’ sao cho v ¢ |J, Ti(c), ta can chiing minh rang v ¢ E. That
vay, xét do thi con X = (X", X! r|x1, s|x1) ctia E, trong d6 X° = {x €
E% |z >v}va X' =r"1X". Viv ¢, Te(c) nén véi moi dinh z € X°,
z khong thé 1a day ctia mot chu trinh. Tt dé suy ra X la mot do thi
con khong chita chu trinh ctia E. Vi thé z ¢ EY; v6i moi z € X°. Do d6
v ¢ EJ, nghiala EY; €U, Tx(c). O

Dinh Ii sau day 1a két qua chinh ctia muc nay, cho phép ta dua viéc
nghién citu dai s6 dudng Leavitt Lk (FE) ve dai s6 dudng Leavitt Ly (Esyf).
Dinh 1li 2.1.6. Cho E la mét do thi hitu han va K la mot truong. Goi

E=Fy—F —- = E = — E=Fg

la day cdac do thi duge sinh ra trong qud trinh tung budc khit dinh nguon.
Khi d6, Lk (E) ~yp K*® Lg(FEsf), trong dé s la so cic dinh thu trong E
nhung khong thuoc ng.
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Chitng minh. Gia st {vy,- -+ ,v,} 12 tap tat ca cac dinh thu trong £ nhung
khong thuoc ng. V6i moi v € {vy, -+ ,vs} x6ét do thi con
X = (X07 X17 T‘Xla S’Xl)
clia E, trong d6 X° = {x € E° | x > v} vd X! = r}(X"). Theo Ménh de
2.1.5, v ¢ U, Te(c). Vi thé, véi moi dinh x € X°, z khong thé 1a day cia
mot chu trinh. Tt d6 suy ra X 1a mot do thi con khong chita chu trinh
cia . V6imdii=1,---,s, goi F; 1a do thi tam thuong v6i mot dinh v;
va khong c6 canh. Goi F' = (LU, E;) U Ejy. Ap dung Bé dé 2.1.3, ta thu
duge L (F) ~yg Li(F). Theo Ménh dé 1.3.10 (4) ta ¢6

Lg(F) = (©io1 Lk (Ei) © Li(E).

Theo Vi du 1.3.4 (1) ta duge Lg(Ey) = K va Ly (F) = K* @ Li(E,y). Do
d6, Lx(E) ~yp K* @ Lg(Esy), két thic ching minh. O

Dinh i 2.1.6 cho phép chiing ta quy viéc nghién cttu dai s6 duong Leavitt
tréen do thi ban dau vé do thi don gidan hon. Ching t6i minh hoa dieu dé6

thong qua vi du sau day.

Vi du 2.1.7. Cho FE la do thi

U3

e
V4 €4 .U2 €2 .’Ul €1 .U e
0

v

Theo Vi du 2.1.4 ta duge Eg; 1a do thi sau:

€o

() .

.UO

ﬁ-.v.

Thém nita, chi ¢6 vy la dinh thu trong £ nhung khong thudc ng. Khi do,
theo Dinh 1i 2.1.6 ta c6 Lg(E) ~yeg K & Lr(Esy).

2.2 Cau tric cua dai s6 duong Leavitt

Noi dung chinh ctia phan nay 1 cung cap cau tric cta dai s6 duong
Leavitt clia mot do thi hitu han thong qua qua trinh ting budc khit dinh
nguon (Dinh 1i 2.2.14). Muc nay duge viét dua trén bai béo [48].
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Ching toi bat dau muc nay bang viec dé cap dén mot s6 dinh nghia vé
do thi da dugc gidi thieu trong [25].

Dinh nghia 2.2.1. ([25, Definition 3.2]) Cho E 1a mot do thi, vy 1a mot
dinh trong F va n 1a mot sé6 nguyén duong. Ta dinh nghia mot do thi

E(vg,n) nhu sau:
E(vg,n)" = E°U {vy, v, -+ , v}
E(vo,n)' = E'U{er, e, ,ep}
trong d6 rp(u,n), SE(wyn) tUONE Ung 1a md 10ng clia rg, sp Va rpg,n)(ei) =
Vi1 V& Sp(u,n)(€i) = vi.
Dinh nghia 2.2.2. ([25, Definition 3.3]) Cho £ 1a mot do thi, ey 1a mot
canh trong F va n 1a mot s6 nguyén duong. Ta dinh nghia mot do thi
E(eg,n) nhu sau:
E(eg,n)? = E°U {vy,v9,+ -+ , 0}
E(eg,n)t = E1\ {ep} U{er, ea, - ,eni1}

trong d6 7g(ey.n)s SE(eyn) TUONE Ung 1& mdS rong clia rg, sp Va 7', n)(€:)

Vi—1 VOi i = 2, n+1; Spen)(e) = v VO i = 1, n; T, (€1)

TE(eo); SE(eo,n)(€n+1) = SE(eO)'

Ching toi minh hoa cac khai niém do thi trén thong qua vi du sau day.

Vi du 2.2.3. Cho F la do thi

o, ——9o".
Khi d6, E(vy, 2) la db thi
€0
vy €2 v € Q e v
L o % °
va E(eg,2) 1a do thi
o2
€1 e v
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Trong [25], Arklint v& Ruiz da chiing minh két quéa sau day cho truong
hop C*-dai s6 do thi. Trong bd dé sau, chiing toi thiét lap mot phién ban
tuong tur cho dai s6 duong Leavitt.

Bo dé 2.2.4. Cho E la mot do thi, ey la mot canh trong E, n la mot so
nguyén duong va K la mot truong. Goi vy = rg(ey). Khi do,

Li(E(vg,n)) = Lg(E(eg,n)).

Ching minh. Gia st rang Lg (FE(vo,n)) ¢6 tap sinh 1a
{v,e,;¢" | v € E(vy,n)’ e € E(vg,n)'}
va thod man cac dong nhat thic (1) - (4) trong Dinh nghia 1.3.1. Ta

dinh nghia cdc phan ti {a,,a.,a’ | v € E(vg,n)’ e € E(vy,n)'} cia
Lk (E(eg,n)) bang cach dat: a, = v,

e néu e # e,

€pt1€p €1 Neu e = e,

. e* néu e # ey,

{ ej---eher | mnéue=ep.
Ching t6i 1dp lai nguyén van cac lap luan trong chiing minh cta [25,
Proposition 3.5] dé chi ra rang cac phan ti {a,,a.,a’ | v € E(vy,n)’, e €

E(vp,n)'} thod man cac dong nhat thiic sau:

(1) ayay = 6y way, trong doé 6 la ky hieu Kronecker;

(2)  Gye) e = Qe = Aelp(e) VA Qp(e)y = Q) = QG

(3) aZaf = (Se fCLr )

4) a, = ZeesE( ) aca’ v6i moi dinh chinh quy v trong E(vg, n),
’UO n

v6i moi v, w € E(vg,n)? va véi moi e, f € E(vg,n)'.

Ta 6 ayay = VW = Oy W = 0y . V1 vay ta co (1).
Ta lai co

s(e)e =e = a, néu e # ey,
Qs(e)Ae =

s(ep)eni1€n - €1 = €pi1n - €1 =a, Neu e = e,
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Tuong tu ta chiing minh duge cac dang thiic con lai trong (2).

Ta co

. e'e =r(e) = ay( neu e # ey,
el -enen 11y - -ep =r1(er) = r(eg) = ape,) NeU e = e,
Tuong tu cach tinh trén, ta thu duge réng afay = 0 v6i moi e # f €

E(vg,n)!. Nhu vay ta da chiing minh (3).

Tiép theo ta chiing minh (4). Néu v € {vy,--- ,v,} thi rd rang a,, =

v; = e;ef = ag,a) . Neuv & {vi,--- ,v,} thi ta xét hai trudng hop sau:
Truong hop 1: e,1 ¢ sgéeo’n)(v). Khi d6 v # s(ey) va sg%eo,n)(v) =
s71(v) = savm)(v). Do do
Ay =V = Z ee’ = Z ee’ = Z ee’ = Z aea).
eegé%eo,n)(v) ees1(v) 668521}07”)(11) eESE%UOm)(v)
Truong hop 2: e, 41 € 85%@0 n)(v). Khi d6 v = s(eny1) = s(ep). Do do

*
ay =0V = - ee
v ZeesE%@(),n) (v)

— * *

= Dees1(u)\feo} €7 F Ent1€041

— * *

= e s € F et

— * k%

= Z@ES_I('U>\{€O} ee + 6n+16n6n6n+1

f— * * * %
= Lees 1)\ feo} €€ F EntiCn - ere] - g
_ * *

- Zees*l(v)\{eo} Ael + Qey A,

*
= -1 a.a.,.
Dyl o (0) Tee

Theo Ménh dé 1.3.3, ton tai duy nhat mot dong cau K-dai s6 v :
Lg(E(vo,n)) — Lx(E(eg,n)) sao cho ¥(v) = a,, ¥(e) = a. vap(e*) = a;

v6i moi v € E(vg,n)? va e € E(vg,n).

Ta chitng minh rang v 1 toan cau. Dé lam diéu d6, ta sé chi ra moi phan
tl sinh ctia L (F(eg,n)) déu thuoc Im(z)). That vay, v = ¥ (v), e = 1 (e),
e* = 1(e*) véi moi v € E(eg,n)’ vae € E(eg,n)! ma e # e,,1. Luu § rang

ta luon c6 v; = e;ef véimoi i =1,--- ,n va do do,

* * * *
¢(€0€1 en) = €n+1en...€1€1 ...en = €p+1,
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Ulen---e1ep) = en- - ere] - el = €y
Vi vay, epi1, €. € Y(Lg(E(vg,n))), suy ra ¢ 1a toan cau.

Tiép theo ta chiing minh rang v 1a don cau bang cach phan ching. Gia
st rang ¢ khong don cau, nghia la ton tai mot phan tt khac khong z €
ker(¢)). Khi d6, theo Dinh 1i 1.3.11, ton tai cac phan tt a,b € L (FE(vg,n))
sao cho ton tai u € E(vy,n)? dé azb = u # 0, hodc arb = p(c) # 0, trong
d6 ¢ 1a mot chu trinh khong c6 16i ra trong E(vg, n) va p(z) 1a mot da thic

khac khong trong K[z, z~1]. Ta xét hai truong hgp sau:

Truong hop 1: Ton tai cac phan tit a,b € Ly (E(vg,n)) sao cho ton tai
u € E(vg,n)? dé axb = u # 0. Khi d6, vi azb € ker(¢)) nén u = 1(u) = 0
trong Lg(F(ep,n)). Mat khéac, theo Meénh dée 1.3.10 (2) ta ¢6 u # 0. Ta

gap mot mau thuan.

Truong hop 2: Ton tai cdc phan tit a,b € Li(F(vg,n)) sao cho axb =
p(c), trong d6 ¢ 1a mot chu trinh khong c6 16i ra trong F(vg, n) va p(z) 1a
mot da thitc khac khong trong K[z, x| Goip(z) = 1" k', Khi do, ta
c6 S kip(c)' = Y(axb) = 0 trong Lk (FE(eg,n)). Ta viét ¢ = g1 - g,
trong d6 g; € E(vg,n)t. Néu g; # eg v6i moi i = 1,--- ,h thi ¥(c) =
U(g1) - (gn) = g1+ gm- V1 thé ¥(c) 1a mot chu trinh trong E(eg, n).
Nguoc lai, ton tai 1 < k < h sao cho g = ep. Khi do, ta c6 s(ey) = 7(gr_1)
var(eg) = s(gry1) trong E(vg, n). Dicu d6 chiing t6 rang s(e,) = r(gr_1) va
r(e1) = s(gr+1) trong E(eo,n). Do d6 ¢(c) = ¥(g1 -+ - gr—1€0gk+1- -~ gn) =
g1 Gk—1€n - €10k+1 -+ - gn cung 1la mot chu trinh trong E(eg,n). Ching

toi minh hoa qua hinh vé sau:

¢ = o W(c) = 0 R
| S
9k €n €1

Nhu vay, trong moi truong hop v (c) déu 1a chu trinh trong E(ey, n). Khi
d6, sy Z-phan bac cia Lgx(E(ep,n)) chi ra ring mot dang thic dang
S kib(e)' = ¢(axb) = 0 khong the xay ra trong L (E(eg,n)). Diéu
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d6 mau thuan véi ¥ (axb) = 0 & trén.
Do d6, trong moi truong hop, ta déu gap mot mau thuan. Dieu d6
ching té rang ¢ 1a mot don cau. Nhu vay, ¢ 1a mot dang cau. O
Chung t6i trinh bay lai khai niém vé do thi sau day theo [25].
Dinh nghia 2.2.5. (|25, Definition 3.6]) Cho E = (E°, E',r, s) la mot do
thi va H 13 mot tap con di truyén ctia EY. Xét tap hop
F(H)={a|a=eey---ey,s(e,) & H,r(e,) € H}.
Goi F(H) 1a mot ban sao clia FI(H), trong d6 cac phan tit duge viét la @
v6i mdi phan t « ctia F(H). Ta dinh nghia mot do thi £(H) nhu sau:
E(H)" = HU F(H)
E(H)' =s Y (H)UF(H)
va md rong cac anh xa s va r len E(H) bang cach dat spgm (@) = o va
reE) (@) = r(a).
Luu ¥ rang c6 thé hiéu E(H) chinh 1a d6 thi (H, s *(H),s,r) cling v6i
cac dinh nguon o € F(H) v6i duy nhat mot canh tit « dén r(a).
Chiang t6i minh hoa khai niém trén thong qua vi du sau day.
Vi du 2.2.6. Cho E 1a do thi

U3

€2 €1 Q [
oV LI

v

o2 o,

va H = {wvg,v}. Khi d6, F(H) = {e1, ese1, ezer }. Vi vay, hinh vé sau

€3€1

[ ]
€3€1 €g

er & 00 _ €. v
€2€1

ec2¢1

13 biéu dién ctia do thi E(H).
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Trong [25], Arklint v& Ruiz da chiing minh két quéa sau day cho truong
hop C*-dai s6 do thi. Trong bd dé sau, chiing toi thiét lap mot phién ban
tuong tur cho dai s6 duong Leavitt.

Bo6 dé 2.2.7. Cho E = (E°, E',r,s) la mot do thi, H la mot tap con di

truyén cia E° va K la mot truong. Gid st
(EO \ H7 TE‘I(EO \ H)7 SE, TE)

la mot do thi hiu han khong chia chu trinh va v > H vdi moi v € E° \ H.
Gid thiét them rang tap hop s~ 1(E°\ H) Nr~Y(H) la hiu han. Khi dé,

Li(E) = Lg(E(H)).

Chitng minh. Gia st rang Li(FE(H)) duge sinh bdi tap {v,e,e* | v €
E(H)’, e € E(H)'} va thod man c4dc dong nhat thic (1) - (4) trong Dinh
nghia 1.3.1. Ta dinh nghia cic phan tit {p,, s.,s* | v e E(H)", e € E(H)'}
clia Lk (FE) bang cach dit: véi v € E(H)?, dat

v néu v € H,
Py = .
ac® neuv=ac F(H)

va véi e € E(H)!, dat

. e* mnéuec s, (H),
o néue=ac F(H).

Ching toi 1dp lai nguyén van cac lap luan trong ching minh cta [25,
Theorem 3.8] dé chi ra riang cac phan tit {p,, s., s* | v € E(H)?,e € E(H)'}
thod man cac dong nhat thic sau:

(1) puPw = dpwPuw, trong dé ¢ 1a ky hicu Kronecker;
(2)  Ds(e)Se = Se = SePr(e) V& Pr(e)Se = Si = SiDs(e)

(3)  sesp = Oc,tPr(e);
(4)

Py = Zees;}m(v) S¢St voi moi dinh chinh quy v trong E(H),



38

v6i moi v, w € E(H)? va véi moi e, f € E(H)?!.

Ta co
VW = Oy W = Oy wPu néu v,w € H,

PvPw = 0405*56* - 50475055* - 5v,wpw néu v = o, W = 5 S F(H)7
vaa™ =0 = 0, 4Pu néuv e Hw=_p¢e F(H).

Nhu vay, (1) duge ching minh.

Ta lai c6

{ s(ele=e=s. n
Ps(e)Se =

ac*a=a =5, n

(@2
Mm

ue

sp (H),
ac F(H).

(@)

ue

Tuong ty ta chitng minh duge cac dang thiic con lai trong (2).
Ta co6
§ e*e =r(e) = pr(e) néu e € s, (H),
oFa=71(a) =pra) =Pre) NUE=TE F(H).
Tuong tu cach tinh trén, ta thu dude rang sisy = 0 véimoie # f € E(H)'.
Nhu vay (3) dugce chiing minh.

Tiép theo ta ching minh (4). Gia st v 1a mot dinh chinh quy trong
E(H). Ta xét cac truong hgp sau:

Truong hop 1: v € H. Khi do,

Truong hop 2: v = a € F(H). Khi do,

* % *
Dy = QO = S¢S, = g S¢S, .

eesE%H) (v)

Theo Ménh dé 1.3.3, ton tai duy nhat mot dong cau K-dai s6 ¢ :
Li(E(H)) — Lg(F) sao cho ¢(v) = p,, ¢(e) = s, va ¢(e*) = s; véi moi
ve E(H) vaee E(H).
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Ta chitng minh ring ¢ 1a don cau bang cach phan chiing. Gia st rang
¢ khong don cau, nghia la ton tai mot phan tit khac khong = € ker(¢).
Khi d6, theo Dinh 1 1.3.11, ton tai cac phan tit a,b € Lg(E(H)) sao cho
ton tai u € E(H)" dé axb = u # 0, hodc axb = p(c) # 0, trong d6 ¢ 13 mot
chu trinh khong ¢6 16i ra trong E(H) va p(z) 1la mot da thie khac khong
trong K[z, 2~ !]. Ta xét hai truong hop sau:

Truong hop 1: Ton tai cac phan tit a,b € Lig(E(H)) sao cho ton tai
u € E(H) dé axb = u # 0. Vi azb € ker(¢) nén u = ¢(u) = 0 trong
Lg(E(H)). Mat khac, theo Ménh dé 1.3.10 (2) ta ¢6 u # 0. Ta gidp mot

dieu mau thuan.

Truong hgp 2: Ton tai cac phan tit a,b € L (FE(H)) sao cho axb = p(c),
trong do6 ¢ 1a mot chu trinh khong ¢6 16i ra trong Li (E(H)) va p(z) 1a mot
da thic khac khong trong K[z, z71]. Goi p(z) = >."  kz'. Khi do, ta
c6 Y kip(c)' = ¢(axb) = 0 trong Lk (E). Theo gia thiét, ¢ la mot chu
trinh trong (H, s, (H), sg, 7). Ta viét ¢ = g1 - - - g, trong d6 g; € sz (H).
Do d6 ¢(c) = ¢(g1)---d(gn) = g1---gn cung 1a mot chu trinh trong FE.
Khi d6, su Z-phan bac trong Lx(E) chi ra riang mot dang thic dang
S kid(c)' = ¢(axb) = 0 khong the xay ra trong L (F). Diéu nay mau
thuan véi ¢(axb) = 0 & trén.

Nhu vay, trong moi truong hop ta déu gip mot mau thuan. Diéu do

chitng t6 rang ¢ 14 mot don cau.

Tiép theo ta ching minh ring ¢ la toan cau. Dé lam diéu do, ta sé
chi ra ring v, e,e* € Im(¢) véi moi v € EY va e € E'. Bang cach lip lai
nguyén van cac lap luan trong chiing minh ctua [25, Theorem 3.8], ta thu
duoe ring v, e € Im(¢) véi moi v € E° vd e € E'. Theo dinh nghia ciia ¢
ta c6 e* € Im(¢) véi moi e € E* ma r(e) € H. Cudi cung, ta chi ra ring
e* € Im(¢) véi moi e € r~1(EY\ H). Ta dinh nghia tap con Dy ctia E°\ H
nhu sau: Dy = H va v6i moi s6 nguyén duong k, Dy 1a tap gom tat ca cac
dinh v sao cho k 1a do dai 16n nhat ciia mot duong tit v dén H. Tu cach

dat trén ta c6 nhan xét rang v6i moi k > 1, tat cad cac dinh trong D;. 1
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chinh quy.

Tuong tu nhu chiing minh ctia [25, Theorem 3.8], bang cach quy nap
tréen k > 1, ta sé chi ra rang moi duong « trong E véi r(a) € Dy déu co
a* € Im(¢).

V6i k = 1 va a 1a mot duong trong E v6i r(a) € D;. Ta ¢6 chi ¥y rang
r(e) € H v6i moi e € s~ !(r(a)). Do d6

o = T(Q)Q* = (266871(1"(04)) 66*)61{* = 266571(7’(04)) ee*a*

= D ees1(r(a) P(€)0(a€") € Im(¢)
viae,e € F(H).

Véi k > 1 va o 1a mot duong trong E véi r(a) € Dg. Ta ¢6 nhan xét
rang voi moi e € s '(r(a)) ton tai mot j < k sao cho r(ae) = r(e) € D;.
Do do6

o =r(a)a” = ( Z ee’)a’ = Z ee’a” € Im(¢).

ees™1(r(a)) ees™1(r(a))
Vi vay, ¢ la mot toan cau va do d6 ¢ 1a mot dang cau. O

Dinh nghia 2.2.8. ([25, Definition 3.9]) Cho E la mot do thi, vy € E°
14 mot dinh va goi n 1& mot s6 nguyén duong. Ta dinh nghia mot do thi

FE'(vg,n) nhu sau:
E/(UO, n)O = EO U {Uly U, == 7UTL}

E/(U(),n)l = El U {617 €2, " 7€n}

trong do g (vyn), SE(vy,n) tUONE UNg 1& MG 1ONg cla rp, sp Va rg(y, n)(ei) =

Vo, SE/(UOm)(eZ-) =; v6imoii=1,---,n.

Chang t6i minh hoa khai niém trén thong qua vi du sau day.

Vi du 2.2.9. Cho F la do thi
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Khi d6, E(vy, 2) 1a db thi

€2
o2

va E'(vg,2) 1a do thi

Hé qua sau day da dugc Arklint va Ruiz chiing minh trong [25] cho
truong hop C*-dai s6 do thi. Trong hé qua sau, chting toi thiét lap mot
phién ban tuong tu cho dai s6 duong Leavitt.

Hé qua 2.2.10. Cho E la mot do thi, vy la mot dinh trong E, n la mot so
nguyén duong va K la mot truong. Khi do, Li(E(vy,n)) = Lg(E'(vg,n)).

Ching minh. Goi v € E° va w € E(vg,n)? sao cho v > w. Theo Dinh
nghia 2.2.1 ta c6 v # v; véimoi 1 <i <n. Do d6 w ¢ {vy, -+ ,v,} va Vi
vay w € E°. Suy ra E° 1a mot tap con di truyén cta E(vg,n)Y.

Xét hai anh xa ©° : E(vg, n)(E°)? — E'(vg,n)? va ! : E(vg,n)(E°)t —
E'(vg,n)! x4c dinh béi: véi v € E(vy,n)(E°),

0 v néuv € E°,
¢ (v) = . 0
v; neuv=e;---e; € F(E"),

] e néu e € B!,
o (e) =
e, néue==¢ ¢ €F(E.
Khi d6, ¢” va o' la hai song anh va rg/,..(¢'(e)) = ¢"(rg vo ) (59)(€))

va sEl(Umn)(cpl(e)) = O (Sp(uen)(Ev)(e)) véi moi e € E(vg,n)(E O Vi vay,
E(vp,n)(E") dang cau v6i E' (v, n). Suy ra L (E(vy,n))(E°) & Lg(E'(vg, n)).
Mzt khéc, theo B dé 2.2.7 ta duge Li(E(vo,n)) = Lx(E(vg,n))(EY).
Do do6
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Lg(E(vo,n)) = Li(E(vy,n))(E") = Li(E'(vo, 1))

Ching ta két thic chiing minh. O

Trong [18], Abrams va Tomforde da chitng minh rang dai s6 ma tran
ctia mot dai s6 duong Leavitt cling 13 mot dai s6 duong Leavitt. Chung to6i
sé trinh bay lai két qua nay trong Ménh dé 2.2.13. Dé lam diéu do, chiing

t61 nhac lai khai niém sau.

Dinh nghia 2.2.11. ([18, Definition 9.1]) Cho F la mot do thi va n la
mot s6 nguyen duong. Ta goi M, E 14 mot do thi c6 duge tit E bang cach

them vao tai méi dinh v € E° mot doan “dau vao” ¢6 do dai n —1 c6 dang

gan vao .

Chung t6i minh hoa khai niém trén thong qua vi du sau day.

Vi du 2.2.12. Néu F 1a mot do thi
o)

AN

o—©

thi M5FE 1a do thi sau
O

\I<_.<_.

Ménh dé 2.2.13. ([18, Proposition 9.3]) Cho E la mot do thi hitu han
bac ra, K la mot truong va n > 1. Khi do, Lig(M,E) = M,(Lx(F)).

Dinh Ii sau day 1a két qua chinh ctia muc nay, cung cap cho ta cau tric
ctia dai s6 duong Leavitt clia mot do thi hitu han thong qua qua trinh

ttmg bude khit dinh nguon.
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Dinh 1i 2.2.14. Cho E la moét do thi httu han va K la mot truong. Goi
E=Fy—F —--—E —-— E =Fg

day cdc do thi dugc sinh ra trong qud trinh ting budc khi dinh nguon. Khi
do, cac khang dinh sau day la ding:

(1) Lg(E) = My, 1 (K)& - & My, +1(K) @LK(E(ESf)), trong do k la
so cac dinh thu trong E nhung khong thuoc ng (goi ching la vy, -+ ,vk)
va vdi moi 1 < i <k, m; la so cdc duong trong E két thic tai v;;

(2) V61 méi dinh v € EY;, goin, la so cic duong trong E két thic tai
v. Néun, =n vdi moiv € E); thi Lg(E(E);)) = My (Lk(Ep));

(3) Néu Ess khong phdi la do thi tam thuong Ey.;, thi ton tai mot do
thi phi nguon hiu han F thod man cic dieu kién sau day:

(i) Li(F) = Lr(E(E)));

(it) Ton tai mot song dnh gidia tap cac chu trinh trong F va tap cdc
chu trinh trong E. Ddc biét, F khong cé 16i ra khi va chi khi E khong co
167 ra;

(i13) Ton tai mot song danh gita tdp cdc chu trinh nguon trong F va

tap cdc chu trinh nguon trong Eg.

Chitng minh. (1) Goi H := {vy,--- , v} 1a tap tat ca cac dinh thu trong
E nhung khoéng thudc ng. Trudce tién, ta chiing minh rang H U ng la mot
tap con di truyén ctia E°. Goiv € H U ng va w € EY sao cho v > w.
Néuv e Hthiw=v e H. Néuw € ng thi theo Ménh dé 2.1.5, ton tai
mot chu trinh ¢ trong E dé v € Tg(c). Viv > w nén w € Tg(c). Theo
Menh dé 2.1.5 ta c6 w € EJ;. Nhu vay, trong moi trudng hgp ta luon c6
we HU ng. Do d6 H U ng l& mot tap con di truyen ctia E°.

Theo Ménh dé 2.1.5 ta c6 do thi (E°\ (H U ng),rjgg\(HUng),sE,rE)
khong chita chu trinh. Theo cach dat tap H ta c6 v > H U ng vl moi
ve B\ (HUEY). Ap dung B6 dé 2.2.7 ta duge Ly (F) = Lx(E(HUEY)).

Véiméi 1 < i <k, taky hieu H; = (H, H}) 1a do thi con ctia E(HUEY,)
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dinh nghia bdéi:
HZO = {w;, SE(HUESf)(f> | [ € TZg(lHung)(Ui)} va Hzl = TZ?(lHung)(Ui)'

Cha § ring m; = |H}| = \{SE(Hung)(f) | f € TE%Hung)(vi)H 1a s6 duong
trong F két thic tai v;. Theo cach xay dung cac H; ta c¢6 E(H U ng) =
HyU---U Hy U E(E). Theo Ménh dé 1.3.10 (4) ta c6

Lg(E(HUEY)) = Lx(Hy) @ -+ & Lx(Hi) ® Lr(E(EY;)).

Mit khac, véi méi 1 < i < k, theo He qua 2.2.10 ta duge Li(H;) ding
cau v6i Ly (Ay11), trong do6

€m,; €m.—1 e1 )
Am#—l —= .wmz‘ 4— .wmi_l ;— . . .’LU1 R — .Ul.
%

Tu Vi du 1.34 (2) ta ¢6 Lg(Ams1) = My (K). VI thé, Ly (H;) =
Mmi+1(K)‘

T cac dat duge 6 trén, ta lap tic c6 dugce

Li(E) = Lx(E(HUE)) = My, 11(K) @ -+ & My 1(K) ® Lic(E(ESp)).

(2) Gia stt rang n, = n v6i moi v € ng. Khi do6, ap dung Heé qua 2.2.10
len tat cd cdc dinh clia By ta thu duge Lg(E(EY)) = L (Myy1Esp).
Theo Meénh de 2.2.13 ta ¢6 Lx(Mn1Esr) = My1(Li(Egs)). Vi vay,
LK(E(ng)) = My (Li(Esr)).

(3) Gia st rang E,r khong phai 1a do thi tam thudng ;. Goi ¢ 1a mot
chu trinh trong Es ¢6 do dain va c6 day tai vg. Goi m 1a s6 cic dudng trong
E ket thiic tai vg. Theo He quéa 2.2.10 ta 6 Lg (E(EY;)) = L (Eqsf(vo, m)).
Theo B6 dé 2.2.4 ta c6 Li(Ess(vo, m)) = L (Fy), trong d6 Fy 1a do thi c¢6
duge tit Egy bang cach thay chu trinh ¢ béi chu trinh ¢ ¢6 do dai m + n.
Lap lai qué trinh trén cho tat cd cac chu trinh con lai trong Egs ta thu

dugc do thi phi nguon hitu han F sao cho:
(1) Lk (F) = Lr(E(EY)));

(i) F 1a do thi c6 duge tit Egs bang cach thay mdi chu trinh ¢ trong

E,¢ b6i chu trinh ¢ ¢6 do dai 16n hon. Diéu nay chi ra rang ton tai mot
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song anh gitta tap cac chu trinh trong F' va tap cac chu trinh trong FE;.
Hién nhién, s6 chu trinh trong E, 7 bang véi s6 chu trinh trong E. Do do,
ton tai mot song anh gitta tap cac chu trinh trong F va tap cac chu trinh
trong E. Hon nita, trong cach xay dung F' tit Esy da chi ra & trén, chi c6
do dai cac chu trinh 1a bi thay doi, s6 canh di vao va s6 canh di ra chu
trinh duge gitt nguyén. Nhu vay ¢ 1a chu trinh ¢6 16i ra trong Esf khi va
chi khi ¢’ 1a chu trinh c¢6 16i ra trong F. Hién nhién ¢ la chu trinh c6 16i
ra trong F,¢ khi va chi khi ¢ 1a chu trinh ¢6 16i ra trong E. V1 vay, ta thu
duogce két luan sau: F khong c6 161 ra khi va chi khi E khong c6 16i ra.
(¢i1) Ciang theo lap luan trén, ¢ 1a chu trinh nguon trong F,f khi va
chi khi ¢ 1a chu trinh nguon trong F. Do d6, c6 mot song anh gitta tap

cac chu trinh nguon trong F va tap cac chu trinh nguon trong Es;. ]

Chiang t6i minh hoa cac § tuéng trong chiing minh cta Dinh 1i 2.2.14
(1) va (3) thong qua vi du sau day.
Vi du 2.2.15. Cho F la do thi

U3

-5

€1 e

U1 v

[ J [ J [ J
Vo .

€4 €2
V4 o2

Khi d6, theo Vi du 2.1.4 ta ¢c6 H = {vy} vd Egs 1a d0 thi

€o

A

v
°, ——®

)

trong do6 ¢ = ey 1a mot chu trinh nguon ctia Esr va ¢ ¢6 161 ra la e. Ta ¢6

E(HU ng) = H U E(ng), trong do6

le o, > o,
va
3¢l
0 e er Q e v
E(Esf): o€l 0 °
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Theo Bo dé 2.2.7 va Ménh dé 1.3.10 (4), Lx(FE) = Lx(E(H U EY;)) =
Li(Hy) @ Li(E(EY;)). Mat khéc, theo Vi du 1.3.4 (2) ta c6 Lg(H)
Ms(K). Vivay Lg(F) = My(K) ® LK(E(EQf)).

112

Hon ntta, theo Hé qua 2.2.10, LK(E(ng)) = Li(Esf(vo,3)), trong do
FE(v9,3) 1a do thi

€3 €2

U3 o2 oVl °

Theo Bo dé 2.2.4, Lg(E(E,)) = Li(Ess(v,3)) = Lg(F), trong d6 F
14 do thi sau day:

€3

02 <> U3

trong d6 ¢ = eseseqe; 1a chu trinh nguon ctia F va ¢ c6 16i ra la e.

Nhu mot hé qua ctia Dinh 1f 2.2.14, ching to6i nhan lai két qua cla
Abrams, Pino, Molina [11] vé cau truc clia dai s6 dudng Leavitt clia do

thi httu han khong c6 161 ra.

Hé qua 2.2.16. ([11, Theorem 3.8]) Cho E la mot do thi hitu han khong
c6 167 ra va K la mot truong. Goi {ci,--- ,co} la tap cdc chu trinh va
{v1,---, v} la tap cdc dinh thu trong E. Khi d6, Li(E) diang ciu vdi

k l

(D My 1 (K) © (D Maa (K[, 27])),

i=1 j=1

trong dé voi moi 1 < i <k, m; la s0 cac duong két thic tai dinh thu v; va
vdi moi 1 < j </, n; la so cdc duomg két thic tai mot dinh co dinh (chon

trudc tuy y) cia chu trinh ¢; ma khong chia chu trinh do.

Chatng minh. Néu ¢ = 0 (nghia la, do thi E khong chita chu trinh) thi theo
Dinh 11 2.2.14 ta ¢6 Esp = {v;} va

Lg(E) = My 11 (K) @ - @® My, 1(K) ® Lg(E(EL;)).



47

Mt khic, ta c6 E(E))" = {vk, spee)(f) | [ € g (o)}, B(E)' =
Pme, (v6) VA B(E)| = Hspwe)(F) | £ € 7 ) (v)}] = mi. Theo He

qua 2.2.10, LK(E(ESf)) dang cau v6i Ly (A, 1), trong dé

emk emk—l e
oWmy — 5 @Wmp-1_ % o .., oW1 o .’Uk’

Akarl
do do LK(E(ESf)) > M, +1(K). Tt cdc dang cau trén, ta thu dugc

LK(E) = Mm1+1(K) ©--- D Mmk71+1(K) D Mmk+1(K)'

Xét truong hgp £ > 1 (nghia 13, E chia it nhat mot chu trinh). Khi do,
ta lwu y rang EY; = ¢} U--- Uc) va v; la dinh thu trong E khong thuoc

ng véimoi i =1,--- , k. Theo Dinh 1i 2.2.14 ta dugc
Lg(E) = My 1 (K) & -+ & My,11(K) & Lg(E(EY)).
V6i méi 1 < j < £, ta ky hieu G; = (GY,Gj) 1a do thi con ctia E(E))
dugce xac dinh nhu sau:
G =), spqe) (1) | £ € gl ()} v G = gl (&),

Cha y rang E(E);) = Gy U--- UGy va

ny = |G = 1= [sp) (1) | £ € rgipo (D} 1

1a s6 duong trong E két thiic tai mot dinh c6 dinh v’ (chon trude tuy y)
ctia chu trinh ¢; ma khong chita chu trinh dé. Ap dung He qua 2.2.10 va
B dé 2.2.4 ta thu duge Li(G;) = Li(EP "), trong d6 E;°*' 1a dd thi
v6i nj 4+ 1 dinh va n; + 1 canh:

€n.—1
n;+1 W, o Wp._1 " €1 J
E1] — @ " @ " 1 . .w1 (Y .

Ap dung Dinh If 2.2.14 (2), ta thu duge Lg(E)"") = My, +1(Lg(Ry)),
trong d6 Ry 1& do thi v6i mot dinh v/ va mot khuyen e/. Theo Vi du 1.3.4
(3) ta c6 Ly (Ry) = K[z, z71]. Vi thé,

Li(G)) = L(By") = My (Klw,27]).
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Theo Ménh de 1.3.10 (4) ta duogc LK(E(ESf)) = Lg(Gr) @ - @ Lg(G)).
Khi do, ta co

Li(E(Ey)) & My, 1(Klz, a7 ]) @ -+ & Mya (Klz,277)).
[]

Chtng t6i minh hoa céac ¥ tudng trong chiitng minh Hé qua 2.2.16 thong

qua vi du sau day.

Vi du 2.2.17. Cho E la do6 thi

vg G4 qua €2 qup

Khi do6, ta ¢6 vy 1a mot dinh thu va do thi Es¢ = ¢; U ¢y, trong d6

€
: Q)
o’ va ¢y = ® -

f

c1 = o'

Theo Dinh Ii 2.2.14, Li(E) & My(K) & Li(E(E?;)). Mat khéc, do thi
E(ng) = Gl L GQ, tI’ODg do

G]. — .65&.

—
[ ]
~——
va
.6361
yl €o
- )
Gy = o‘l —— o'

Xét cac do thi sau:

, () ()

Gl= e—>e——e v GhL= o o o °
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Theo Bo dé 2.2.4 ta ¢6 Lx(G1) = Li(G') va theo Hé qua 2.2.10 ta c6
Lk(Ga) = Lk(Gs).

Theo Dinh 11 2.2.14 (2) va Vidu 1.3.4 (3) ta c6 Lg(G}) = M3(K[z, 271])
va Li(Gh) = My(K[x,271]). Theo Menh dé 1.3.10 (4) ta c6

Li(E(E);)) = Lg(Gh) ® Li(Gy)

= Lg(GY) @ Li(G))

> My(K[z,27Y)) @ My(K[z,z71).
Vi thé, Ly (E) = My(K) ® My(Kz, 27 1]) @& My(K[z,z7']).

2.3 Cau tric cua dai s6 dudong Leavitt ctia do6 thi Hopf

Noi dung chinh ctia phan nay 1 cung cap cic cau tric ciia cac do thi
Hopf va dai s6 dudng Leavitt ctia chung (Dinh 1{ 2.3.9) theo tinh chat cta
ham phan nhanh. Ap dung két qua nay, ching toi ching minh Gia thuyét
Abrams-Tomforde ding cho mot s6 16p do thi Hopf (Dinh 1§ 2.3.21). Muc
nay duge viét dya trén bai bao [49].

Ta bat dau muc nay bang viéc nhac lai khai niem do thi Hopf da dugc
gidi thieu béi Cibils va Rosso trong [26]. Cho G 14 mot nhém va C la tap
tat ca cac 16p lien hop ciia G. Ta goi mot ham phan nhanh cta G 13 mot
dnh xa t : C — N. Ta con c6 thé viét ham phan nhéanh duéi dang tong

hinh thic v = ) t«C, trong dé6 t¢ :=t(C). Gid cua ¢ la tap hgp
ceC

supp(t) = {C € C | t¢c > 0}.
Ta ky hiéu bdi Sg 1a nida nhom con cliia G sinh béi tap UCESupp(t) C.

Pinh nghia 2.3.1. ([26, Definition 3.1]) Cho G la mot nhém véi ham

phan nhanh v = Y vcC. Do thi Hopf lien két vdi cap (G,t), ky hiéu bai
ceC
gy, ¢6 tap dinh F(():,c = G va c6 vo canh tit x dén zc v6i mdi x € G va

ce C.

Chutng to6i minh hoa khai niém do thi Hopf thong qua cac vi du sau. O
day, ching toi ky hiéu [z] 1a 16p lién hgp clia mot phan tit 2 trong nhéom G.
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Vi du 2.3.2. Xét nhom tam thuong G = {1g} vA ham phan nhéanh v =
n[lg]. Khi d6, 'z, 1a do thi sau:

Rn — .1G

Vi du 2.3.3. Cho G = S5 1a nhém déi xing cap 3 va viét
G = {id, (12), (13), (23), (123), (132)}.
Khi do, ta c6 C = {C} := [id], Cs := [(12)], C5 := [(123)]}, trong d6
Cy = {id}, Cy = {(12), (13),(23)}, C5 = {(123), (132) }.
(1) Xét ham phan nhanh v = [(123)]. Khi d6, I'¢, 1a do6 thi sau day:

®(123) . ® (132
(2) Xét ham phan nhanh v = [(12)]. Khi d6, g, 1a d6 thi sau day:
(123) ®(132)
g(lsgl}éi{(%)
NV
Vi du 2.3.4. Xét nhom cong cac s6 nguyén Z. Khi do, ta ¢c6 C = {[n] |

n € Z}, trong dé [n] = {n} v6i moi n € Z.

(1) Xét ham phan nhénh v = [0] + [2]. Khi d6, I'z, 1a do thi sau day:

" Yy Yy (Y ()
—4 —2 0 2 4
" Yy Yy (Y ()
-3 —1 1 3 5
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(2) Xét ham phan nhanh v = [2] + [3]. Khi d6, I'z, 1a d6 thi sau day:

Menh dé sau day cung cap cho ta mot so tinh chat co ban ctia cac do
thi Hopf. Nhic lai rdng v6i do thi £ = (E°, E',r,s), dd thi md rong clia
E dugc dinh nghia la E = (B, E* U (EY)*,7,3), trong dé: (E')* = {e* |

e € E'}, cdc anh xa 7 va s dugc cho bdi
7(e) = r(e), s(e) = s(e), 7(e*) = s(e) va 5(e*) = r(e) véi mdi e € E.

Meénh dé 2.3.5. Cho G la mot nhém vdi ham phan nhdnh t = Y cectcC.
Khi do, cac khang dinh sau day la ding:

(1) Ton tai mot duong trong Ifg\t (twong ing, L) i mot dinh g dén
mot dinh h khi va chi khi ton tai w € (Sg.) (tuong ung, w € Sgy) sao cho

h = gw, trong do (Sg.) la nhom con cia G sinh bdi Sg.;

) Néut =0 thi U, la hop r0i clia cdc dinh co lap;

(2

(3) Néut # 0 thi Tg, khong cé dinh thu va khong c¢é dinh nguon;

(4) Tgyx chita mot chu trinh khi va chi khi Sg. la mot vi nhom con
a

G.

2
Cclu

Chiing minh. (1) Dat (Ueesupp(o C’)_l/:\: {ct|ce Ucesuppe) € Ton
tal mot duong p = ejez---e, trong I'g, ti g dén h khi va chi khi g =
s(e1), h = 7(ey) va v6i moi 1 < ¢ < n, néu ¢; 1a mot canh thuyc thi
ton tai ¢; € UCesupp(t)C dé 7(e;) = 3(e;)ci, néu e; 1a mot canh 4o thi
ton tai ¢; € (Ucesupp( C)~! dé 7(e;) = 5(e;)c;. Khi d6, ta c6 h = 7(e,) =
s(e1)er ¢ = gey -+ - ¢y, trong d6 ¢; 1 céc phan tit thuoce vao UCESupp(t) CuU
(Ucesuppe) €)1 Dét w = ¢; -+ ¢,. Khi d6, ta co h = gw va w € (Sgy).
Néu p 1a mot duong thuc thi ¢; € UCESupp(t) C v6i moi 1 < i < n. Vi thé,
w € Sgr.

(2) Néu v =0 thi [s71(g)] = |r~1(g)| = 0 v6i moi g € G. Vi thé, g, la

hop roi ctia cac dinh co lap.
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(3) Néu v # 0 thi [s7!(g)] = |71 (g)] # 0 véi moi g € G. Vi thé, T'g,
khong c6 dinh thu va khong c6 dinh nguon.

(4) (=). Gia st rang I'g, chia mot chu trinh a = ejey---¢e,. Khi
do, ton tai cac phan ti {¢;}i; C Upeappe C 820 cho r(e;) = s(e)e;
v6i moi ¢ = 1,--- ,n. Vi a la mot chu trinh nén ta c6 s(e;) = r(e,) =
s(ep)erca -+ cp. Vithé, 1g = ¢1 -+ - ¢, € Sgy. Diéu nay ching t6 rang Se .
1 mot vi nhém con cua G.

(«<=). Gi4 st rdng S, 14 mot vi nhém con ctia G. Khi do, ton tai céc
phan ti {¢;}7; C UCesupp(t) C sao cho ¢;---¢, = 1g. Goi g 1a mot phan
tt bat ky ctia G. Khi d6, ta nhan thay trong ', ton tai cac canh {e;}",
sao cho s(e1) =g, s(e;) = gey - ¢o1 v6i moi @ > 2 va r(e;) = gey -+ - ¢; VO
moi 1 <7 <n. Vieg- ¢, = lg nén ta thu duge s(e1) = r(e,). Vi thé,

I'g. chita mot chu trinh e; - - - e,. ]
Dé khao sat cau tric clia cac do thi Hopf va cac dai sé dudng Leavitt

ctia chting, chting toi can mot s6 ky hiéu sau day.

Dinh nghia 2.3.6. Cho G la mot nhém v6i ham phan nhanh v =) . tcC.

(1) Ta ky hieu Ag, 1a do thi con clia I'g, nhu sau: néu v = 0 thi Ag,
13 do thi tam thuong, ngudc lai

AGﬁ — (A(()},w Aé‘,t? T|Ab,t7 S‘Ab,t)’

trong do AOG’t = (Sa) va Aé,t = Tﬁl(A(():,r)'

(2) Ta ky hieu Ag, 1a do thi con ctia I'g, sau day: néu Sg, khong phai

14 vi nhém con ctia G thi Ag, 1a do thi tam thudng, ngugc lai

0 1
Agr = (AG,t7 AG,U T|A5t7 SIAEJ)?
trong do A% . := G(S¢r) la nhém con 16n nhat cia G duge chita trong Se

v AL, = (AL s AL,

Chung t6i minh hoa cac ky hieu Ag, va Ag, thong qua cac vi du

sau day.
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Vi du 2.3.7. (1) Xét do thi Hopf I'¢, trong Vi du 2.3.3 (1). Khi do, ta
c6 Agr = Ag, 12 d0 thi sau day:

®(123) - ®(132)

(2) Xét do thi Hopf I'g, trong Vi du 2.3.3 (2). Khi d6, ta ¢6 Ag, =
AG,t = FG,t'

(3) Xét do thi Hopf g, trong Vi du 2.3.4 (1). Khi d6, ta c6 Ag, 1a do
thi sau day:

va Ag, 1a do thi sau day:

&y Yy (Y Yy ()
—4—-2—0—72

(4) Xét do6 thi Hopf ', trong Vi du 2.3.4 (2). Khi d6, ta c6 Ag, 1a do
thi tam thuong va Ag, = Ig..

Bo dé 2.3.8. Cho G la mot nhém vdi ham phan nhinh v =Y o0 tcC.

Khi dé, AL, va AL . la cde nhém con chuan tdac cia G.

Chiing minh. Trudc tién, ta chd ¥ rang véi moi ¢ € UCesupp(t) CvageQqG,
ta c6 gcg™" € Urcsuppe) C V2 9697 € (Upesuppe) €)' By gid, ta chiing
minh rang Ag . 12 mot nhém con chuan tic ciia G. That vay, xét g € G va
h e A%x' Ta viét h = cico -+ - ¢, trong d6 ¢; € UC’Gsupp(t) C' v6i moi 4. Khi

do, ta co

ghg™' = gerg 'geagt - geng  vagag e ) C
Cesupp(t)
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v6i moi i. Vi thé, ghg™! € Sg.. Theém niia, vi h € A%,t nén h~! € Sg,.. Lap
luan nhu trén ta suy ra gh~'g~! € Sg,. Do d6 (ghg™') ™t = gh~ g7t € Sq...
Nhu vay ghg™' € A, Diéu nay ching t6 raing Ag; . 1a mot nhém con chuan

tac cua G.

Tiép theo, ta chiing minh ring A% . 13 mot nhém con chuan tic clia G.
That vay, véig € Gva h € A%’t, lap lai lap luan trén ta dugce, ghg ™' € Sax-

Do d6 ghg™' € Ag,. Vivay Af la mot nhém con chuan téc ciia G. [

Dinh If sau day 1a két qua chinh ctia muc nay, cung cap cho ta cau tric
ciia cac do thi Hopf va cac dai s6 duong Leavitt ctia ching. Ching toi
nhic lai mot s6 ky hieu can thiét sau. Ta ky hieu bdi Sg tap hop tat ca
cac thanh phan lien thong manh ctia do thi E. Hién nhién Sy la tap sap
thit ty bo phan bdi quan hé > xac dinh nhu sau: véi moi 11, Il, € Sg,
I1; > Il néu ton tai v € 1Y va w € 11 dé v > w. Sp dudce goi la tap dinh
hudng ruong néu véi moi I1;, Iy € Sk, ton tai II3 € Sg sao cho II; > I3
va 1y > Il3.

Pinh Ii 2.3.9. Cho G la mot nhom vdi ham phan nhanh v =) . tcC
va K la mot truong. Khi do, cic khang dinh sau day la ding:

(1) Agy la mot thanh phan lién thong cia Tgy va Tg, = U Q,
i€G/AG .

trong dé 4 dang cau vdi Ag, nhu cac do thi;
(2) Ag.c la mot thanh phan lién thong manh cia Ag, va 11 = Ag, nhu

cac do thi vdi moi thanh phan lién thong manh 11 cia Ag,.. Hon nia,

S| \AOG’t/ A%,J néu Sg. 14 mot vi nhém con clia G;
AG,\? =
AL ] truong hgp con lai;

(3) Agy la mot thanh phan lién thong manh cia Tg, khi va chi khi
t =0 hodc Sg la mot nhom con cia G. Dac biét, néu Sgx la hitu han thi
Ag. la mot thanh phan lién thong manh cia Tg.;

(4) Néu gid thiét them rang G la giao hodn thi (Sa..,>) la tap dinh

hudng zuong;
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(5) LK(FG7t) = LK(AG)Y)(G/A%J).

Chaing manh. (1) Xét z va y la cac phan ti clia A, . Khi do, ton tai cac
phan tt {ci}ioy € (Ueesupp(e) €)Y (Ucesuppe) €)' 520 cho o™ty = €L
VA y = zcp -+ - ¢,. Theo Ménh dé 2.3.5 (1), ton tai mot duong trong Ag . tit
x dén y. Goi z 14 mot phan tit cia G. Néu ton tai mot duong trong A/;t
tt 2 dén z (tuong tng, tit x dén z) thi theo Meénh dé 2.3.5 (1), ton tai
phan tit w € (Sq.) = Af, sao cho x = zw (tuong tng, z = zw). Vi the,
z=azw ! € Ay, (tuong ing, z = zw € Ag,,). Do d6 Ag, 1a mot thanh

phan lién thong ctia T'g ..

Goi Q 1a mot thanh phan lien thong ctia 'g,. Ta ching minh réang Q
dang ciu do thi v6i Ag,. That vay, goi g la mot dinh bat ky cta Q va
dat ¢V : A&t — Q0 I3 mot anh xa xac dinh bdi: ¢(w) = gw véi moi
w € A, Khi do, néu ¢’(w) = gw = gw' = ¢°(w') thi w = w’. Vi thé,
#° 1a mot don anh. Goi h 1a mot phan ti ciia Q°. Vi Q 14 mot do thi lien
thong nén tdn tai mot duong trong Q tit g dén h. Theo Menh dé 2.3.5 (1),
ton tai w € (Sgr) = A, dé h = gw, nghia 1a, h = ¢°(w). Diéu nay chimg

t6 rang ¢° 1a toan anh. Do d6 ¢” 1a mot song anh.

V6i méi canh e trong Ag, tit v dén w, ludn ton tai ¢ € UCESupp(t) C dé
w = ve va ¢°(v) = gv, ¢°(w) = gw = gvc. Nhu vay, ton tai duy nhat mot
canh trong Q tit ¢°(v) dén ¢°(w) tuong ing v6i canh e. Diéu nay chitng té
rang ton tai mot song anh ¢' : Aé,t — Q! tur tap cac canh cia Ag, dén
tap cac canh ctia €2 sao cho ¢ va ¢! giao hoan véi cac anh xa dinh gdc va

dinh ngon. Vi thé, A, dang cau do thi véi Q.

Ta chi y rang, vi Q0 = ¢°(Ay,) = gAf, nén lyc lugng cta tat ca
cac thanh phan lien thong ctia I'g, bang véi luc lugng ctia nhom thuong
G/AY,- Nhu vay (1) duge chitng minh.

(2) Goi g va h la cac phan tit ctia A% ,. Vi Ag, 1a mot nhém con clia
G nén g 'h,h71g € A%,t. Vi thé, g 'h,h7lg € Sg.. Vi h = g(g~'h) va
g = h(h™1g) nén theo Ménh dé 2.3.5 (1), ton tai hai duong p va ¢ trong
I'g. sao cho s(p) = g,7(p) = h va s(q) = h,7(q) = g. Goi g € AOG’t va
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h € G sao cho ton tai hai duong p va q trong I'g, ma s(p) = g,7(p) = h
va s(q) = h,7(q) = g. Ta ching minh rang h € A%,t' That vay, theo
Menh dé 2.3.5 (1), ton tai w,w’ € Sg. dé h = gw vd g = hw'. Khi do,
h = gw = hw'w. Vi thé, w'w = 1g. Suy ra w™ = w' € Sg,. Tt d6 ta co
ht=wlg! e Sq,. Hién nhién h = gw € Sgr. Do do, h € AOG’t. Nhu

vay, Ag, 12 mot thanh phan lien thong manh ciia Ag..

Tiép theo ta ching minh rang II = Ag, nhu cac do thi v6i moi thanh
phan lién thong manh IT clia Ag,. Xét anh xa ¢° : AOGt — I1° x4c dinh
béi: ¢ (w) = gw v6i moi w € A, trong d6 g la mot dinh bat ky cia II.
Béng cach 1ap lai nguyén van cac lap luan trong chiing minh ctia (1), ta
thu duge ¢° 1a don anh. Tiép theo, ta ching minh ¢° 14 toan anh. Goi h
& mot phan tit cta I1%. Vi II 1a mot do thi lien thong manh nén ton tai
hai duong trong ', tit g dén h va tit b dén g. Bang cach st dung lai cach
lap luan & trén, ta suy ra ton tai w,w™! € Sg, dé h = gw v g = hw™".
T d6 suy ra w € A%7t. Vi thé, h = gw = ¢"(w). Vay ¢" 13 mot song anh.
Lap lai cac lap luan trong chiing minh ctia (1), ta thu duge dang cau do
thi 11 & Ag..

Néu S¢ . khong phéai 1a vi nhém con clia G thi A, 14 d6 thi tam thuong.
Vi thé, |Sa,,| = |AL,]. Nguge lai, néu Sg 1a mot vi nhom con cita G thi
tuong ty nhu ching minh cta (1) ta thu duge rang luc lugng cta tat ca
cac thanh phan lien thong manh clia Ag, bang véi luc lugng clia nhom

thuong A¢ . /A¢ .. Nhu vay, (2) duge chitng minh.

(3) (<) Néu v = 0 thi Ag, la do thi tam thuong. Vi thé, né la mot
thanh phan lien thong manh ctia T'g,. Gi4 st rang v # 0 vA S, 1& mot
nhém con ciia G. Khi d6, ta c6 Af,, = %7t = Sgr. Do d6, Agy = Ag, 1

mot thanh phan lién thong manh ctia T'g. bdi phan (2).

(=) Gia st rang Ag, 1a mot thanh phan lien thong manh ctia Tg .
Néu Ag, 1a do thi tam thuong thi v = 0. Gia st rdng Ag, ton tai mot
canh. Ta ching minh réng Sax 1a mot nhém con cua G. That vay, goi e la

mot canh trong Ag va ¢ € Upegupp(r) € 520 cho r(e) = s(e)e. Vi Ag, 1a
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mot thanh phan lién thong manh clia I'g, nén ton tai mot dudng p, trong
Ag. sao cho s(p.) = r(e) va r(p.) = s(e). Vi thé, ep. 1a mot chu trinh
trong Ag,.. Theo Ménh dé 2.3.5 (4) ta ¢6 Sg, 14 mot vi nhém con clia G.
Ta viét p, = f1--- f,, trong d6 ton tai w; € UCEsupp(t) C dér(f;) = s(fi)w;,
1 <i<mn. Viep, la mot chu trinh trong Ag. nén s(e) = r(pe) = r(fn) =
s(fo)w, = -+ = s(e)cwy - - - wy,. VI thé, cw; -+~ w, = 1g. Dieu d6 chiing to

Sgr 1a mot nhém con cta G.

Gia st rang S, 1a mot nita nhom con httu han ctia G. Néu Sg, = 0
thi Ag, 1a do thi tam thuong. Do d6, Ag . 14 mot thanh phan lien thong
manh cta I'g,. Ngudc lai, néu Sgr 1a mot nia nhém con hitu han khac
rong cia G thi Sg, ciing 14 mot nhom con ciia G. Vi thé, Ag, 1a mot

thanh phan lién thong manh cta g,

(4) Gia st rang G 1a mot nhom giao hoan. Goi x,y € A%J. Ta chiing
minh rang ton tai phan ti z € A%’t sao chox > 2z vy > 2. Vi G giao hoan
nén ta cd thé vit x = cyco - - cpdy Myt - d L vy = kikg o Rl MG 1
trong d6 ¢, d;, ki, 1y € UOESupp(t)C viimoi 1 < i <n,1<j<m,
1<i<n,1<j5 <m' Xét cacdudng p=-e1---€, vd g = f1--- fur 520
cho s(e1) = x,r(e;) = s(e;)d;, 1 < i <mvas(fi) =rp),r(fi) = s(fi)ki,
1 <7 < n'. Khido, ta c6 s(pqg) = x va r(pq) = cicy- - crkiky - ky =:
z € A&t. Vi thé, z > 2. Tuong tu, ton tai cac dudng p/, ¢’ in Ag, sao
cho s(p'q') =y, r(p'q') = kiks - - kycica- -, = z. Vi thé, y > 2, déu can
chiing minh. Diéu nay suy ra rang (Sa,,,, >) 1a dinh huéng xudng.

(5) Két hop phan (1) vd Menh dé 1.3.10 (4) ta lap titc suy ra diéu phai
chiing minh. ]

Nhu mot ap dung ctia Dinh 1i 2.3.9, ta thu dugc hé qua hitu dung
sau day.

Hé qua 2.3.10. Cho G la mot nhém vdi ham phan nhanh v =Y . tcC.
Khi dé, cdc khang dinh sau day ding:



o8
(1) Néut =0 thi Dg. la hop 10i clia cdc dinh co lap va

Lg(Tg.) = K.

(2) Néu > pcetelCl =1 va Sg la mot vi nhém con cia G thh T, la
hop roi ctua cdac chu trinh co lap, Sg. la mot nhom con hitu han chuan tdc
cua G va

Li(Da) = Misg (K [x, 27 1])(/%e).

Chatng minh. (1) Dugc 1ap titc suy ra tit Ménh deé 2.3.5 (2) va Dinh 1i 2.3.9.

(2) Gia st rang > oo te|C| = 1 vd S 1a mot vi nhém con clia G.
Khi d6, ta suy ra ton tai ¢ € G dé Ucesuppny C = {c}- V1 Sg la mot
vi nhém con ctia G nén ton tai s6 nguyén duong n sao cho ¢® = 1g. Vi
thé, Sg. = Ag, la mot nhém con xyclic clia G sinh béi ¢ va theo Bo
dé 2.3.8 ta c¢6 Sg, cling 1a nhém con chuan tic ciia G. Suy ra Ag, 1a
mot chu trinh co lap gom n dinh vaA n canh. Theo Dinh 1i 2.2.14 ta c6
Lg(Agy) = Mg, (K [z,27"]). Khi d6, theo Dinh 1i 2.3.9 ta c6 I'g, 1a hop

roi clia cée chu trinh ¢6 lap va Lg (D) & Mg, (K[z, z71])(@/Sex) O
Trong phan tiép theo, ching toi quan tam dén cau hoéi sau:

Cho trudec mot do thi E va truong K, cé ton tai mot do thi Hopf T sao
cho Lg(E) = Li(I')?

Cau héi nay duge ndy sinh mot cach tir nhién béi ménh dé sau day.

Meénh dé 2.3.11. Vdi moi truong K, ton tai hai do thi E va F sao cho
E la mot do thi Hopf, F khong la do thi Hopf va Lx(E) = Li(F).

Ching minh. Goi E = TI'g, l1a do thi Hopf trong Vi du 2.3.2 v6i n = 3 va

F' 1 do thi sau day:
—8

Khi d6, vi F ¢6 hai thanh phan lién thong manh khong dang cau véi nhau
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nén theo Dinh 1i 2.3.9 (2) ta c6 F khong phéi 13 do thi Hopf. Theo Vi
du 1.3.4 (4) ta duge Lx(F) = Li(1,3). Mat khac, theo Dinh 1i 2.2.14 (2)
ta duge Li(F) = Ms3(Lk(1,3)). Theo [5, Theorem 4.14] ta c6 Lg(1,3) =
M3(Lg(1,3)). Vi thé, Lg(F) = Lg(F).

(]

Chung toi giadi quyét cau hoéi duge dé cap truée Meénh dé 2.3.11 bang
cach tinh toan chieu Gelfand-Kirillov ctia cac dai s6 duong Leavitt clia cac
do thi Hopf. Dé lam diéu do, trude tién ching toi nhac lai khai niem chiéu

Gelfand-Kirillov ctia cac dai s6 theo [42].

Cho K 1a mot truong va A 1a K-dai s6 hitu han sinh vdéi tap sinh 1a
{a, -+ ,an}. Goi V = spang{ar, -+ ,a,}. Dat V0 := K va

V" =spang{xy, - ,x, | 2 € {ar, - ;an}},n > 1.
Chiéu Gelfand-Kirillov ctia A, ky hieu GKdim(A), duge dinh nghia 1

GKdim(A) := limsup log, (dim(V™")).

n—oo
Néu A khong 1a dai s6 hitu han sinh trén K, chieu Gelfand-Kirillov ctia A
dugc dinh nghia la

GKdim(A) = sup{GKdim(B) | B 1a mot dai s6 con hitu han sinh ctia A}.

Trong [19] Alahmadi, Alsulami, Jain va Zelmanov da x4c dinh chiéu
Gelfand-Kirillov ctia cac dai s6 duong Leavitt ctia cac do thi hitu han.
Trong [47] Moreno-Fernandez va Siles Molina da mé rong két qua nay cho
cac do thi bat ky. Ching toi sé nhic lai két qua nay ¢ day. Dé lam diéu
do6, ching toi can trinh bay lai mot s6 khai niém trong 1y thuyét do thi.

Cho E 1a mot do thi. Mot chu trinh ¢ trong E dudc goi 1a mot chu trinh
doc lap néu khong c6 dinh ndo trén c 1a day ciia mot chu trinh khac ngoai
hoan vi vong quanh ctia c. Ta n6i rang E thod man Dicu kién (EXC) néu
moi chu trinh ctia F déu 1a chu trinh doc lap.

Véi hai chu trinh ¢ va ¢, ta viét ¢ = ¢ néu ton tai mot dudng bat dau

tit mot dinh trong ¢ va két thic tai mot dinh trong ¢. Mot day cac chu



60

trinh ¢y, -+ -, ¢, 14 mot xich v6i do dai k néu ¢; = --- = ¢;. Ta noéi xich
g = --- = ¢ O mot 16i ra néu chu trinh ¢ c6 mot 16i ra. Goi d; 1a do
dai 16n nhat ciia xich cac chu trinh trong E va dy 1a do dai 16n nhat ctia
xich cac chu trinh ¢6 16i ra trong E. V6i moi trudng K, theo [47, Theorem
3.21], GKdim(Lg(FE)) 1a hitu han khi va chi khi £ thod man Dicu kién
(EXC) va do dai 16n nhat cta xich cac chu trinh trong £ 1a hitu han.
Trong trusng hop nay, GKdim(Lg(E)) = max{2d; — 1,2d>}. Nhu mot hé
qua, moi s6 tu nhién c¢6 thé duge xem 1a chidu Gelfand-Kirillov ctia mot

dai s6 duong Leavitt nao do.

Ta sé st dung két qua sau day veé cac do thi Hopf dé tinh chiéu Gelfand-

Kirillov ctia cac dai s6 duong Leavitt lien két.

Bo dé 2.3.12. Cho G la mot nhém vdi ham phan nhdnh v = Y cectcC
thod man Yo te|C| > 2. Khi dé, vdi moi chu trinh o trong Tg., ton
tai mot chu trinh B trong I'c, sao cho 8 khong phdi la mot hoan vi vong

quanh ciua o va = .

Ching minh. Goi o = e - - - e, la mot chu trinh trong I'g .. Ta chiing minh
rang ton tai chu trinh B trong Ige dé B = «. That vay, theo Ménh
de 2.3.5 (4) ta ¢6 Sg, 1a mot vi nhém con ctia G. Vi thé, ton tai cac
phan t {¢;}, C Ucesuppr) € sa0 cho ¢1---¢, = 1g, s(a) = s(e1) va
s(e;) = s(a)cy- - ¢ v6i moi 2 < i < n var(e) = s(a)e --- ¢ v6i moi
1 <7 < n. Ta xét hai truong hgp sau day:

Trudng hop 1: | Ueequpp €1 = 1. Khi d6, ta c6 supp(r) = {C}, t¢ > 2
va ton tai ¢ € G dé C = {c}. Do d6, theo dinh nghia ctia dd thi I'g,, ton
tai to canh tir s(e;) dén r(e;) voi moi 1 < i < n. Vi thé, s(a) la ddy cta it
nhat te chu trinh, diéu do6 ¢6 nghia 13, ton tai mot chu trinh S trong e,

sao cho 8 khong phai la mot hoan vi vong quanh cia a va § = a.
Trudng hop 2: |Ueequppr) €l = 2. Ta xét hai trudng hgp con sau day:

Truong hop 2.1: Ton tai € Upecqppe C \ {en} va 86 nguyen duong m
de 2™ = 1¢. Khi do, s() 1a ddy cta chu trinh 8 = f; - - - f, khéc v6i chu
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trinh «, trong dé |z| 1a cap cla z, s(f1) = s(a), s(fi) = s(a)z™! véi moi

2 <i<nvar(f;)=s(a)z’ véimoil <i<n.Suyraring 3= a.

Truong hop 2.2: 2™ # 1g vl moi € Upcqppe C \ {en} va 86 nguyen
duong m. Goi z 1a mot phan tit bat ki ctia Upeqppe €\ 1en}- Khi do,
ta c6 s(a)z! # s(a), s(a)z™ # s(a)er -+ ¢, 1 va tOn tai mot canh trong
[ge tit s(a)x™! dén s(a). Theém nita, ta thu duge s(a)z~! 1a day cia chu
trinh 8 = f1--- f,, trong d6 s(a)z™! = s(f1) va s(f;) = s(a)xz7 ey -+ ¢y

-1

v6i moi 2 < i <nvar(f;)) =s(a)r ep-¢ v6i moi 1 < i < n. Nhu vay

B la mot chu trinh trong ' khac véi o va 8 = «.

Do d6, trong moi truong hop ta thu duge rang ton tai mot chu trinh 3
trong I'g . sao cho 8 khong la mot hoan vi vong quanh cia o va 8 = a.

Chiing ta két thic chiing minh. O

Trong ménh dé sau day, chung toi tinh chieu Gelfand-Kirillov ctia
cac dai s6 duong Leavitt ctia do thi Hopf dua theo thong tin clia ham
phan nhanh.

Meénh dé 2.3.13. Cho G la mot nhém vdi ham phan nhanht =Yoo tcC
va K la mot truong. Khi do,

oo néu Y . .ote|lCl>2 va Sg, 1a vi nhém con cia G;

GKdim(Lg(I'g)) = 1  néu > ,ote|lCl =1 va Sg, 1a vi nhém con clia G;

0  truong hgp con lai.

Ching minh. Truong hop 1: > .- tc|C| > 2 va Sg 1a mot vi nhém con
ciia G. Khi d6, theo Ménh dé 2.3.5 (4) ta duge I'g. chtta mot chu trinh.
Khi d6, theo Bo dé 2.3.12 ta thu dugdc réng I'g, khong thod man Diéu kien
(EXC) hoac ', thod man Dieu kién (EXC) va do dai 16n nhat ctia xich
cac chu trinh trong I'¢, la vO han. Ap dung [47, Theorem 3.21] ta nhéan
duge GKdim(Lg(T'gy)) = oo.

Truong hop 2: Y. tc|C| =1 va S, la mot vi nhém con ciia G. Khi

do, theo He qua 2.3.10 (2) ta c¢6 ', 1a hop roi clia cac chu trinh ¢o lap.
Vi thé, theo [47, Theorem 3.21] ta ¢c6 GKdim(Lg(T'g,)) = 1.
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Truong hop 3: v = 0 hoac Sg. khong la vi nhém con cua G. Khi do,
theo Menh dé 2.3.5 (4) va He qud 2.3.10 ta ¢6 I'g, khong chita chu trinh.
Khi do6, theo [47, Theorem 3.21] ta dugc GKdim(Lk(I'¢y)) = 0. O

Hée qué sau day dua ra cau tra 1oi phu dinh cho cau hoéi duge dé cap
truée Ménh de 2.3.11.

Hé qua 2.3.14. Ton tai mot dai s6 duong Leavitt khong dang cau vdi moi
dai so duong Leavitt ciia do thi Hopf.

Chitng minh. Cho K 1a mot truong va E 13 mot do thi sao cho 2 <
GKdim(Lg(E)) < oo. Khi d6, theo Menh dé 2.3.13 ta ¢6

GKdim(Lx(Tgy)) # GKdim(Lg (E))

v6i moi cdp (G, t). Do do, Li(E) 2 Lg(I'g,) v6i moi cép (G, ). O

Trong phan con lai cia muc nay, ching to6i xem xét gid thuyét cla

Abrams va Tomforde dugce néu ra trong [18] cho cac do thi Hopf.

Nam 1998, Kumjian, Pask va Raeburn [41] da gi6i thiéu khai niém
C*-dai s6 do thi. Chung t6i trinh bay lai khai niém nay theo [12].

Goi H 1a tap cac khong gian Hilbert vo han chiéu tren C. V6i moi
H € H ta dat
B(H)={f:H — H| f tuyén tinh va bi chan}.

Khi d6 B(H) 1a mot C*-dai s6 véi chuan

1 1= s 020 ey

Cho F 1a mot do thi. Khi d6, véi mdi a € Le(FE) ton tai S = S(a) sao
cho || w(a) || < S v6i moi *-dong cau 7 : Le(E) — B(H). Do do, theo [53,

Section 7] ta c6
| a|l:=sup{|| 7(a) || | 7 : Le(E) = B(H) 1a mot x-dong cau khong suy bién}

13 mot chuan trén Le(E).
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Dinh nghia 2.3.15. ([12, Definition 5.2.1]) Cho F 1a mot d6 thi. C*-dai
s6 do thi ctia do thi E, ki hieu C*(F), duge dinh nghia 1a

trong d6 phép day di hoa lay theo chuan || . || néi trén.

Vi du 2.3.16. ([18, Example 4.9]) Ky hicu T = {z € C | |z| = 1}. Goi
C(T) = {f : T — C | f tuyén tinh va bi chan}. Khi d6 C(T) 14 mot
C*-dai s6. Xét do thi R;:

Rl = .UD €.
Khi d6, C*(Ry) = C(T).
Rieffel [50] dinh nghia hai C*-dai s6 A va B dugc goi 1a tuong duong
Morita manh, ky hieu bdi A ~gyp B néu chung tuong duong Morita nhu
cac vanh.

Gia thuyét sau day duge Abrams va Tomforde dit ra trong [18].

Gia thuyét Abrams-Tomforde. ([18, Section 9]) Cho E va F la cdic do
thi dém dugc. Néu Lo(E) ~yp Le(F) thi C*(E) ~sye C*(F).

Dén thoi diém hien tai, Gid thuyét Abrams-Tomforde da dugc ching
minh 1& ding cho céc 16p do thi sau day.
Dinh 1i 2.3.17. Gid thuyét Abrams-Tomforde ding cho cdc I6p do thi thod
mdn mot trong cdc dieu kién sau day:

(1) ([18, Proposition 9.13]) Cdc do thi khong chita chu trinh.

(2) ([18, Corollary 9.16]) Cdc do thi hitu han bac ra ma dai s6 duong
Leavitt lién két la don.

(3) ([32, Theorem 14.10]) Cdc do thi cé tap dinh hiu han.

Mot phan tit luy déng e trong vanh R dude goi 14 v6 han néu eR ding
cau nhu cac R-modun véi mot hang ti tryc tiép thuce sy ciia né. Mot vanh

don R dudc goi 1a vo han thuan tuy néu nhu moi idéan phai ciia R déu
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chita mot luj dang vo han. Trong [7, 8] Abrams v Aranda Pino cung cap
mot tieu chuan trén cac do thi hitu han bac ra dé dai s6 dusng Leavitt
ctia ching 1& don vo han thuan tuy. Két qua nay da dudc md rong cho cac

do thi bat ky trong [12, Theorem 3.1.10].

Dinh 1i 2.3.18. ([12, Theorem 3.1.10]) Cho E la mot do thi va K la mot
truong. Khi dé, Li(E) la don vo han thuan tuy khi va chi khi cdc diéu

kién sau day duoc thod man:
(1) Cadc tap con di truyén va bio hoa cia E° chi la ) va E°;
(2) Moi chu trinh trong E déu cé mot 107 ra;

(3) E c6 mot chu trinh.

Chiing t6i cung caAp mot tiéu chuan theo ham phan nhéanh dé mot dai

s6 duong Leavitt ctia do thi Hopf 1a don vo han thuan tuy.

Meénh dé 2.3.19. Cho G la mot nhém vdi ham phan nhanht =Yoo teC
va K la mot truong. Khi do, Lx(Lg.) la don vo han thuan tuy khi va chi

Chiing minh. (=). Gia stt rang Lx(Tg,) 1a don vo han thuan tuy. Theo
Dinh 1{ 2.3.18 ta ¢6 Lg(I'g,) ton tai mot chu trinh. Vi thé, theo Ménh
de 2.3.5 (4) ta duge Sg, 1a mot vi nhém con clia G. Néu v = 0 thi theo
Menh dé 2.3.5 (2) ta ¢6 T'g, 1a hop 1di clia céc dinh ¢o 1ap, mau thuan.
Xét truong hop > oo te|Cl = 1. Vi Sg, 1a mot vi nhém con ctia G nén
theo He qua 2.3.10 (2) ta dude Lx(Tay) = Mg, (K[z, 27 1)/, Vi
thé, Lx(T'¢.) khong 1a don vo han thuan tuy. Ta gap mot mau thuan. Do
do, ta co Y o te|C] > 2.

Néu (Sg.) # G thitheo Dinh1i2.3.9 tac6 L (L) = Li(Ag.) @/ 5ex).
Vi thé, Lig(T'g.) khong don. Ta gip mot mau thudn. Diéu nay suy ra
(Sax) = G.

Ta ching minh réng Sg, 1a mot nhom. That vay, néu Sg. = {lg}
thi didu can chiing minh la hién nhién. Xét truong hop Sg. # {lg}-.
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Goi d € UCESupp(t) C va d # 1g. Khi d6, ton tai mot canh e trong T'g
sao cho s(e) = d va r(e) = d*>. Vi Sg, 1a mot vi nhém con ctia G nén
ton tai cdc phan tit {w;}?; C UCESupp(t)C sao cho w;---w, = lg. Vi
thé, ton tai mot chu trinh o = ejes---e, in I, sao cho d = s(ep) va
r(e;) = s(e;))w; v6i moi 1 < i < n. Vi Lg(I'gy) & don nén theo [12,
Theorem 2.9.7], ton tai mot duong p = f; - fi. trong I, bat dau tai d?
va két thuc trong a. Ta viét 7(f;) = s(f;)e; v6i moi 1 < ¢ < k, trong do6
¢i € Ucesuppe) C- V1 p két thic trong o nén ton tai 1 <i <n dé r(p) =
s(e;). Dat 8 :=efi - freieir1 - - - e, Khi do, ta co 5 1a mot duong khép kin
trong T, c6 day tai d>. Vi thé, s(e) = d = r(e,) = s(e)dey -+ - cpw; - - wy,
va dey -+ - cpw; -+ - w, = 1. Dieu nay suy ra rang d khé nghich trong S,
Vi vay Sg. 1a mot nhom con ciia G. Khi d6, vi (Sg:) = G nén ta c¢6 duge
Ae)

(<=). V1 Sg: = G nén theo Dinh 1i 2.3.9 va Ménh dé 2.3.5 (4) ta thu
duge riing g, vita 1a lien thong manh vi vita c¢6 chu trinh. Ap dung [12,
Lemma 2.9.6]) ta thay tap con di truyén va bao hoa ctia I'},, chi la () va
F%vt. V1 > e te|C| > 2 nén moi chu trinh trong I, déu ¢6 161 ra. Khi
d6, theo Dinh 1i 2.3.18 ta ¢6 Lg(I'g,) 1a don vo han thuan tuy. O

Hé qua 2.3.20. Cho G la mot nhom vdi ham phan nhanh v =) . tcC
va K la mot truong. Khi dé, néu Yceete|Cl > 2 va Sg. la mot nhom

con clia G thi Li(Agy) la don vo han thuan tuy.

Chiing minh. Theo Dinh 1{ 2.3.9 (3) ta ¢c6 Ag, 1a do thi lien thong manbh.
Ap dung chiing minh ctia Ménh dé 2.3.19 ta suy ra Ag, thod man tat
cd cac dieu kién ctia Dinh 1f 2.3.18. Vi thé Li(Ag,) 1a don thuan tuy

vO han. []

Dinh 1i sau day chi ra ring Gia thuyét Abrams-Tomforde ding cho mot
s6 16p do thi Hopf.

Dinh 1i 2.3.21. Gid thuyét Abrams-Tomforde ding cho cdc lép do thi

Hopf lién két vdi cap (G, ) sao cho G la nhém dém dugc va mot trong cac
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dieu kién sau day dugc thod man:
(1) Sgr khong la vi nhom con cia G.

(2) ZCEC tC‘C| <1

(4) G la mot nhom hau han.

Chiing minh. (1) Goi gy va T'gr v 12 cac do thi Hopf sao cho Sg . va Ser v
khong 1& vi nhém con cia G va G' vai Le(Tgr) ~me Le(Tgrw). Ta can
ching minh C*(Tgy) ~smr C*(Lgrv). That vay, theo Ménh dé 2.3.5 (4)
taco I'ge vaI'gry la cac do6 thi khong chita chu trinh. Do d6, theo Dinh 1i
2.3.17 (1) ta co C*(FG#) ~NSME C*(FG/7t/).

(2) Goi I'ge va I'grw 1a céc do thi Hopf sao cho Y .. tc|C| < 1,
Yocreer Ver|C'| <1 va Le(Par) ~up Le(Terw). Ta can ching minh
C*"(Tar) ~sme C"(Tarw).
That vay, ta xét cac truong hop sau day.

Trudng hop 1: Sg. va Sgrv khong la cac vi nhom con cia G va G'.
Theo phan (1) ta thu duge C*(Tg) ~spr C*(Torv).

Truong hop 2: S la mot vi nhém con cia G nhung S¢ v khong la vi
nhém con ciia G'. Khi d6, theo Ménh dé 2.3.13 ta ducc

GKdim(Le(T.)) = 1 vi GKdim(Le(Terv)) = 0.
Mat khac, vi Le(I'ge) ~me Le(T'erv) nén theo [47, Theorem 2.6] ta co
GKdim(L¢(T'g,)) = GKdim(Le(Tgrr)).
Ta gip mot mau thuin. Nhu vay Truong hop 2 khong thé xay ra.

Truong hop 3: Sgr va Sgr 1 cdc vi nhém con cia G va G'. Theo He
qua 2.3.10 ta c6 Sg. (tuong tng, Sgrw) 1a nhém con chuan tic cia G
(tuong tng, G') va

Le(Tgy) 2 Mg, (Cla, 21])( 9750,
Le(Porw) = Mis,, ,\(Cla, a7'])1¢ /5,
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Vi Le(Tgr) ~mp Le(Terw) nén theo Méenh dé 1.1.14 ta dugce
Ko(Mis, o (Clr, & ])(€/569) & Fy(Mg,, (Cla, )\,
Ap dung [51, Theorem 1.2.5] ta dugc
(Ko(Misg.(Cla, ™)) €/56) 22 (Ky(Mig,, ) (Clr, 2~ 1])) € 50,

Theo [12, Example 6.1.11] ta c6

112

KO(M|5GJ|C[3:,3:_1]) = KO(M|SG/¢/|C[$7:L‘_1]) L.

Suy ra Z(CG/5ax) = 7 /Serv) Do d6 |G/Sq.| = |G'/Sg v|. Mat khac, theo
He qua 2.3.10 ta c6 ', (tuwong tng, ') la hop 161 ctia céc chu trinh ¢o
lap. Do d6

C*(Tae) = (C*(Clgg,) 750 va

C*(Parw) = (C*(Clg,,, )50,
trong d6 C), la chu trinh ¢6 1ap n dinh. Theo Vi du 2.3.16 ta duge C*(CY) =
C(T). Ap dung [25, Proposition 3.5] va [18, Proposition 9.3] ta dugc

C*(Cn) = M, (C7(Ch)) = M, (CF(T)).
Tu do ta ducce

C*(Tay) = (Mg, (C*(T))) /%) va
C*(Tarw) = (Ms,, o(C*(T)))(E/5e),

Theo Vi du 1.2.15 (1) ta c6

Mis, [(C(T)) ~mE Mis,, ,(C(T)).

Ap dung He qua 1.1.9 ta duge C*(Tar) ~up C*(Lory).

Nhu vay, trong moi trusng hop c6 thé xay ra, Gia thuyét Abrams-
Tomforde ding cho 16p do thi thod man diéu kién (2).

(3) Goi I'g va I'gr v 1a cc do thi Hopf sao cho Y. te|C| > 2, Sgr =
G, checl tIC/’O/‘ > 2, SG’,t’ = G’ va LC(FG,‘C) ~ME L(C(FG’,t’)- Ta cﬁn
ching minh C*(T'g,.) ~smp C*(Tgr ). That vay, tot Menh dé 2.3.19 ta suy
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ra Lc(Tgy) va Le(Tgre) 14 don vo han thuan tuy. Theo [8, Theorem 5.2]

va [31, Theorem 2.11], ton tai cac d6 thi hitu han bac ra F va E’ sao cho

Le(E) ~ye Le(Tar); Le(E') ~ue Le(Tarw);
C*(E) ~SME C*(FG7t); Vé C*(E,) ~SME C*(FG/’.C/).

Ap dung [7, Proposition 10] ta ¢6 Le(E) va Le(E') 1a don vo han thuan
tuy. Mat khéac, vi Le(I'ge) ~me Le(lerw) nén Le(E) ~ye Le(E'). Do
d6, 4p dung Dinh 1 2.3.17 (2) ta dudc C*(E) ~gap C*(E'). Tit d6 suy ra
C*(Tgr) ~sme C* (D).

(4) Goi I'gy va I 1& cac do thi Hopf sao cho G va G’ 1a cadc nhém
hitu han vd Le(Tgy) ~me Le(Tgrw). Ta can ching minh C*(Tgy) ~sme
C*(Tr ). Truong hop > o te|Cl = Y cee Yer|C'| = 1 da xét 6 phan (2)
nén ta chi can xét cac kha nang sau:

Truong hop 1: Y oo te|Cl < 1 va D> o Ver|C'| > 2. Theo Ménh de
2.3.13 ta co

GKdim(Lc(T'gy)) < 1 va GKdim(Le(I'grv)) = 0.
Mat khac, vi Le(I'ge) ~me Le(T'erw) nén theo [47, Theorem 2.6] ta co
GKdlm(Lc(FG7t>) = GKdim(Lc(FG/x/)).

Ta gip mot mau thudn. Nhu vay, Trudng hop 1 khéng thé xay ra.

Truong hop 2: > .otc|C] > 2 va Y pee t'er|C'| > 2. Theo Dinh 1i
2.3.9 (5) ta dugc

LC(FG,t) = (LC(AG7t))(G/SG7t> Vi
Le(Parw) = (Le(Agrw)) @ /5ee).

Theo He qué 2.3.20 ta ¢6 Le(Agy) va Le(Agre) 1a don vo han thuan
tuy. Vi Lc(Tgr) ~mpe Le(Terw) nén theo [15, Theorem 1.6], ton tai mot
phan tich Le(lgrv) = @iGG/Sm S; sao cho S; ~yp Le(Agy). Ap dung
7, Proposition 10] ta c¢6 S; 1a don vo han thuan tuy. Theo Bo dé [44,
Lemma 3.8] ta dudc |G/Sq| = |G'/Sev| va Si =2 Le(Agy). T do
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ta duge Le(Agr) ~me Le(Agv). Ap dung Dinh 1i 2.3.17 (2), ta dugc
C*(Agy) ~sme C*(Agrv). Theo He qua 1.1.9 ta ¢6

C*(FG,t) ~ C*(AGg)(G/SG’t) ~ME C*(AG/":’)(G//SG,’I/) ~ C*(FG/,‘C')'

Nhu vay, trong moi truong hop cé thé xay ra, Gia thuyét Abrams-
Tomforde dung cho 16p d6 thi thod man diéu kién (4). []

Chutng ta két thdc phan nay bang nhan xét sau day.

Nhan xét 2.3.22. Phan (4) trong Dinh 1{ 2.3.21 dugc suy ra tit Dinh 1f
2.3.17 (3). Tuy nhién, trong chitng minh trén ching toi trinh bay mot cach

chitng minh don gidn hon duwa vao cau tric ctia do thi Hopf.



CHUONG 3

MOT SO UNG DUNG

Chuong nay nghién ctu Van dé 2 dugc dé cap ¢ phan Mé dau va duoc

t0 chiic nhu sau.

- Trong muc 3.1, ching t6i cung cap cac tiéu chuan trén ma tran ké ciia
E v E,; dé Lg(E) ¢6 tinh IBN (Dinh 1f 3.1.6, Dinh Ii 3.1.8). Sit dung ticu
chuan nay, chiing t6i nhan lai duge két qua ctia Koc, Ozaydin [40] vé tinh
IBN ctia dai s6 duong Leavitt ctia do thi httu han ma méi dinh chi thuoc
nhiéu nhat mot chu trinh (Hé qua 3.1.11) va nhan lai duge két qué cua
Abrams, Kanuni [13] vé tinh IBN ctia dai s6 dudng Cohn (Hé qua 3.1.12).
Muc nay duge viét dya trén bai bao [48].

- Trong muc 3.2, ching t6i cung cap mot tieu chuan thuan tuy do thi
trén F sao cho Li(F) ¢6 tinh UGN (Dinh 1i 3.2.14). T d6, ching t6i chi
ra rang tinh UGN va tinh IBN la tuong duong trén cac 16p dai s6 duong
Leavitt ctia do thi Hopf (Hé qua 3.2.19) va do thi Cayley (He qua 3.2.23).
Muc nay dugde viét dya trén cic bai bao [16], [48] va [49].

3.1 Pai s6 duong Leavitt thoa man tinh IBN

Noi dung chinh ctia phan nay la cung cap mot tiéu chuan trén ma tran
ké ctia do thi httu han F va do thi phi nguon FE,f ¢6 duge qua qua trinh
titng bude khit dinh ngudn dé L (E) ¢6 tinh IBN (Dinh If 3.1.6 va 3.1.8).
T d6, ching toi cung cap mot s6 diéu kién du thuan tuy do thi tréen E

dé Ly (E) c6 tinh IBN. Muc nay dugc viét dua trén bai béo [48].

Nhu ching ta da biét, v6i mot truong K bat ky, moi co sd ciia mot

K-khoéng gian vecto luon c6 cling luc luong. Khang dinh nay néi chung la

70
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khong ding déi véi cac modun tu do trén mot vanh bat ky. Chang han,
vanh céc ti dong cau ciia mot K-khong gian vecto vo han chiéu (xem [43,

Example 1.4])

Pinh nghia 3.1.1. ([30, trang 3]) Mot vanh R ¢6 don vi duge goi la
c6 tinh IBN (Invariant Basis Number) néu véi moi cip s6 nguyén duong
mvan, R™ =2 R" (nhu cdc R-modun phéi) kéo theo m = n. Mot cach
tuong duong, R c¢6 tinh IBN néu ching ta c6 thé dinh nghia dudc s chicu

cua cac R-modun tu do htu han sinh.

Ching t6i trinh bay lai mot vai dac trung cta tinh IBN.

Nhan xét 3.1.2. ([30, trang 3]) Cac diéu kién sau day 1a tuong duong véi

moi vanh R ¢6 don vi:
(1) R ¢6 tinh IBN;

(2) v6i mbi cap s6 nguyén duong m va n, m[R] = n[R] trong V(R) kéo
theo m = n;
(3) v6i B A € Mypen(R) Vi B € Myyn(R), néu AB = I, vi BA = I,

thi n = m.

Nhan xét 3.1.2 (3) chi ra rang tinh IBN 1a mot diéu kién déi xiing trai
- phai. Tren thuc té, khong dé dang dé kiém tra tinh IBN clia mot vanh
cho truge. Tuy nhién, bo dé sau day cho phép ta chi ra tinh IBN ctia mot

s6 16p vanh dac biét.

Bo dé 3.1.3. ([43, Remark 1.5]) Cho R va S la cdic vanh c6 don i,

f:R— S la mot dong cau vanh va S cé tinh IBN. Khi dé, R c6 tinh IBN.
Ching toi trinh bay lai mot s6 16p vanh c6 tinh IBN.

Vi du 3.1.4. ([43, Example 1.6]) (1) Moi vanh chia déu c¢6 tinh IBN.
(2) Cho R la mot vanh chia. Khi d6, vanh ma tran M, (R) c6 tinh IBN.
(3) Moi vanh dia phuong (R, m) déu c6 tinh IBN.

(4) Moi vanh giao hoan khong tam thudng R déu c6 tinh IBN.
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(5) Moi vanh Noether déu c6 tinh IBN.

Trong phan tiép theo, chiing toi dac trung cho tinh IBN ciia dai s6 duong
Leavitt. Dé lam diéu do, trudc tién ching to6i ap dung Dinh 1 1.3.12 va
Nhan xét 3.1.2(2) dé dac trung tinh IBN ctia dai s6 dusng Leavitt thong
qua vi nhém do thi Mpg.

Hé qua 3.1.5. Cho E = (E°, E',r,s) la mot do thi hiu han va K la mot
truong. Khi dé, cac dieu kién sau day la tuong duong:

(1) Lg(FE) co tinh IBN;

(2) vdi moi cap s6 nguyén duong m va n,
néu m>, cpov] =n[>., cpov] trong Mg thi m = n.

Dinh i sau day cung cap mot tieu chuan cho tinh IBN ctia Li(E) duya
trén ma tran ke ciia £. Két qua nay 1a mot dang ma tran ciia [38, Theorem
13] da duge dé cap trong phan Mé dau. Trong [38], Kanuni va Ozaydin
ching minh dua vio Ko-nhém. O day, ching t6i chitng minh bing céch
dira vao vi nhém do thi va 1y thuyét vé he phuong trinh tuyén tinh. Ching
toi ky hieu Ag 1a ma tran ké ctia do thi £ vi X! 1a ma tran chuyén vi clia

ma tran X.

Dinh 1i 3.1.6. Cho E la mot do thi hitu han vdi tap dinh {v; | 1 <i < h}

sao cho cac dinh chinh quy la vy, --- ,v,. Dat

Jg = <IOZ 8) EMh(N), b:[l 1]t€th1(N),

va [Al, — Jg U] la ma tran c6 duge ti AL, — Jg bing cdach thém vao cot b.
Cho K la mot truong. Khi do, Lx(E) c6 tinh IBN khi va chi khi

rank(A’ — Jg) < rank([A% — Jg b]).

Chiing minh. (<) Gia st rang rank(A% — Jg) < rank([A} — Jg b)), ta
chiing minh Ly (F) c¢6 tinh IBN dya vao Hé qua 3.1.5. Mot cach tuong

duong, cho m va n 1a cac s6 nguyen duong théa man
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h h
m[Y_ vi] =n[)_ v trong ME,
i=1 i=1
ta phai chting minh rang m = n. That vay, theo Ménh dé 1.2.16 va gia
h h
thiét m[>" v;] = n[>_ v;], ton tai hai day bién d6i o va o’ sao cho
i=1 i=1

h h

AU(mZvi) =v=A,(n sz)

i=1
trong d6 v € Yg. Luu y rang, mdi lan 4p dung dong nhat thic M; (1 <

7 < z) léen mot phan tt clia Yz, két qua mang lai la:
(i) trir 1 vao he s6 cla vj;
(ii) cong aj; vao he sb ctia v; (v6i 1 <i < h).
V6i moi 1 < j < z, ki higu k; (tuong tng, &}) la s6 lan ma dong nhat thic

M; &p dung lén A, (tuong ting, A,). Két qué ctia viec a4p dung dong nhat
thitc M; len cac phan tii clia Y lam cho

v = Aa(mi_f:lvi)
= ((m — k1) + annky + asiks + ... + a1 k.)v
+((m — ko) + aioky + asks + ... + ayk,)vy + ..
+((m — k) + a1k + ag. ks + ... + a.k,)v,
+(m + A1(z+1) k1 + a2(z+1)k2 + .+ az(z—i—l)kz)szrl + .
+(m + aipky + agpky + ...+ azpk)vp.

Mat khac, ta co

2
I
=

h
o (n E_: vi)
= ((n—Kk}) + a11k] + ann kb + ... + a.1k;)vg
+((n — k) + arok] + agks + ... + ak))ve + ...
+((n = K.) +aky + ag:ky + ...+ a..k))v,
(n
(n

_l_

+ a1(:41) ]f + a2<z+1)k’ +...+a (z—i—l)kz)szrl + ...

+(n + alhkl + agth + ...+ azhk’ )Uh
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V6i mdi 1 <4 < z, ky hieu m; = k! — k;. Khi do, tit cac két qua trén, so

sanh hé s6 clia cac phan tit sinh trén Yz, ta duge mot hé phuong trinh sau:

(
m—n = (a1 —1)my+ agmo + ... +a,m,
m—mn = ajo9mi + (CLQQ — 1)m2 + ...+ aom,

§ m—n = a;,m;+ayms+ ...+ (a,, — 1)m,
m—=n = Gaj+1)M + A2(z4-1)1102 + ..+ Az (241)1M2
m—n = Q1M + QGpM9 + ... + AypM.

\

N6i cach khéac, bo s6 (my,...,m.,0,...,0) € Z" 1a mot nghiém ciia he
phuong trinh:
(A% — Jp)x = (m — n)b,

trong d6 x = [z1 ... zp)" 1a cot an s6. Theo tiéu chuan ctia Kronecker-Capelli

ve dieu kién c6 nghiém ctia hé phuong trinh tuyén tinh ta cé

rank(A% — Jg) = rank([A — Jg  (m —n)b)).

Néu m —n # 0 thi ta phai ¢
rank([A%L — Jg (m — n)b]) = rank([AY — Jp b)),

va do d6 rank(AL, — Jg) = rank([AL, — Jg b]). Diéu nay trai véi gia thiét.
Vay m = n hay Li(FE) c6 tinh IBN.

(=) Gia s nguoc lai rang rank(A%, — Jg) = rank([A%, — Jg b)), ta sé
ching minh Ly (FE) khong c¢6 tinh IBN, nghia 13, ta sé tim hai s nguyén

duong khac nhau m va n thoa man

h

m[z v = n[z ;]

i=1 i=1
trong Mpg. Mot cach tuong duong theo lap luan trong chiing minh trén,

ta sé tim hai s6 nguyén duong m va n khac nhau va cac s6 nguyén duong
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ki, K; (j=1,...,2) théa man k; <m, k; <n véimoi j =1,...,z va

(
m—n = (a1 —1)my + agmo + ... + a,m,
m—mn = ajo9mi + (CLQQ — 1)m2 + ...+ aom,
{ m—n = ai,mi + ao, Mo + ... + (azz — 1)mz (31)
m—=n = Gaj+1)M + A2(z41)1102 + ...+ Az (241)1M
m—n = aipMi + QGpM9 + ... + QM.

\
trong d6 m; := k; — kj v6i moi j = 1, ..., 2. H¢ phuong trinh trén cé the

duoc viét dudi dang mot phuong trinh ma tran nhu sau
(A% — Jp)x = (m —n)b,
trong d6 x = [my,...,m.,0,...,0] € Z".

Ta sé chi ra mot nghiém ctia hé phuong trinh nhu sau: Dat rank(AtE —
Jg) = rank([AL, — Jg b]) =: 7 < z. Sau cac budc bién ddi so cap trén
dong, [AL, — Jg b] c6 thé dua duge vé dang:

( 0 ... 0 aljl CLl(j2_1) 0 al(j2+1) al(jr_l) 0 b1 \
0 ... 0 0 0 CL2j2 a2(j2+1) ag(jr_l) 0 b2
0 ..0 0 .. 0 0 0 ... 0 ay .. b
0O .. 0 0 .. 0 0 0 0 0 .. 0

\0 .0 0 .. 0 0 0 . 0 0 . 0]

trong d6 mdi phan tir 1a mot s6 nguyen, j; < ja < ... < Jy, a1j,02j,...0rj, 7 0
T

va > b? # 0 (sau cac phép bién ddi so cap trén dong, cac phan tit trén cot
i=1

cudi khong thé dong thoi biang khong). Ta xéc dinh cac s6 nguyén m;, n

va m nhu sau:

bjlaij, ajy...0rj, £ . . .
]|1j1 279 J‘ neu]:]i(lgzg,r,),

al-ji

0 truong hgp con lai,
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n:=max{|m;| | j = 1,..., 2} v& m = |ay;,aj,...arj,| + n.

Khi d6, ta xdc dinh cac so nguyen k; va kj (j = 1, ..., z) nhu sau:
[ (0,0) néu m; = 0,

(K}, kj) == ¢ (m;,0) néu m; > 0,

| (0,—m;) néum; <O0.

Khi d6, dé thay rang viéc xac dinh cac s6 nguyeén trén théa man hé phuong
trinh (3.1) ¢ trén. Dong thoi, luu ¥ rang ta luon co K, ki < n < m véi moi
j=1,...,z. Dinh i dugc chiing minh. ]

Chung t6i minh hoa Dinh 1i 3.1.6 thong qua vi du sau day.
Vi du 3.1.7. Cho K la mot truong va goi E, I 1a cac do thi
) O

[ ] - [ J
O O
) O)

F = o——e °

(OIS,
AL b = 111
E E — 111 )

~-100 1
Ap—Jp b= 1 111 |,
0 111

E:

Khi do, ta co

va

diéu do6 kéo theo
rank(A% — Jg) = 1 = rank([A%, — Jg b))

va

rank(AL — Jp) = 2 < 3 = rank([A% — Jr 0)).
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Do d6, theo Dinh If 3.1.6 ta dude Lk (E) khong c6 tinh IBN va Ly (F) ¢6
tinh IBN.

Ap dung céc Dinh 1f 2.2.14 va 3.1.6, ching toi cung cAp mot tieu chudn
dua trén qua trinh khit dinh nguon va ma tran ké ctia Fy¢ cho tinh IBN
cia Lk (FE).

Dinh 1i 3.1.8. Cho E la moét do thi hitu han va K la mot truong. Goi
E=Fy—F —--— L= —FE,=FEg

la day cdac do thi duge sinh ra trong qud trinh tung bude khit dinh nguon.
Dat {vy,vg,- -+ v} la tap dinh cia EY; va n; so dudng trong F(EY;) két
thic tai dinh v;. Khi do, Lx(FE) co tinh IBN khi va chi khi mot trong cdc

diéu kién sau day thod man:
(1) Ton tar 0 < i <p dé E; chia mot dinh co lap.

(2) rank(Ay  — Jg,) < rank([A%  — Jg, V), trong d6 V' = [1 +

ni, -, 1+mnt va [AtEsf — Jg,, V] la ma tran cé dugc tu A%sf — Jg,, bang

sf
cach thém vao cot .

Chiing minh. (1) Gia sit rang ton tai 0 < i < p dé E; chita mot dinh co
lap. Khi d6, ton tai mot dinh thu trong E° nhung khong thuoc ng. Goi
[ 14 s6 céac dinh thu trong E nhung khong thuoc ng (goi cac dinh nay
1a vf, -+ ,v)) va véi mdi 1 < i < [, goi m; la s6 cac dudng trong E két
thic tai dinh thu v}. Theo Dinh 1{ 2.2.14 ta c6 Lg(F) = My, +1(K)®--- &
My, 1(K) @ Li (E(EY;)). Do d6 ton tai phép chiéu ty nhién tit Lk (E) len
M, +1(K). Theo Vi du 3.1.4 (2) ta dugc vanh ma tran M,,, +1(K) c¢6 tinh
IBN. Vi thé, theo B3 dé 3.1.3 ta c6 Lx(E) c6 tinh IBN.

(2) Gia st ring moi E; déu khong chita dinh co lap. Khi d6, theo Dinh
Ii 2.2.14 ta duge Lg(F) = LK(E(ESf)). Tt chitng minh ctia Dinh 11 2.2.14
ta suy ra rang E(ng)O = ng U F(ng) va moi dinh « € F(ng) & mot
dinh nguon phat ra ding mot canh @ dén rx () € EY;. Dong thoi, véi moi

dinh v; € EY; (1 <14 < k), ton tai ding n; dinh a sao cho TE(ng)(&) = 0.
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Bang cach dit lai tén cac dinh néu can, khong mat tinh tong quat ta

c6 the gia st rang
0 \0
E(Esf) — {'Ul,"' y Uk, U11, ° - 7U1n17U217”' 7U2n27"' y Ukly st 7Uknk}7

trong d6 mdi dinh v;; (1 <i <k va 1l <j <n;)la mot dinh nguodn phét ra

t

ding mot canh dén v;. Khi d6, ma tran [A — JE(ng) b] ¢6 dang sau:

E(EY;)
n1 N9 ng

11 -1 00 -0 00 -0
Ay = Jg,| 00 0 11 o1 00 .0 | !
1

00 0O 00 - 0 11 1
1
I 1
0 _Zleni

\ 1)

V6i mbi 1 < i < k, ta bién ddi dong ¢ nhu sau: cong dong i v6i n; dong
bat dau tit dong k + >y n; + 1 dén dong k + >0 n;, Khi d6, ta duoc

mot ma tran tuong duong vé hang:

( 1+m \

1+n
Ay = Jp, 00 0|
1+nk
1
1
0 _]Zk_n4 .
\ L)

Diéu d6 suy ra rang
rank(AtE(ng) — JE(ng)) < rank([AiE(ng) — Jpw,) b))
< rank(Ay  — Jg,) <rank([Ay - Jg, U]).
Do d6, theo Dinh I 3.1.6 ta c6 rank(A}y,  — Jp,,) <rank([AL — Jg, )

khi va chi khi Lg(E) c6 tinh IBN. Ta két thuc ching minh. O
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Ching t6i minh hoa Dinh 1i 3.1.8 thong qua vi du sau day.

Vi du 3.1.9. Cho K 13 mot truong va E 1a do thi sau
)

E = o o1 o2 o3

()

Khi d6, ap dung qua trinh khit dinh nguon len E ta thu duge do thi Fyf

sau day

~

Esf — .'Ul é.UQé.vfﬂ .

.

Goi n; 1a s6 duong trong F(ng) két thac tai dinh v;, ¢ = 1,2,3. Ta ¢
ny = 1, N9 = 0= ns. Khi dé,

1 0 02
V=102 11va [Ay, —Jg, V]=|1 -101
0 1 01

Suy ra
rank(AtEsf —Jg,)=2= rank([AtEsf — Jg,, V).

Theo Dinh Ii 3.1.8 ta dugc Li(F) khong c6 tinh IBN.

Ap dung Dinh I 3.1.6 va 3.1.8, ching t0i cung cip mot diéu kien di
thuan tuy do thi trén E sao cho Li(FE) ¢6 tinh IBN.

Hé qua 3.1.10. Cho E la mot do thi hiu han va K la mot truong. Goi
E=Fy—F — - —E —-— E =Fg

la day cac do thi dugc sinh ra trong qud trinh tung budc khi dinh nguon.
Khi dé, néu ton tai 0 < i<t dé E; chita mot dinh co lap, hoac Egs chia
mot chu trinh nguon thi Li(E) cé tinh IBN.

Chiing minh. Ta bic¢u dién E° thanh tap {vy,ve,--- , v} sao cho cac dinh
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chinh quy clia £ xuat hien dudi dang vy, --- ,v,. Khi d6, ta c6
(CLH—l as a1 0O --- 0 1\
ai19 CL22—1 (05%) 0O --- 01
[AL — Jg b = a1, as, - a,,—1 0 --- 01
A1(z41)  G241) "0 ey O --- 01
\ aip asp v a, 0 --- 01 /

Gia st rang ton tai 0 < i < t dé F; chita mot dinh ¢o6 lap. Khi do, theo
Dinh I 3.1.8 ta duge Lg(E) ¢6 tinh IBN.

Mat khac, gid st rang moi E; déu khong chita dinh co lap. Theo Dinh
1{ 2.2.14 (1) va (3), ton tai mot do thi phi nguon httu han F sao cho
Li(E) = Lg(E(EY)) = Lg(F). Vi thé, khong mat tinh tong quat ta co
thé gid thiét ring £ 1a mot do thi phi nguon hitu han, nghia 1a, E = E;

va E chita mot chu trinh nguon c. Bang cach dat tén lai cac dinh néu can,

khong mat tinh tong quét ta c6 thé gid st rang & = {vy, -+ , v, }. Mbi dinh
trong ® phét ra it nhat mot canh nén ta c6 mdi dinh trong {vy,--- ,v,}
deéu 1a dinh chinh quy va [r~!(v)| = 1 v6i moi v € {vy,---,v,}. T do ta

c6 cac luu y sau:

O ajipy=1voi 1 <i<p-—1;
o ap = 1
o ajiry=0v6il<i<p—1vaj#i(l<j<h)

oajp=0mnéuj#p(l1<j<h).



81

Néu p =1 thi a;; = 1 va ma tran [A%, — Jg b] trd thanh

( 0 0 . 0 0O --- 0 1 \
a1z CLQQ—l a,o 0O --- 0 1
(AL — Jp b = a1, as, - a,,—1 0 -+ 0 1
a1(z41) @2(z41) - G410 0 1

\ aip asp, -+ ay 0 .- 01 /

Diéu nay kéo theo
rank (A% — Jg) < rank([AL — Jg b]).

Theo Dinh 1i 3.1.8 ta duge Lg(FE) c6 tinh IBN.

Néu p > 2 thi p dong dau tién clia ma tran [AL — Jg b] c6 thé dugc

viét nhu sau:

[ -1 0 0 0 1 0 0 1)
! —1 0 0 0 0 0 1
0 1 —1 0 0 0 0 1
0 0 0 1 —1 0 0 1
Qp+1)  G2p+1) G3(p+1) " Qp-1)(p+1) Op(p+1) Apin)pr1) - 0 1

\ aip asp, asp, ce a(p—l)h QAph a(p-l—l)h .- 01 )

Béng cach cong vao dong 1 tat ca cac dong i (2 < i < p), ta dugc ma tran

tuong duong sau:
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1 —1 0 0 0 0 0 1
0 1 —1 0 0 0 0 1
0 0 0 e 1 —1 0 .0 1
A(p+1) G2(p+1) G3(p+1) " Op-1)(p+1) App+1) Api)p+r) - 0 1
\ aip asp, asp, Ce. a(p—l)h aph a(p—l—l)h e O 1 /

Diéu nay suy ra
rank (A% — Jg) < rank([AL — Jg b]).

Theo Dinh Ii 3.1.6 ta dugc Lk (FE) c6 tinh IBN. O

St dung He qué 3.1.10, ching toi nhan lai duge két qua ctia Kog va
Ozaydin trong [40], chi ra ring dai s6 duong Leavitt ciia mot do thi hitu

han ma moi dinh thuoc nhiéu nhat mot chu trinh luén c6 tinh IBN.

Hé qua 3.1.11. ([40, Corollary 6.9]) Cho K la mot truong va E la mot do
thi hitu han ma moéi dinh thudc nhiéu nhat mot chu trinh. Khi dé, Li(E)
co tinh IBN.

Ching minh. Goi E = Ey - By — -+ = By — -+ = B, = Egy la day céc
do thi dugc sinh ra trong quéa trinh ting budce khit dinh nguon. Ta xét hai

truong hgp sau.

Truong hop 1: E khong chita chu trinh. Khi d6, theo Ménh deé 2.1.5,
ton tai 0 <4 < t dé E; chita mot dinh c¢o lap. Theo Hé qua 3.1.10 ta dugc
Li(FE) c6 tinh IBN.

Trudng hop 2: E chia chu trinh. Khi d6, theo Ménh dé 2.1.5 ta ¢6 Ey
chita chu trinh. Ta ching minh rang Fss chita mot chu trinh nguon. That
vay, gia st nguge lai rang Esr khong chita chu trinh nguon. Goi ¢; 1a mot

chu trinh trong Fys. Vi ¢; khong la chu trinh nguon trong Egr nén ton tai
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chu trinh ¢y trong F,f sao cho ¢ = ¢1. V1 ¢2 khong 1a chu trinh nguon
trong Es; nén ton tai chu trinh c3 trong E¢ sao cho c3 = cp. Vi Egy
khong chita chu trinh nguon nén qué trinh trén lip lai vo han lan. Tc 1
ta dugec mot day vo han cac chu trinh trong Egs: {c1,¢2,- -+, ¢p, - - - } trong
d6 ¢;41 = ¢; v6i moi i > 1. Vi trong Fsy mdi dinh thuoc nhiéu nhat mot
chu trinh nén cac chu trinh trong day {cy,co, - ,ck, -} la phan biét.
Diéu nay mau thuan véi tinh hitu han cta E, 7. Do do6, Ey chita mot chu
trinh nguon. Theo He qua 3.1.10 ta dugc L (F) c6 tinh IBN. O

Ap dung Dinh Ii 3.1.6, ching toi nhan lai dudc két qua ciia Abrams va
Kanuni trong [13] vé tinh IBN ctia dai s6 dudng Cohn.

Hé qua 3.1.12. ([13, Theorem 9]) Cho E la mot do thi hitu han va K la
mot truong. Khi do, Cx(E) co tinh IBN.

Ching minh. Trude tién, ta ¢6 Cx(E) = Lg(F(F)), trong d6 F(FE) la do
thi dugc xac dinh trong Dinh 1i 1.3.9. Tiép theo, ta chitng minh riang do
thi F(E) thod man diéu kien
That vay, ta bieu dién E° thanh tap {vy,vs,---,v,} sao cho cac dinh
chinh quy ctia F xuét hién duéi dang vy, --- ,v,. Khi d6, ta c6 F(E)? =
{v1,- -+ ,vp,v1, -+ , v} va cac dinh chinh quy cia F(E) 1a {vy,ve,- -+ ,v,}.
Chua y rang |F(E)°| = h + 2.

Goi Ag = (aij)nxn 13 ma tran ke ctia E. Khi d6, ma tran ké clia F(E)

la ma tran ¢é (h + 2z) x (h + z) sau day:

( aip a2 -+ Qip Q11 o Qg \
@21 Qg2 -+ QA2 QA21 -+ Q2
AF(E) - (1 Azg 0 Qzp Azl - Gy
0 o --. 0 o --. 0

\ 0 0 0 0 0 )
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Do doé

( a1 —1  an a1 0 0 1 \

ajp  azp —1 a, O 0 1

ai, a9 e @y, —1 0 - 01

Ay(z41)  O2(z41) 77 Gze41) O - 01

[Arm) — Jrw) b =

aih agp, e ap, 0 -+ 01

ari a21 e 1 0 --- 01

a2 22 e (52 0 --- 01
K a1z a2z Tt Azz O --- 01 )

Bang cach lay dong h +4 trit di dong 7 v6i moi 1 < i < 2, ta dugc ma tran
tuong duong B nhu sau:

(Cln—l ag -+ ax 0 -0 1\
a2 CL22—1 (07%) O 0 1
al. as, - a.,—1 0 -+ 0 1
A1(z+1)  A2(241) *° Gz(z41) U 01
B =
aip asp, azh 0 --- 01
1 0 0 0 --- 0 0
0 1 0 0 --- 0 0
K 0 0 1 0 --- 0 0 )

Béng cach lay dong i trit di b;; lan dong h+j véimoi 1 <i < h,1<j <z
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ma b;; # 0, ta dudc mot ma tran tuong duong C' nhu sau:

0 1)

(00...0

0
0 0 0 0 01
0 0 0 0 0 1
C =
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

Ta thu ducc
rank(A%(E) —Jrp) =2<z+1= rank([A}(E) — Jre) b))

Theo Dinh 1i 3.1.6 ta duge Cx(FE) c6 tinh IBN. []

Ching ta da biét tinh IBN khong bdo toan qua tuong duong Morita
(xem [43, Exercise 11, trang 502]). Ap dung Dinh li 3.1.8, ching ta c6
thé xay dung nhiéu vi du cho thay tinh IBN khong phai 14 mot bat bién
Morita trong 16p dai s6 duong Leavitt.

Hé qua 3.1.13. Tinh IBN khong phdi la mot bat bién Morita trong lop
dai s6 duong Leavitt.

Chiing minh. Cho K 1a mot truong va goi E va I tuong tng 1a cac do

thi sau:
Y
E — .UO .Ul .UQ .'Ug
va
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Dé thay rang [ 1a do thi c6 dugce tit E qua phép khit dinh nguon vy. Vi
thé, theo B6 dé 2.1.3 ta ¢6 Lg(E) ~yp Li(F). Dong thai, ta c6

1 0 01
A —Jp b= 1 -101 |,
01 01

suy ra

rank(A% — Jp) = 2 < 3 = rank([A% — Jp b)]).
Do d6, theo Dinh 1i 3.1.8 ta dugc L (F') ¢6 tinh IBN. Nhung theo Vi du
3.1.9 ta ¢6 Li(F) khong c6 tinh IBN. O

Trong luan an nay, ching toi van chua cung cap duge mot tiéu chuan
thuan tuy do thi trén E sao cho Lx(FE) c¢6 tinh IBN. Trong phan con lai
clia muc nay, ching toi khao sit van dé trén cho mot 16p hep hon, do6 1a
dai s6 duong Leavitt ctia cac do thi luy thia.

Chuang toi nhic lai khai niem do thi luy thita clia mot nita nhém theo
Kelarev va Quinn trong [39].

Dinh nghia 3.1.14. ([39, trang 1]) Cho S 1a mot nita nhom. Do thi lug
thita ctia S 1a do thi Pow(S) c¢6 tap dinh {v, | s € S} v ta noéi c6 mot
canh tlt v, dén vy trong truong hgp s # s’ va ton tai mot s6 nguyén duong

n sao cho s’ = s™.
Chtng toi minh hoa khai niém trén bang cach vé hinh ba do thi
Pow(Zs), Pow(Z3) va Pow(Z4) dudi day.

Vi du 3.1.15. Cac do thi Pow(Zs), Pow(Z3) va Pow(Z4) tuong ting 1a cac
do thi sau day

o1 oVl

LIS N

) oUs 02 — > o

SN

U1

[ J Vg

o2
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Trong phan con lai clia muc nay ching toi khao sat tinh IBN ctia dai
s6 duong Leavitt ctia cac do thi luy thita Pow(Z,). Dé lam diéu dé, chiing

toi can mo ta ma tran ke cua Pow(Z,).

B6 dé 3.1.16. Cho n,a va b la cic sé nguyén duong sao cho 1 < a,b < n.
Gid st rang (a,n) =i va (b,n) = j. Khi d6, ton tai mot canh ti v, dén v,

trong do thi lug thiia Pow(Z,) khi va chi khi a # b va i la udc cia j.

Chiing manh. Gia sit rang ton tai mot canh tit dinh v, dén dinh vy, nghia
13, a # b va ton tai s6 nguyen duong k dé b = ka (mod n). Vi (a,n) =i
nén ta co ¢ la udc clia ca a va n va do do, ¢ la wéc ctia b. Suy ra ¢ la udc
cua (b,n) = j.

Nguoc lai, gia st rang i 1a wde ctia j. Vi (a,n) = i nén ton tai cac so
nguyén s va r sao cho i = as+ nr, nghia la, i = as (mod n). Mat khac, do
i 1a u6c clia § va j 1a udce clia b nén ta c6 thé viet j = id va b = jk véi d, k
1a cac s6 nguyen. Céac két qua trén cho thay b = jk = idk = asdk (mod n).
Néu sdk > 0 thi theo Dinh nghia 3.1.14, ton tai mot canh tir dinh v, dén
dinh vy. Néu sdk < 0 thi ton tai s6 nguyén duong ng sao cho nng+sdk > 0.
Khi d6 b = asdk = a(nng+ sdk) (mod n). Theo Dinh nghia 3.1.14, ton tai
mot canh tit dinh v, dén dinh v;. két thic chiing minh. O

Goi m, 7 va j 1a cac s6 nguyén duong sao cho 1 <14, j < n. Dt
C(i) :=={v; € Pow(Z,)" | (j,n) = i}.

Khi dé, tit Bo dé 3.1.16 ta nhan dugce hai khang dinh sau: (1) véi mdi cap
dinh phan biét v; va vg trong C(i), ton tai duy nhat mot canh tit v; dén
vr va ton tai duy nhat mot canh tr vy dén v;; (2) v6i mdi v, € C(i) va

v; € C(7), ton tai mot canh tit vy dén v; khi va chi khi 4 13 udc cia j.

St dung hai khang dinh trén, ta c6 thé dat ten lai cho céc dinh trong
do thi luy thita Pow(Z,) theo quy tic nhu sau. Goi {dy, ds, -+ ,d,,} 1a tap
tat ca cac udc s6 duong clia n va gid st rang d; < dy < --- < d,,. Chu ¥
rang dy = 1, d,, = n va Pow(Z,)" = C(d;) U C(do) U --- U C(dy,). Bay gio,

ta dat tén cac dinh cia C(d;) nhu sau:
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O(dl) — {Ul7v27"' 7U]<:1}

C(dQ) - {Uk‘ﬁ-l? Uk142, """ s Uk1+k2}
Cldp-1) = {Uzg%ﬂa Ugm- 249, " avzyglk;i}
C(dn) = {vn}

trong d6 k; .= |C(d;)| > 1 (1 <i<m—1) va v, la mot dinh thu. Khi do,

ta ¢6 ma tran ke ciia Pow(Z,) ¢6 dang nhu sau:

t
[ Au 0 0 .- 0 0 )
Boy Ao 0 0
B B A _ 0 0
APOW(Z”) = . 7 5 (32)
Biun-11 Bm-12 Bum-13  Am-1)m-1) 0
\ (&} T9 T3 s Tm—1 O /

trongdor; =11 -+ 114, (1 <i<m—1)va A;, B;; duge xac dinh béi:

(
0 1 1
1 0 )
neu k; > 1,
A =3
1 1 0
k;
0 truong hop con lai,
\
va )
11 1\
11 1 ) .z
neu d; chia het d;,
By = 1 - :
1 1 o 1 / klxk]
0 truong hgp con lai.

\

Dé 16 hon, ching t6i minh hoa ¥ tudng trén thong qua vi du sau day.
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Vidu 3.1.17. Xét do thi luy thita Pow(Zg). Khi d6, ta c6 cac ude s6 duong
cia6lady =1,dy =2, d3 =3 vady = 6. Dé thay, |C(dy)| = |C(ds)| = 2
va |C(d3)| =1 = |C(dy)|. Bay gio ta dit tén cac dinh cua C(d;) nhu sau:
C(dy) = {v1,v2}, C(dy) = {vs,v4}, C(d3) = {vs} va C(dy) = {vs}. Khi do,
Pow(Zg) 1a do thi:

.Ug - .1}1

Wy

.U4 - - .Ug

v6i ma tran ke ctia Pow(Zg) la:

t

(01000 0)
1000 0
110100
Arv@) = | o
110000

\111110)

va

0 1 11
Ay = Ay = , A33 =10, By =
10 11

Bglz[l 1], 332:[0 0], 7“1:[1 1]:7"2, 7"3:1.

Ap dung Dinh 1f 3.1.6 va He qua 3.1.10, ta thu duge ring dai sé dudng
Leavitt clia cac do thi luy thita lien két véi nhom xyclic cap luy thita cia

sO nguyeén t6 luon c6 tinh IBN.

Dinh 1i 3.1.18. Vdi moi so nguyén duong m, moi so nguyén to p va moi

truong K, dai s6 duong Leavitt Li(Pow(Zym)) c6 tinh IBN.

Chiing minh. Chi ¥ ring tat ci cic udc s6 clia p™ c6 dang p* (0 < i < m).
V6i méi 1 < i < m, dat k; .= |C(p"1)| > 1. Stt dung ma tran ké mo ta &
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(3.2) ching ta s& chiing minh dinh 1{ bang cach xem xét cac truong hop
sau day.

Truong hop 1: p > 3. Dé thay rang k; > 3 v6i moi ¢ = 1, m. Do do,
theo (3.2) ma tran [Ap, Zm) — JPow(z,m) b] O dang

[(An 0 0 -« 0 0 ¢ )

By Ayp 0 -+ 0 0

B3y Bz Azz -+ 0 0 c3

Bml Bm2 BmS Amm 0 Cm

\ r1 r9 rg -+, 0 1 /
trong do,
11 1 11 1)
1 -1 1 1 1 1
Am - ) Bij -
\ 11 1), 11 1) -
t
1) 1)
1 1 .
T = , ova = | (1<i<m)
/ L)
D thiy |Au] = (k — 2)(~2)

Aq 0 o --- 0
B21 A22 0 s 0
Bs; B3y Asz - 0 = |An1| X -+ X |Apm| # 0.
Bml Bm2 Bm3 Amm

Do do, ta c6 rank(Ap,, Zm) — JPow(Zym)) = S ki
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Tiép theo ta chi ra rang

AH 0 0 te 0 C1
By Ay 0 - 0 o
B B A e 0 c
D= 31 32 33 3 7§ 0.
Bml Bm2 Bm3 Tt Amm Cm
1 r9 rg o Ty 1

That vay, lay cac dong j (1 <j <Y ", k;) trie di dong > ", k; + 1, ta thu
duagce

Ay =By —Bi3 -+ —DBiy, 0
0 Ay —By -+ —DBo, 0

D 0 0 Ay -+ =Bz, 0
0 0 0 A0
r1 r9 r3 T'm 1

trong do,
2 0 0 ) 11 1\
0 -2 0 1 1 1
A;z ) Bij -
0o 0 --- _Q/ki 1 1 --- 1/]%)(]%

Bang cach khai trién theo cot cudi ta duge
= AL X XA = (=2)M e x (=2) £ 0,

Suy ra

Pow(Zym) — JPow(Zym) b = Z ki+1> rank(AfDOW )~ Ipow(Zm))-

i=1

rank[A!

Vi thé, theo Dinh 1i 3.1.6 ta thu duge L (Pow(Zym)) ¢6 tinh IBN.,

Truong hop 2: p = 2. Néu m = 1 hodc m = 2 thi theo Hé qua 3.1.10 va
Vi du 3.1.15 ta duge Lg(Pow(Zym)) c6 tinh IBN.
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Gia st rang m > 3. Khi d6 ta c6 |[C(2™ 1) = 1, |C(2™7?)] = 2 va

|IC (2™ %) > 4 v6i moi k= 3,--- ,m. Do d6, ma tran Abw( (@m) — TPow(Zym)
c6 dang
[ Au 0 0 0 0 0 0 0)
By Ago 0 e 0 0O 0 O
B3y Bso Ass e 0 0O 0 0 O
Bin-21 Bm-22 B(m-23 Am-2)m-—2 0 0 0 0
1 r9 r3 Trm—2 -1 1 0 O
T T T3 Tim—2 1 -1 0 0
T T T3 Tim—2 1 1 =10
\ - Ps e T 1 1 1 0)

trong do, Aj;, Bij va r; dude xac dinh nhu trong Truong hop 1. Xét dinh

thitc sau (c6 duge bang cach bo di cot cudi va dong er:l? k; + 1 cia ma

tran A%OW Ly m) JPOW(ZPm)):
Aqq 0 0 0 0O O 0
Boy Ago 0 0 0 0 0
B3 Bso Ass 0 0O 0 O
D =
Bun-21 Bam-2)2 Bm-2)3 Am-2)m-2 0 0 0
(A T9 r3 Tm—2 1 -1 0
(A T9 r3 Tm—2 1 1 -1
1 T T3 Tim—9 1 1 1

Biing cach khai trién Laplace theo 27 k; dong dau tien, ta thu dugc
m—2
D =4An| x -+ X |Ap-gym-2)| = 4 [ [ (ki = 2)(=2)% # 0.
1=1

Vi thé,

m—2

rank(A%OW( n) IPow(Z,m)) = Z ki + 3.
i=1
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Mat khéc, ta ¢6 ma tran [A%,OW(ZW) — Jpow(z,m) b] c6 dang

[ Ay 0 0 - 0 0 0 0 0 ¢
By Ay 0 .- 0 0 0 0 0 o
By By As 0 0 0 0 0 e
Bim-21 Bm-212 Bim-23 Ap-2)m-2) 00 0 0 cnoo
1 r9 r3 T2 -1 1 0 O 1
1 r9 r3 T'm—2 1 -1 0 O 1
r1 ) T3 Tm—2 1 1 -1 0 1

\ ry ra P2 1 1 10 1 )

trong dé ¢; = [1 1 --- 1]{,,. (1 <4 <m—2). Xét dinh thitc con D’ c6 duge

bang cach bé di cot ZZW;Q k; + 4 clia ma tran [A%OW(ZPM) — Jpow(z,m) b

Ay 0 0 EE 0 0O 0 O c1
By Ay 0 e 0 0O 0 O Co
B3y B3 Ass e 0 0O 0 O Cc3
D'=1 Bz B2z Bm-2s ~+ Am-am-=z 0 0 0 cno
r1 r9 r3 Tm—2 -1 1 0 1
1 T2 r3 Tm—2 1 -1 0 1
T1 T9 r3 Tm—2 1 1 -1 1
71 ) T3 e Tm—2 1 1 1 1

Biing céch lay dong j trit di dong S0 % ki+4 véimoi 1 < j < 3277 ki+3,
ta thu ducc
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Ay, —By —DBis - —Bim—2 -1 -1 -1 0
0 0 Alq —B3m— -1 -1 —1 0
L /
D' = 0 0 0 A(m_2)(m_2) -1 -1 -1 0
0 0 0 0 0 -2 0 -1 0
0 0 0 0 0 0 -2 -1 0
0 0 0 0 0 0o 0 =20
1 T2 r3 T'm—2 11 1 1
= —8|A}| x -+ X% ]A’ (m— 2)\ = —8(=2)F1 x .. x (=2)km-2 £ 0,
Do do,
m—2
rank[Ai:’ow ) — JPow(z,m) b] = Z ki +4 > rank(AtPOW )~ TPow(m)):

i=1
Theo Dinh 1i 3.1.6 ta suy ra Lx(Pow(Z,~)) c¢6 tinh IBN.

Truong hop 3: p = 3. Néu m = 1 thi theo Hé qua 3.1.10 v& Vi du 3.1.15
ta duge Li(Pow(Zs)) c6 tinh IBN.

Gia st rang m > 2. Khi d6 |[C(3™71)| = 2 va |C(3™7%)| > 6 v6i moi

k=2,---,m. Khi do, ta c6 ma tran [A%OW(ZPM) — Jpow(z,m) b] c6 dang

[ An 0 0o - 0 0 0 0 e )
Bgl A22 0 s 0 0 0 0 Co
B31 ng A33 0 0 0 0 C3

Bim-21 Bm-22 Bm-23 Am-2m—2y 0 0 0 cpo

™ T2 T3 T'm—2 —1 1 0 1
™ T2 T3 T'm—2 1 -1 0 1

\ ! T2 r3 Tm—2 1 1 0 1 )
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trong do6 Aj;, B;j, ;i va ¢; dude xac dinh nhu trén. Lap luan tuong tu Truong
hgp 2, ta c6 dugce

rank(Af)OW(me) — Jpow(Z,m)) = Sk 2
< rank[A? (Zym) — JPow(Zym) b =S ki + 3.

Pow

Theo Dinh 11 3.1.6 ta suy ra Lx(Pow(Z,m)) c¢6 tinh IBN. O

3.2 Dai s6 dudng Leavitt thoa man tinh UGN

Trong Muc 3.1, ching to6i chua thiét lap duge mot tieu chuan thuan tuy
do thi trén E dé Li(E) c6 tinh IBN. Tuy nhién, trong muc nay chiing toi
gidi quyét dude cho mot truong hop rieng. Noi dung chinh ciia phan nay
I3 cung cap mot diéu kién can va di thuan tuy do thi trén £ dé Lg(E) c6
tinh UGN (Dinh 1i 3.2.14). T d6, ching toi chi ra rang tinh UGN va tinh
IBN la tuong duong trén céc 16p dai s6 dudng Leavitt ctia do thi Hopf (He
qué 3.2.19) va do thi Cayley (He qua 3.2.23). Muc nay dudc viét dya trén
cac bai bao [16], [48] va [49].

Nhu ching ta da biét, véi mot truong K bat ky, moi hé sinh clia mot
K-khong gian vecto n chiéu luon c6 lyc lugng tit n tré len. Diéu nay noi
chung 1a khong dang doéi véi cac modun xa anh hitu han sinh trén mot

vanh bét ky.

Dinh nghia 3.2.1. ([30, trang 2]) Mot vanh R c¢6 don vi duge goi 1a ¢6
tinh UGN (Unbounded Generating Number) néu v6i moi s6 nguyén duong
n ton tai mot R-modun phai hitu han sinh khong thé duge sinh béi n phan
tit. Mot cach tuong duong, véi moi s6 nguyén duong m, moi hé sinh clia
R-modun phai ty do R™ ¢6 liyc lugng khong nhéd hon m.

Céac vi nhéom duge dé cap trong phan con lai cia Chuong 3 déu duoc
trang bi quan hé thu tuy nhu sau. Cho M la mdt vi nhém giao hoan véi
phép toan viét theo 16i cong. Ta dinh nghia mot quan hé < trén M bang
cach dat

r < y trong truong hop ton tai z € M sao cho x + 2z = v.
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Khi d6, < 14 mot tien thit ty (thod man hai tinh chat phan xa va bic cau).

Ta luu ¥ sau day mot vai dic trung ctia tinh UGN da duge dé cap trong
cac tai lieu [28], [30] va [43].

Nhan xét 3.2.2. Cac diéu kién sau day 1a tuong duong v6i modi vanh R:
(1) R ¢6 tinh UGN;
(2) v6i mdi cap s6 nguyen duong (m,n) va moi R-modun phai P, R" &
R™ & P kéo theo n > m;

(3) v6i mbi cip s6 nguyen duong (m,n) m[R] < n[R] trong V(R) kéo

theo m < n;

(4) v6i moi A € M,,xn(R) va B € Myxm(R), néu AB = I, thi n > m.

Theo Nhan xét 3.2.2 (4) ta thu duge tinh UGN ciing 1a mot diéu kien
c6 tinh d6i xiing trai - phai. Ngoai ra, st dung diéu kién (2) hoic (3), ta
cling dé thay rang tinh UGN kéo theo tinh IBN. Tuy nhién, diéu ngucc
lai 1a khong dung (xem, [43, Section 1A]).

Trong [29, Theorem 4.1], Cohn da chiing minh rang, vanh R c¢6 tinh
UGN khi va chi khi ta ¢6 thé dinh nghia dudc s6 chiéu ctia cac R-modun
xa anh httu han sinh. Do d6, mot thuat ngit khac doi khi duge sit dung
thay cho UGN la “diéu kién hang (rank condition)” trong mot s6 tai li¢u
(xem, chang han, [43, Section 1C] va [36]).

Trén thuc té, khong dé& dang dé kiém tra xem mot vanh cho truée co
tinh UGN hay khong. Tuy nhién, b6 dé sau day cho phép ching ta kiém
tra tinh UGN ctia mot s6 16p vanh dic biét.

Bo dé 3.2.3. ([43, Proposition 1.23]) Cho R va S la cdc vanh cé don
vi, f: R — S la mot dong cau vanh va S cé tinh UGN. Khi dé, R cé
tinh UGN.

Chtng t6i nhic lai mot 6 16p vanh ¢6 tinh UGN theo [30].

Vi du 3.2.4. ([30, trang 3]) (1) Moi vanh chia déu ¢6 tinh UGN.
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(2) Moi vanh giao hoan khong tam thuong R déu c6 tinh UGN,

(3) Cho R 1a mot vanh giao hoan. Khi d6, vanh ma tran M, (R) ¢6 tinh
UGN.

(4) Moi vanh Noether déu ¢6 tinh UGN.

Trong phan tiép theo, ching t6i ching minh tinh UGN 1a mot bat bién
Morita trong 16p vanh c¢6 don vi. Luc dau, ching toi chi ra rang “tinh UGN
1a mot bat bién Morita trong 16p cac dai s6 duong Leavitt c6 don vi”. Khi
dugce thong bao vé tinh chat nay, P. Ara nhan ra rang diéu nay ciing dang
d6i v6i moi vanh ¢6 don vi (Dinh 1i 3.2.8). Ching t6i cam on ong ay vi da
cho phép chiing toi stt dung két qua nay trong bai bao [16]. Dé trinh bay
lai két qua trén, trudc tien, ching to6i nhiac lai mot s6 khai niém co ban

cling nhu thiét 1ap mot s6 két qua hitu ich.
Pinh nghia 3.2.5. (|27, Section 1]) Cho M la mot vi nhém giao hoan véi
phép toan viét theo 16i cong.
(1) Ta goi mot phan tit w € M 1a vé han thuc sy néu 2u < u trong M.
(2) Mot phan tit d € M duge goi 1a mot don vi theo thi tu néu véi moi
x € M ton tai mot sd nguyén duong n sao cho x < nd.
(3) Mot phan tit d € M duge goi 1a ¢6 tinh chat UGN (Unbounded

Generating Number) néu, v6i moi cap s6 nguyeén duong n,n’, nd < n'd

trong M kéo theo n < n/.

B6 dé sau day chi ra cach dé kiém tra tinh UGN ctia mot phan tit trong

vi nhém giao hoan.

Bo dé 3.2.6. Cho M la mat vi nhém giao hoan va d € M. Khi do, d
khong co tinh UGN khi va chi khi ton tai s6 nguyén duong n dé nd la vo
han thuc su.

Chitng minh. (=) Gia st rang d khong c6 tinh UGN, nghia 1a, ton tai

hai s6 nguyén duong m, n sao cho m > n va ton tai x € M dé md+z = nd.
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bat £ :=m —n > 0. Khi do, ta co
(m+k)d+ z = nd + kd = md,

vi thé (m + k)d + 22 = nd. Bing cach quy nap, ta lap tic thu duge rang
(m + tk)d + (t + 1)z = nd v6i moi s6 nguyen duong t. Do d6, khong mat
tinh tong quat, ta c6 thé gid sit ring m > 2n. Khi do,

2nd + (m — 2n)d + v = md + = = nd,

nghia la, 2nd < nd. Vi vay, nd la v6 han thuc su .

(«<=) Suy ra tut dinh nghia. U

Meénh dé sau day chi ra tinh UGN 1a nhu nhau déi véi moi don vi theo

thit tu trong vi nhém giao hoan.

Meénh de 3.2.7. Cho M la mot vi nhém giao hodn va dy,dy la hat don vi
theo thi tu trong M wva dy co tinh UGN. Khi do, dy co tinh UGN.

Chatng minh. Gia st rang d, khong c6 tinh UGN. Theo B6 dé 3.2.6, ton tai
mot s6 nguyeén duong n sao cho nds 1a vo han thuec sy, nghia 13, 2nds < nds.
Vi d; 1a mot don vi theo thit tif trong M nén ton tai mot s6 nguyén duong
m sao cho u := ndy < md; =: v. Ngoai ra, vi dy la mot don vi theo thit tu

trong M nén ton tai mot s6 nguyén duong k sao cho v < kd..

Ta sé ching minh rang v < u. That vay, néu k < 2n thi ta c6 v <
kdy < 2ndy < ndy = u. Ngudc lai, ton tai s nguyén duong nhé nhat ¢ véi
0 < k—tn <2n. Khi do,

v < kdy =2ndy+ (k—2n)dy < ndy+ (k—2n)dy = (k —n)ds
= 2nds + (k — 3n)ds < ndy + (k — 3n)dy = (k — 2n)ds
=2nds + (k— (t+ 1)n)dy < ndy + (k — (t 4+ 1)n)ds =
= (k —tn)dy < 2ndy < ndy = u.

Tt cac lap luan trén ta duge 2v < 2u < u < v. Suy ra v ciing la vo han

thuc su. Do d6, theo Bo dé 3.2.6 ta dudc d; khong c6 tinh UGN. O
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Ap dung Menh dé 3.2.7 ta thu ducc dinh li sau day chi ra ring tinh

UGN la mot bat bién qua tuong duong Morita ciia cac vanh c6 don vi.

Dinh 1i 3.2.8. Cho R va S la cic vanh co don vi tuong duong Morita va
R ¢o tinh UGN. Khi do, S co tinh UGN.

Chiing minh. Dat ® : Mp — Mg 1 ham ti the hien su tuong duong giita
hai pham tru Mz va Mg. Khi d6, sy han ché ¢ = ®|yg) : V(R) — V(S)

14 mot dang cau vi nhom.

Ta ching minh ¢ bién don vi theo thi ty thanh don vi theo thit ty.
That vay, gid st [D] la mot don vi theo thi tu trong V(R), ta ching minh
#([D]) 1a mot don vi theo thit tu trong V(S). Lay tuy v [Q] € V(S). Khi
d6, ton tai [P] € V(R) sao cho ¢([P]) = [Q]. Do [D] 1a mot don vi theo
thit tu trong V(R) nén ton tai s6 nguyén duong n sao cho [P] < n[D].
Khi do, [Q] = ¢([P]) < ne([D]). Suy ra ¢([D]) la mot don vi theo thit tu
trong V(9).

Mat khéc, néu d 1a phan it ¢6 tinh UGN trong V(R) thi ¢(d) la phan
tt ¢6 tinh UGN trong V(S). That vay, gid st n va n’ 1a cic s6 nguyén
duong thod man no(d) < n'¢(d). Khi d6, ¢(nd) < ¢(n'd). Vi ¢ 1a dang
cau nén ta duge nd < n'd. Do d 1a phan tit ¢6 tinh UGN nén n < n'. Vay,
#(d) 1a phan t1t ¢6 tinh UGN trong V(S).

Theo Nhan xét 3.2.2 (3), ta thu duge rang don vi theo tht tu [R] cta
V(R) ¢6 tinh UGN. Tu hai dat duge & trén vé dang cau ¢, ta c6 ¢([R])
14 mot don vi theo tht tu ctia V(S) va ¢([R]) ¢6 tinh UGN. Theo Ménh
dé 3.2.7, ta thu duge don vi theo thit ty [S] ctia V(S) cling ¢6 tinh UGN.
Theo Nhan xét 3.2.2 (3), ta thu duge S ¢6 tinh UGN. O

Trong phan tiép theo, ching toi cung cap mot diéu kién can va du cho
tinh UGN ctia dai s6 duong Leavitt. Dé lam diéu do6, trude tién ching toi
4p dung Dinh 1f 1.3.12 va Nhan xét 3.2.2 (3) dé dic trung tinh UGN clia
dai s6 duong Leavitt thong qua vi nhém do thi M.
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Hé qua 3.2.9. Cho E = (EY, E*,r,s) la mot do thi hitu han va K la mot
truong. Khi dé, Li(E) c6 tinh UGN khi va chi khi vdi moi cdp s6 nguyén
duong (m,n) va moi [x] € Mg, néu m[Y.,.pov] + [2] =n[>],cpov] trong
Mg thi m <n.

Két qua sau day chi ra rang mot do thi phi nguon hitu han va khong chita

chu trinh nguon luon chita mot dinh 1 diy ctia hai chu trinh phan biét.

Bé dé 3.2.10. Cho E la mot do thi phi nguon hiu han va khong chia chu
trinh nguon. Khi dé, ton tai mot dinh v € E° sao cho v la ddy cia hai

chu trinh phan biét va |r~(v)| > 2.

Chitng minh. Goi v, € EY 1a mot dinh bat ky. Khi d6, vi v; khong 1a dinh
nguon nén ton tai e; € E' sao cho r(ey) = vy. Dat vy := s(ey). Néu vy = v;
thi ta thu duge mot chu trinh ¢ = e;. Nguoc lai, vi v9 khong 1& dinh nguon
nén ton tai es € E! sao cho r(ez) = vy. Dit v3 := s(es) va ta tiép tuc lip
lai qua trinh nay. Vi E 1a hitu han nén ton tai s6 nguyén duong nhé nhat n
sao cho r(e,) = v, vaton taii (1 <i < n) dés(e,) =v;vaci=e, - €116

la mot chu trinh trong F.

Vi E khong chita chu trinh nguon nén ton tai j € {é,---,n} sao cho
Ir~1(v;)| > 2. Dat f; € r'(v;) sao cho f; # e;. Néu s(f1) = v; thi v; la
ddy cta hai chu trinh phan biet ¢ va ¢ := fi. Vay v; la diém can tim.

Ngudgc lai, vi wy := s(f1) khong 13 mot dinh nguon nén ton tai fo € E! sao
cho 7(f3) = wy. VI E 1a hitu han nén ta phai di dén mot trong hai trudong
hgp sau:

Trudng hop 1: Ton tai mot s6 nguyeén m sao cho 7(f,,) = wy,_1 VA ton

tai k (1 <k <n) dé s(fn) = vr. Chon sd m nhd nhat thod man diéu kién



101

trén. Khi do, ta co

4 Z .
ej—1- - erfm - f neu k < j,

=< fo A néu k = 7,

L €¢j1- el 1 e fro f1 meuk >

la mot chu trinh c¢6 déy tai v;, khac vé6i chu trinh ¢ va |r*1(vj)| > 2. Vay

N - 2 X N
v; la diém can tim.

Trudng hop 2: Ton tai mot s6 nguyén m sao cho 7(f,,) = w,,_1 VA ton
tai £ (1 <l <m—1)dé s(f,) = we. Chon sdé m nhé nhat thod man diéu
kién trén. Khi do, ¢; := f,,--- fr 1a mot chu trinh trong E va ¢ la phan
biét v6i c. Bang cach nay ta tao ra mot day céc chu trinh ¢, ¢q,¢c3---. Vi

FE 1a hitu han nén ta phai dat dén Truong hop 1. O

Su ton tai clia loai dinh duge mo ta trong Bo dé 3.2.10 déng vai tro chia
khod cho két qua sau day. V6i mdi cap ma tran A = (a;;) va B = (b)) €
Mypxn(Z), A< B nghiala a;; <bj; véimoii=1,--- mvaj=1--- n

Bo6 dé 3.2.11. Cho E = (E°, E',r,s) la mot do thi phi nguon hitu han
va khong chia chu trinh nguon. Dt n = |E°|. Khi dé, vdi moi s6 nguyén
duong a ton tai mot vecto 777; = [my ... my,| € N" sao cho m; > a vdi moi
1=1,...,n va

(AL — L)ymit > [a ... a'.

Chiing minh. Theo B6 dé 3.2.10, ton tai mot dinh w, € EY sao cho w; 13
day ctia hai chu trinh phan biet, va [r~1(wy)| > 2. Néu E°\ Tg(w,) # 0
thi ta xét do thi con F' = (F°, F! r|p, s|p1), trong d6 F° := E°\ T'(w1)
va F1 = r~}(F). Taluon c6 7' (v) = r'(v) v6i mdi dinh v € F. Suy ra
F 14 phi nguon va khong chita chu trinh nguon.

Ap dung Bo dé 3.2.10, suy ra ton tai wy € FY sao cho ws la day cla
hai chu trinh phan bigt trong F va [rp!(wq)| > 2. Néu FO\ Tr(ws) # 0,
ta lap lai qua trinh trén. Vi E hitu han nén qua trinh nay phai dung lai
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sau hitu han (dat 1a k) bude, tic 1a ta duge tap dinh {wy, wo, ..., wi}. Ta
ching minh Bo dé bang cach qui nap theo k.
V6i k =1 ta c6 E° = Tr(w;). Bing cach dat tén lai tap dinh trong E°,

khong mat tinh tong quat, ta gia st rang

E? = {v1, vy, ...,0,}, 01 := wy va |r~H(v)] > 2.

V6i mdi s6 nguyen duong a, ta chon vecto dong m;, := [my ... my] theo

quy tac sau:
- bat m; := 3na.

- V6i mdi i € {2,...,n}, do EY = Tg(v;) nén ta c6 v; € Tr(vy) va do do
ton tai mot dudng p (c6 thé chon chiéu dai t6i thiéu) sao cho s(p) = vy va

r(p) = v;. Khi d6, ta xac dinh
m; :=my — |pla = (3n — |p|)a,

trong do |p| 1a chiéu dai ctia dudng p.

Luu y rang véi |EY) = n ta luon c6 1 < |p| < n vd m; > 2na. Ngoai ra,
ddi véi bat ky j € {2,...,n}, luon c6 v; # v; dé v; € r(s H(v;)), vi vay ton
tai i € {1,...,n} sao cho m; = m; — a.

Ta sé ching minh ring cac vécto m;, dap ting tat ca cac didu kien clia

B dé, noi cach khéc 1a (A%, — 1,)m,! > [a ... a]'. Ta sé chi ra ring
aijmi+ ...+ (a;; — 1)mj + ... + apjm, > a vé6imoi j =1, ..., n.

Trudng hop 1: j € {2, ...,n}. Khi d6, vi v; € T'(v1) nén ton tai mot dinh
v; sao cho v; € r(sH(v;)) va v; # v;. Nhu da néi 6 trén, ton tai phan ti

i €{1,...,n} sao cho a;; > 1 v m; = m; — a. C6 nghia la

apjm; + ... + (ajj — 1)m] + ..o apymy, > a;;m; + (Cljj — 1)m3

> m; —m; = a.

Truong hop 2: 5 = 1. Khi d6, vi |r~!(v;)| > 2 nén ton tai hai s6
k,h €{l,...n} sao cho ag; > 1vaay > 1. Néu k> 2va h > 2, ta c6
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(a1 — V)my + ... + aum,, > —my + my +my,
> —3na + 2na + 2na = a.

Ngugc lai, khong mat tinh tong quat, ta gid st k = 1 va h > 2. Khi do, ta

C(/)all—lZOVéJ

(a1 — D)my + ... + apamy + ... + aymy, > my, > 2a.
Nhu vay Bo dé da dugc chitng minh véi truong hop k = 1.
Ta tién hanh theo quy nap theo k. Cho k > 1,xét F' = (F°, F1 r|p1, s|m)
va G = (GY,GY, r|@, s|g1) 1a cac do thi con ciia E duge dinh nghia béi:
FO:= E°\ T(w) va F!' :=r }(F")
cung véi
G?:=T(w) va G* .= {f € E' | s(f), r(f) € G}.

Vay, F' va G dap tng cac dieu kién tuong tu nhu do thi £. Khi do,

theo giad thuyét quy nap, cho mdi sé6 nguyeén duong a, ton tai vects hang

To = [my ... mg] €N/ (m; > a) va g, = [m] ... my] € N9 (m/ > a) sao cho

(AL — Izt > [a ... aff

(AG = I)ya' > [a ... a]',
trong d6 f = |F°|, g = |G°|, Ar va Ag 13 cac ma tran ké tuong tng véi
cac do thi F va G.
Ta viét ma tran (A% — I;,) nhu sau:
AL — T, = Ap =1l An .
A AL,

Trong d6 Ajs va Asp 12 cac ma tran con c6 kich thuée thich hop véi phan

tit 1a nhiing s6 khong am. Xét my, := [my ... my m) ... m,| € N". Khi do,
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ta dugc
%
(AL, — I)my! = A=l An SRR (o ... a)'
A AL -1, AR
két thic chitng minh. O

Dinh 1i sau day cung cap diéu kién can va du dé dai sé dudng Leavitt

ctia mot do thi phi nguon httu han cé tinh UGN.

Dinh 1i 3.2.12. Cho E = (E°, E',r,s) la mot do thi phi nguon hdu han,
K la mot truong. Khi do, Lx(FE) co tinh UGN khi va chi khi E chia mot

chu trinh nguon.

Chitng minh. Ta bi¢u dién E° thanh tap {vi,ve,--- , vy} sao cho cac dinh

chinh quy clia £ xuat hién dudi dang vy, - ,v,.

(<) Gia st rang F chita mot chu trinh nguon ¢, ta chiing minh rang
Lk (E) ¢6 tinh UGN béng cach st dung He qua 3.2.9. Gia sit m va n 1a
cac sO nguyén duong sao cho

h h
m[y_vi] + [z] = n[Z:ZIl vi] trong Mg

1=1

véi [x] € Mg, ta chiing minh rdng m < n. Ta viét x € Yg dudi dang

h
xr = E n;vi,
i=1

h
trong d6 n; (i = 1,...,h) 1a s6 cdc nguyen khong am. Vi m[>_ v + [z] =
i=1
h
n[>" v;] nén theo Ménh dé 1.2.16, ton tai hai chudi o va ¢ dugc lay ti
i=1
{1,..., 2z} sao cho

h h

Ar (D (m+n)v) =~ =Ap(n ) v),

i=1 i=1
trong d6 v € Yg. Luu ¥ rang, mdi lan 4p dung dong nhat thic M; (1 <

7 < z) lén mot phan tt clia Yz, két qua mang lai la:
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(i) trit 1t he s6 cta vy;
(ii) cong aj; dén he sb clia v; (véi 1 <i < h).

V6i moi 1 < j < 2, ki higu k; (tuong tng, £}) 1a s0 lan ma M; duge ap
dung trong trong A, (tuong ting, A,/). Ta thay ring
h
vo= AU(;(erni)w)
= ((m+mny— k) + anks + astks + ... + a.1k.)vy
+((m + ng — ko) + aroky + axks + ... + a0k, )vs
+
+((m+n, — k) + a1,k + ag.ka + ... + a..k,)v,
+((m +n.q1) + a4k + agryke + o F as)k)va
+
+((m + np) + arpky + aopks + ... + aunk,)vp,.

Mat khac, ta co
v = Ao(nd v
i=1
= ((n — k}i) + auk’l + agll{é —+ ...+ Clzlk};)”l}l
+ ((n — ké) + algk/l + a/22ké + ...+ azgk;)vg
+
+ ((n — k) + ai.k) + ag:ky + ... + a..k)v,
+ (n + a1(2+1)k’1 + a2(2+1)]€é + ...+ az(z+1)klz)vz+1
+
+ (n+ aypk] + aopkh + ... + apkl)vp.

V6i mdi 1 < < z, dat m; := k! — k;. Khi d6, so sanh hé s6 clia cadc phan
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ti {v; | 1 <i < h} trong Yg, ta duge hé phuong trinh sau:

p

m—n+n = (a1 —1)my+ asyms + ... +a,1m,
m—n-+ny = appmi+ (a — )ms + ... + aom,
S m—n+n, = am+agms+ ...+ (a,, — 1)m, (3.3)
m-—n-+n.y = a1(z41)1M1 + A2(z41)12 + ..+ Az (24+1)12
m-—n-+ny, = Q1M+ QGpM9 + ... + QM.

\

Biang cich danh sb6 cac dinh néu can thiét, ta c thé gia st la =
{v1,...,up}. Mdi dinh trong ¢ phat ra it nhat mot canh nén ta c6 moi
dinh trong {vi,---,v,} déu la dinh chinh quy va [r~'(v)] = 1 v6i moi
v € {v, -,y T do ta c6 cac luu § sau:

- ;41 =1chol<i<p-—1;

- Qp1 = 17

-ajiy1 =0chol1<i<p—1vaj#i(l1<j<h);va

-aj1 =0néuj#p (1<j<h).

Truong hop 1: p = 1. Khi d6, a;; = 1 va phuong trinh dau tién trong hée
phuong trinh (3.3) tré thanh

m—n+ny=(1—-1)m;+0my+---4+0m, =0,

vithé m —n = —n; <0, hay m < n.

Truong hop 2: p > 2. Khi d6, p phuong trinh dau tién ctia hé phuong
trinh (3.3) dugce viét lai nhu sau:

(

m-—n+mng = —my +m,
m—n-+mny = Mmy —MmMo
{ m—n+ny = me —ms

m—n+n, = my-1 —My.
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Cong hai vé cac phuong trinh ta duge p(m —n) + (ny + ... +n,) = 0, do
dé p(m —n) = —(n1 + ... +n,) <0, hay m <n.

Do d6, Lk (F) c¢6 tinh UGN.

(=) Gia stt rang F khong chita chu trinh nguon, ta sé chiing minh
rang Ly (F) khong c¢6 tinh UGN bang cach st dung He qua 3.2.9. Gia st
m va n 1a hai s6 nguyén duong sao cho m > n. Ta sé chi ra sy ton tai clia
mot phan tit z = Z?:l n;v; € Yg sao cho

h h

mlY o] +[a] = nl)_ vl

i=1 i=1
trong Mp. Lap luan nhu trong chitng minh trén, ta thay ring ta cé thé

tim thay cdc sO nguyen khong am n;, kj va ki (i =1,...,hvaj=1,..,2)

sao cho
4
m—n+n, = (a1 —1)my+ asyms + ... +a,1m,
m—mn+ng = ajgmy + (a — 1)mg + ... + a.om,
S m—n+n, = am+agms+ ...+ (a,, — 1)m, (3.4)
M —"N+Nyp1 = AUe+1)T T A2(241)T2 T oo T+ Ap(z41)M2
m-—n-+ny, = aipMmi + GpMa + ... + AypMm,

\

trong d6 m; 1=k} —k; v6i j =1,..., 2.

Ta ap dung Bo dé 3.2.11 dé tim cac phan t& nhu vay. Cu thé, xét F 1a

do thi con cua E duge xac dinh bdi:
FO:={u,...,v.} va = Y (FO).

No6i cach khac, F 1a do thi dudc tao ra tit E bang cach bd di cac dinh

khong chinh quy. Cu the, ta c6 A% 1a ma tran cd 2 x z sau day:

ar ... Qx

aig ... Qzx9

A1y ... Qyy
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Ngoai ra, ta luu ¥ rang z phuong trinh dau tién ctia hé phuong trinh
(3.4) dugc biéu dién bdi ma tran A% — I,. Ta thay rang F khong chia
cac chu trinh ngudn vi E khong chita chu trinh ngudn. Ap dung B dé
3.2.11 cho do thi F' va s6 nguyén duong a = m — n, ton tai vecto hang

m = [m1 ... m,] € N* sao cho m; >m—nvéimolj=1,..zva

(AL —L)m! > [m—n ... m—n]".

Do do, ta c6

ajjmi; + ... + (a;; — 1)m; + ... + a;;m, > m —n.
V6i méi j = 1, ..., 2, dat

n; = a1;my + ...+ (ajj — 1)77%] + ...+ Qp My — (m — N)

V6i moi j = z+1, ..., h, do v; khong 1a dinh nguon neén ton taii € {1,...,z}

sao cho a;; > 1, do d6 véi moi j,
ay;my + agymso + ... + a;m, 2> a;ym; > m; = m —n.
Khi d6, ta chon s6 nguyén khong am n; (j = z+ 1, ..., h) nhu sau:

nj 1= a;my + agyma + ... + azym, — (m —n).

Cuodi cting, cac so nguyén duong k; va &k} (j = 1,...,2) dugc chon ngau
nhién sao cho m; = kj — k; v6i moi j = 1,..,z. Khi d6, ta c6 thé kiem
tra duge rang cic so6 nguyen dude xac dinh nhu trén thod man hé phuong
trinh (3.4) ¢ trén. Ta két thac ching minh. O

B dé sau chi ra dai s6 duong Leavitt ctia do thi chia dinh co lap luon

c6 tinh UGN.

Bo dé 3.2.13. Cho E la mot do thi hitu han ¢6 chita dinh co lap va K la
mot truong. Khi do, Li(F) co tinh UGN.
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Chitng manh. Gia st rang E chita mot dinh co lap v. Khi d6, theo Ménh
de 1.3.10 (4), ta thu dugc Lk (E) = K & Lg(E,,). Do d6, ton tai phép
chiéu ty nhién tit Lg(FE) len K. Hién nhién, truong K c6 tinh UGN. Vi
thé, theo Bo dé 3.2.3 ta duge Li(FE) ciing ¢6 tinh UGN. O

Ap dung céc Dinh 1i 2.2.14 va 3.2.12, ching t6i cung cAp mot tieu chuin
thuan tuy do thi trén E sao cho Lg(FE) ¢6 tinh UGN.

Dinh 1i 3.2.14. Cho E la mot do thi htu han va K la mot truong. Goi
E=Fy—F —- = E = — E=Fg

la day cac do thi dugc sinh ra trong qud trinh tung budc khi dinh nguon.
Khi d6, Li(E) c6 tinh UGN khi va chi khi ton tai 0 < j <t dé E; chita

mot dinh co lap, hoac Es¢ chia mot chu trinh nguon.

Chitng minh. (=) Gi& st rang Es; khong chia chu trinh nguon va E;
khong chita dinh ¢6 lap véi moi 0 < 5 < ¢t. Khi d6, E,y khong la do thi
tam thuong Ej.4,. Vi thé, theo Dinh 1i 2.2.14 (1) va (3), ton tai mot do thi

phi nguon httu han F sao cho
Lg(E) = Lg(E(EY;)) = Li(F),

trong d6 ton tai mot song anh tir tap cac chu trinh nguon ctia F dén tap
cac chu trinh nguon ctia Esp. V1 F khong chtta chu trinh nguon nén theo
Dinh 1i 3.2.12 ta dugc Lg(F) khong ¢6 tinh UGN. Vi thé, Lg(F) khong
¢6 tinh UGN.

(<=) Gid sit ton tai 0 < j <t dé F; chita mot dinh co lap. Goi k 1a s6
cac dinh thu trong £ nhung khong thuoc EY; (goi ching la vy, - -+, vp) va
v6i moi 1 < i < k, goi m; la s6 duong trong E két thic tai dinh thu v;.
Theo Dinh 1i 2.2.14 (1), ta c6

Lg(E) = My 1 (K) @ - @® My 1(K) ® L (E(EY;)).

Khi d6, ton tai phép chiéu ty nhién tt Li(F) len M, +1(K). Theo Vi du
3.2.4 (3) ta c6 M, .1(K) c6 tinh UGN. Vi thé, theo Bo dé 3.2.3 ta dugc
Lk (FE) c6 tinh UGN.
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Mzt khac, gid st rang F; khong chita dinh ¢o6 lap véi moi 0 < j < ¢.
Khi d6, Esr khong la do thi tam thudng Ej.;, va Egs chita mot chu trinh
nguon. Vi thé, theo Dinh 1{ 2.2.14 (1) va (3), ton tai mot do thi phi nguon

httu han F' sao cho
Lg(E) = Lg(E(EY;)) = Li(F),

trong d6 ton tai mot song anh tir tap cac chu trinh nguon ctia F dén tap
cac chu trinh nguon ciia Egr. Vi F' 1a do thi phi nguon va chita mot chu
trinh nguon nén theo Dinh 1i 3.2.12 ta dugc Li(F) ¢6 tinh UGN. Vi thé,
Lk (FE) ¢6 tinh UGN. Ta két thic chiing minh. []

Trong chiing minh trén, chung t6i st dung Dinh 1i 2.2.14. Tuy nhién,
ching toi ciing ¢c6 mot cach chitng minh khac bang cach st dung su bo

toan tuong duong Morita ctia phép khit dinh nguon nhu sau.

Nhan xét 3.2.15. Duéi day ching to6i dua ra mot chitng minh tric tiép
cho Dinh 11 3.2.14, khong can dung cau tric ctia L (F) trong Dinh 11 2.2.14.

(=) Gi4 stt ring F,f khong chtta chu trinh nguon va E; khong chia
dinh ¢6 lap v6i moi 0 < j < t. Theo Dinh If 3.2.12 ta c6 Li(Esy) khong ¢
tinh UGN. Ap dung B6 dé 2.1.3 trong titng bude clia qué trinh khit dinh
nguon ta thu duge Lk (FE) tuong duong Morita v6i Lk (Ess). Vi thé, theo
Dinh Ii 3.2.8 ta dugc Lk (F) khong ¢6 tinh UGN.

(<=) Trong truong hop ton tai 0 < j <t dé E; chita mot dinh c6 lap.
Ky hiéu j 14 s6 nhé nhat trong cic s6 nguyén duong ¢ va v 1a dinh c6 lap
trong F;. Khi d6, tai mdi bude ciia qua trinh khit dinh nguon

E:EO—>E1—>"'—>EJ'
mdi dinh nguon bi khit déu khong 1a dinh ¢o6 1ap (do tinh nhé nhat cia j).
Theo Bo dé 2.1.3, ta thu dugc rang cac dai s6 Lx(F), L (E1), ..., Li(E;)
la tuong duong Morita v6i nhau. Theo Bo dé 3.2.13 ta ¢6 Lg(FE;) c6 tinh
UGN. Do dé6, theo Dinh i 3.2.8 ta dugc Lx(FE) c6 tinh UGN.

Mt khac, gid st rang E; khong chia dinh co lap véi moi 0 < j < t.
Khi d6, Esr khong 1a do thi tam thuong Ej.;, va Egs chita mot chu trinh
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nguon. Theo Dinh 1i 3.2.12 ta duge Lk (FEsf) c6 tinh UGN, Ap dung Bo
dé 2.1.3 trong timg budc clia qué trinh khit dinh nguon, ta thu duge Lk (FE)
tuong duong Morita v6i Li(Esf). Theo Dinh 1f 3.2.8 ta dugc Lx(E) c6
tinh UGN, két thac chitng minh.

Trong [40, Corollary 6.7], Koc va Ozaydin da chi ra ring L (F) ¢6 mot
thuong hitu han chiéu khong tam thuong khi va chi khi £ thod man cac
diéu kien nhu trong Dinh 1{ 3.2.14. Nhu vay, ta c6 mot mdi lién hé nhu sau.

Hé qua 3.2.16. Cho E la mot do thi hau han va K la mot truong. Khi
d6, Li(E) c6 mot modun hitu han chiéu khong tam thuong khi va chi khi
Li(FE) co tinh UGN.

Tu Dinh 1i 3.2.14, ta lap ttc thu dugc mot tieu chuan dé xac dinh cac
dai s6 duong Cohn ctia cac do thi hitu han c¢6 tinh UGN.

Hé qua 3.2.17. Cho E = (E°, E',s,r) la mot do thi hitu han va K la
mot truong. Khi dé, dai s6 duong Cohn Ck(E) c6 tinh UGN khi va chi

khi E thod man mot trong cac diéu kién sau day:
(1) E chita mot dinh nguon;

(2) E chita mot chu trinh nguon.

Chitng minh. (=) Gia su rang F khong thod man céd hai diéu kien (1)
va (2). Theo Dinh 1f 1.3.9 ta ¢6 Ck(F) = Li(F(F)), trong do F(E) ciing
khong thod man ca hai diéu kien (1) va (2). Khi d6, theo Dinh 1i 3.2.14 ta
duge Cx(F) = Lig(F(FE)) khong c6 tinh UGN.

(). Néu F chita mot chu trinh nguon thi tit cach xay dung F(FE)
trong Dinh 1i 1.3.9, d6 thi F(E) phai chita mot chu trinh nhu vay va do
d6 F(FE)ss ciing chita mot chu trinh nhu vay. Khi d6, theo Dinh 1f 3.2.14
ta duge L (F(FE)) c6 tinh UGN, do d6 Ck(F) ciing c¢6 tinh UGN.

Tiép theo ta xem xét truong hgp E chita mot s6 dinh nguon v € EV.
Néu nhu v 14 mot dinh thu thi v 14 mot dinh ¢o lap trong F(E). Ngugc

lai, vi v 14 mot dinh nguon trong F nén v’ 13 mot dinh ¢o lap trong F(E).
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Do d6, trong truong hop nay, F(FE) luon chita mot dinh c¢6 1ap. Khi do,
theo Dinh 1i 3.2.14 ta dugc Lg(F(FE)) ¢6 tinh UGN. Do d6, Ck(F) clng
c6 tinh UGN. []

Ching ta da biét tinh UGN kéo theo tinh IBN nhung chiéu ngugc lai
néi chung la khong ding (xem [43, Section 1A]). St dung Dinh Ii 3.1.6 va
Dinh 1i 3.2.14, ching toi thiét lap dude nhieu vi du dé ching té didu do

trong 16p cac dai s6 duong Leavitt.

Vi du 3.2.18. Cho K la mot truong va £ 1a do thi sau:

Khi d6, theo Dinh 1f 3.2.14 ta dugc L (E) khong c6 tinh UGN,

Mat khac, ta co

10 101
AL — Jg] = va [AL — Jp b = .
[Ap — Jz] (20) [Ap = J b (2()1)

Diéu nay kéo theo
1 = rank(A%, — Jg) < rank([AY — Jg b)) = 2.

Theo Dinh Ii 3.1.6 ta thu dugc Lg(FE) c6 tinh IBN.

Vi du 3.2.18 cho thay tinh UGN la thuyc syt manh hon tinh IBN ngay
ca trong 16p cac dai s6 duong Leavitt. Tuy nhién, trong hé qua sau day,
chting toi chting minh réng nhitng tinh chat nay 1a tuong duong véi nhau
trong 16p dai s6 duong Leavitt clia cadc do thi Hopf hitu han.

Hé qua 3.2.19. Cho G la mot nhom hiu han vdi ham phan nhanh © =
Y cec teC va K la mot truong. Khi do, cdc khang dinh sau day la tuong
duong:

(1) Lg(Tgy) co tinh UGN;
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(2) Li(Tg.) 6 tinh IBN;
(3) ZC’EC tC‘C| <1

Chitng minh. (1) = (2). Hién nhién.
(2) = (3). Gia sttrang Lg(I'g) c6 tinh IBN vam := > . t¢|C| > 2.
Ta viét
Supp<t> = {Cla 027 o 7Ck} va CZ — {Cih Ci2y - 7Cini}-

Khi do, ta ¢c6 G = Ge;j véimoi 1 <i < kval<j<n; (viGlamot
nhom hitu han) va moi dinh g trong I, phat ra ding ve, canh dén dinh
gei; voimoi 1 < i < kval<j<mn; vag cung chi phat ra cidc canh dén

gci;. Diéu nay kéo theo
lg] = > 5L vy [gey] + 3052 vaylgea] + -+ D00 vy [geny] trong Mg,

N

VA
[ZgEG g] - Zgil tey [ZgEG gclj] +-t Zyil tey [deG ng]] tI‘Oﬂg MFQt'
Vi G =Gej véimoi 1 <i<kval<j<n;nén tathu dugc rang

> eI =D gec 9Ci; VOimoi 1 <i<kval<j<m,,

vi thé,

k
2ogec 9l = 2iminita,[Dgeq 91 = Ml yeq 9l trong My,

theo Nhan xét 3.1.2 (2) ta dudc Li(I'g,) khong c6 tinh IBN, mot mau
thuan. Do do, ta phéi c6 ) . te|C] < 1.

(3) = (1). Néu t = 0 thi ta c6 Lg(Tg,) = K. Vi thé, theo Vi du
3.2.4 (1) ta ¢c6 Lg(Igy) co tinh UGN.

Xét truong hop Yoo te|C| = 1. Dé thay rang néu G 1a mot nhém hitu
han thi S, 14 mot nhom con ctia G. Theo Hé qué 2.3.10 (2), ta thu dugc
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rang Lx(Tae) = (Ms, |(K[z,271]))(@/%60) Vi thé, theo Vi du 3.2.4 (3) ta
c6 Li(Igy) ¢6 tinh UGN. O

Gan day, dai s6 duong Leavitt ctia cac do thi Cayley dugc quan tam
khéo sat trong [9], [10] va [17]. Nhu mdt ting dung ctia cac Dinh Ii 3.1.6
va 3.2.14, trong phan con lai ciia chuong nay, ching t6i khao sat tinh IBN
va UGN clia cac dai s duong Leavitt ctia cac do thi Cayley lien két vdi

cac nhom httu han.

Dinh nghia 3.2.20. ([10, trang 1]) Cho G la mot nhém hitu han va S
1a mot tap sinh cta G. Do thi Cayley ciia G ing vdi tap sinh S 1a do thi
E¢ s voi tap dinh 1a {v, | g € G} va ta néi ¢6 mot canh tit v, dén vy, trong

truong hgp ton tai s € S sao cho h = gs trong G.

Nhan xét 3.2.21. Néu G 1a mot nhém giao hoan va S 14 mot tap sinh
ctia G thi do thi Cayley E¢ g ctia G ting véi tap sinh S chinh 1a do thi
Hopf I'gy, trong d6 v = > s.

s€S
Vi du 3.2.22. Do thi Cayley F¢ g clia cac nhom xyclic G = Z,, (n > 3)
ting v6i tap sinh S = {1,5} (0 < j <n—1), ky hieu bdi C/, 1a cic do thi
bao gom n dinh {vy,ve,-+- ,v,} vA 2n canh {e1,ea, -+ ,en, f1, fo, +, [n}
sao cho s(e;) = v;, r(e;) = vis1, s(fi) = v; var(fi) = viy;. Dérd hon, chiing

toi vé hinh ba do thi CY, C} va C} dudi day.

00 — v el Ol — v D 02 — oVl ., ot
TETT RO TR
Co”‘i -~ o”3) o3 W oVt o/l o3

Ching t6i két thiic muc nay bang viéc ching minh rang tinh UGN va
tinh IBN ciia dai s6 duong Leavitt ctia do thi Cayley ctia nhém hitu han
la tuong duong.

Hé qua 3.2.23. Cho G la mot nhom hidu han vdi S la tap sinh va K la

mot truong. Khi dé, cic dieu kién sau day la tuong duong:
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1) Lg(Egs) co tinh UGN;
2 LK(EG,S) co tinh [BN,

(1)

(2)

(3) S chita duy mhat mot phan ti;

(4) Eg,s la do thi bao gom mot chu trinh co lap vdi |G| dinh;
(5)

5) LK(EG75) = M‘G|(K[CIZ, xil]).

Chitng minh. (1) = (2). Hién nhién.

(2) = (3). Gia stt rang Lg(Fg.g) ¢6 tinh IBN va S chita it nhat hai
phan ti. Ta viét S = {g1, 99, -, gx} (k > 2). Khi d6, v6i méi 1 < i < k,
ta lap tic c6 dugce

G ={g9i| g € G} = Gy,

vi G la mot nhém hitu han.

Dé thay rang méi dinh v, (g € G) clia Eg ¢ déu phat ra dang mot canh
dén dinh vy, v6i moi i = 1,--- ,k; va dinh v, ciing chi phat ra cac canh

dén céac dinh v,,. Dieu d6 suy ra
gl = [vgg,] + [Vggo] + - + [vgg,] trong M,
va do do,

[ZQGG Ug] - [ZQGG U991] + [deG Uggz] +ot [deG vggk] trong MEG,S'
Ngoai ra, v6i moi 1 < i < k, do G = Gg; nén ta phai c6 [} ;v =
[deG Vyg,) trong Mg, ;. Tl cac lap luan trén, ta lap tic thu duge rang

k
[deG ?)g] - Zz‘:l[deG Uggi] - k[deG Ug] trong MEG,S7
theo Nhan xét 3.1.2 (2) ta dudc Li(Eqs) khong co tinh IBN.

(3) = (4). Néu S = {g} (g € G) thi G 1a mot nhém xyclic sinh bdi g
va do d6, méi dinh v, (0 < i < |G|) phat ra duy nhat mot canh dén dinh
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vgi+1, nghia 14, d6 thi E¢ g c6 dang

<

ols — - @42

|

0" — — — o

B ——

<

g3

Nhu vay, Eg.s 1a do thi bao gom mot chu trinh ¢o 1ap véi |G| dinh.

(4) = (5). Eg,s bao gom mot chu trinh khong c6 16i ra véi Eg ¢ = G
va do d6, theo He qua 2.2.16 ta c6 Lg(Eq,s) = Mg (K[z, 271]).

(5) = (1). Lap tic dugc suy ra tit Nhan xét 3.2.4 (3). O



KET LUAN

Cho E 1a mot do thi hitu han, K 1a mot trudng va Egr 1a do thi khong
c6 dinh nguon c6 dudec qua qua trinh tiung bude khit dinh nguon tiu E.
Trong luan an nay, ching toi dat dudc nhitng két qua sau day:

(1) Chi ra rang Ly (F) tuong duong Morita v6i tong tryc tiép cta
Lk (Egy) va mot s6 ban sao ctia K, dong thoi Ly (F) ding ciu v6i tong
tryc tiép clia mot so6 dai s ma tran tren K va Li(F), trong d6 F duge
xay dung tuong minh tit Eyr. Nhu mot hé qua, ching toi nhan lai két qua
ctia Abrams, Pino, Molina [11] vé cau tric clia dai s6 dudng Leavitt cia

do thi hitu han khong c6 16i ra.

(2) Chi ra rang dai s6 duong Leavitt ctia do thi Hopf dang cau v6i mot
s6 ban sao ctia dai s6 duong Leavitt cia mot thanh phan lién thong trong
do thi Hopf da cho. Ap dung két qua nay, ching toi chiing minh Gia thuyét
Abrams-Tomforde ding cho mot s6 16p do thi Hopf.

(3) Dua ra céc tieu chuan trén ma tran ké ctia F va Esp dé Lg(E) ¢6
tinh IBN. S dung tiéu chuan nay, ching toi nhan lai duge két qua cla
Abrams, Kanuni [13] vé tinh IBN ctia dai s duong Cohn.

(4) Cung cap mot tiéu chuan thuan tuy do thi trén E sao cho L (E) c6
tinh UGN. T do, chung toi chi ra rang tinh UGN va tinh IBN 13 tuong
duong trén cac 16p dai s6 duong Leavitt ctia do thi Hopf va do thi Cayley.
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