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TÓM TẮT

Luận án nghiên cứu về tính giải được của bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu

Monge-Ampère elliptic không đối xứng trong miền giới nội Ω ⊂ Rn. Bài toán này đã được

giải quyết trước đây cho trường hợp phương trình kiểu Monge-Ampère đối xứng với số chiều

n bất kỳ và cho phương trình không đối xứng khi n = 2 bởi nhóm nghiên cứu của N.S.

Trudinger bằng các công cụ như: tính lõm của hàm log(detω) trên tập hợp các ma trận

đối xứng xác định dương và nguyên lý so sánh đối với các nghiệm elliptic của phương trình

kiểu Monge-Ampère đối xứng. Luận án đã thu hẹp khái niệm nghiệm elliptic bằng cách đưa

vào khái niệm nghiệm δ-elliptic với 0 ≤ δ < 1 đối với phương trình kiểu Monge-Ampère

không đối xứng và thiết lập tính d-lõm với d ≥ 0 cho hàm log(detR) trên tập lồi không

bị chặn Dδ,µ ⊂ Rn×n gồm các ma trận R xác định dương không đối xứng với thành phần

phản đối xứng của nó là nhỏ theo nghĩa nào đó. Luận án đã thiết lập nguyên lý so sánh

đối với các nghiệm δ-elliptic của phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng. Bằng

việc dựa vào sơ đồ đánh giá được đề xuất bởi N.S. Trudinger, luận án đã thiết lập được các

đánh giá tiên nghiệm trong C2,α(Ω), với α ∈ (0, 1) nào đó đối với nghiệm δ-elliptic của bài

toán Dirichlet và đánh giá này là đều đối với một lớp các ma trận phản đối xứng nhỏ theo

nghĩa nào đó. Luận án đã đưa ra một điều kiện cần đối với ma trận phản đối xứng có mặt

trong phương trình cho sự tồn tại nghiệm δ-elliptic. Áp dụng phương pháp liên tục giải

phương trình toán tử phi tuyến, luận án đã thiết lập các điều kiện đủ để nghiệm δ-elliptic

của bài toán Dirichlet tồn tại và duy nhất trong C2,α(Ω), với điều kiện ma trận phản đối

xứng có mặt trong phương trình là đủ nhỏ theo một nghĩa nào đó.
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ABSTRACT

The thesis studies the solvability of the Dirichlet problem for nonsymmetric Monge-

Ampère equations of elliptic type in a bounded domain Ω ⊂ Rn. This problem had been

solved by N.S. Trudinger and his group for any dimension n in the case of symmetric

Monge-Ampère type equations and for the dimension n = 2 in the nonsymmetric case

by the tools such as: the concavity of the function log(detω) in the domain of symmetric

positive definite matrices ω and the comparison principle for their elliptic solutions. For

0 ≤ δ < 1, the thesis had narrowed the notion of elliptic solution by introducing the notion

of δ-elliptic solution for nonsymmetric Monge-Ampère type equations and for d ≥ 0 had

established the d-concavity for the function log(detR), defined on the unbounded convex

set Dδ,µ ⊂ Rn×n that consists of nonsymmetric positive definite matrices with skewsym-

metric parts which are small in some sense. The thesis had proved the comparison principle

for δ-elliptic solutions to nonsymmetric Monge-Ampère type equations. By following the

scheme of estimation that had been proposed by N.S. Trudinger, the thesis had established

a priori estimates in C2,α(Ω), for some α ∈ (0, 1) for δ-elliptic solution to the Dirichlet prob-

lem, that are uniform with respect to a class of skewsymmetric matrices which are small in

some sense. A necessary condition for the skewsymmetric matrix in the equation had been

obtained to guarantee the existence of δ-elliptic solution. By applying the method of conti-

nuity for solving nonlinear operator equations in Banach spaces, the thesis had established

sufficient conditions for the unique existence of δ-elliptic solution to the Dirichlet problem

for nonsymmetric Monge-Ampère type equations in C2,α(Ω), in which the skewsymmetric

matrix in the equation is sufficiently small in some sense.
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LỜI CAM ĐOAN

Tôi xin cam đoan đây là công trình nghiên cứu của tôi, được hoàn thành dưới sự hướng

dẫn của PGS.TS. Hà Tiến Ngoạn. Các kết quả viết chung với tác giả khác đã được sự nhất

trí của đồng tác giả khi đưa vào luận án. Các kết quả nêu trong luận án là những kết quả

mới và chưa từng được ai công bố trong các công trình nào khác.

Tác giả

Thái Thị Kim Chung
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LỜI CẢM ƠN

Bằng lòng kính trọng và biết ơn vô hạn, đầu tiên tôi xin gửi lời cảm ơn chân thành và

sâu sắc tới PGS.TS. Hà Tiến Ngoạn. Thầy là người hướng dẫn của tôi từ khi tôi theo học

Thạc sĩ rồi Tiến sĩ tại Viện Toán học. Trên con đường học tập và nghiên cứu về Toán, tôi

luôn được thầy chỉ bảo tận tình, chu đáo, nghiêm khắc và nhẫn nại để tôi ngày càng tiến

bộ, vững vàng hơn trong chuyên môn. Bản thân tôi tự nhủ phải luôn cố gắng phấn đấu

không ngừng trong công việc cũng như trong cuộc sống để không phụ lòng với công sức

dạy bảo và niềm tin của thầy dành cho tôi.

Tôi xin trân trọng cảm ơn Ban Lãnh đạo Viện Toán học - Viện Hàn lâm Khoa học và

Công nghệ Việt Nam, Trung tâm Đào tạo Sau đại học và các Phòng ban chức năng của

Viện Toán đã tạo mọi điều kiện thuận lợi cho các nghiên cứu sinh để đảm bảo việc học tập

và nghiên cứu có hiệu quả. Tôi xin gửi lời tri ân sâu sắc tới các Giáo sư và cán bộ nghiên

cứu của Viện Toán đã dạy bảo, truyền thụ kiến thức về Toán cho tôi. Các thầy cô và các

anh chị không chỉ là những người thầy trong chuyên môn mà còn là những tấm gương sáng

trong cuộc sống, cho tôi những bài học về tinh thần làm việc say mê, nghiêm túc cũng như

sự khổ luyện trong khoa học chân chính.

Tôi xin trân trọng cảm ơn các Giáo sư và cán bộ trẻ của Phòng Phương trình Vi phân

đã giúp đỡ tôi rất nhiều trong quá trình học tập và tham gia các xêmina khoa học hàng

tuần. Tôi xin gửi lời cảm ơn sâu sắc tới GS.TSKH. Đinh Nho Hào và GS.TSKH. Nguyễn

Minh Trí (Phòng Giải tích) đã luôn động viên, khích lệ các nghiên cứu sinh của phòng.

Xin cảm ơn TS. Nguyễn Anh Tú và TS. Đào Quang Khải đã nhiệt tình dạy bảo mỗi khi

tôi hỏi bài cũng như cho tôi nhiều lời khuyên quý giá.

Tôi xin trân trọng cảm ơn Ban Giám hiệu Trường Đại học Khoa học - Đại học Thái

Nguyên, Ban Giám hiệu Trường Đại học Công nghệ Giao thông vận tải đã tạo điều kiện

thuận lợi cho tôi trong quá trình công tác, học tập và nghiên cứu. Tôi cũng xin gửi lời cảm

ơn sâu sắc tới các đồng nghiệp cũ tại Khoa Toán - Tin, trường Đại học Khoa học đã động

viên, chia sẻ và giúp đỡ tôi rất nhiều trong công việc cũng như trong cuộc sống.

Tôi xin chân thành cảm ơn các anh chị em nghiên cứu sinh đã và đang học tập, nghiên

cứu tại Viện Toán học về những trao đổi trong khoa học cũng như những sẻ chia, giúp đỡ

trong cuộc sống đời thường.

Tôi xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới gia đình, người thân, bạn bè và đồng nghiệp đã

luôn động viên tôi trong cuộc sống và công việc. Cuối cùng, tôi xin cảm ơn chồng tôi đã

luôn ủng hộ và tạo mọi điều kiện thuận lợi để tôi yên tâm học tập và nghiên cứu, xin cảm

ơn hai con yêu quý vì các con luôn là động lực tinh thần lớn lao để tôi hoàn thành được

luận án này.

Tác giả

Thái Thị Kim Chung
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Một số ký hiệu và quy ước viết tắt

R (C) trường các số thực (số phức)

i đơn vị ảo, i2 = −1

Rn (Cn) không gian Euclide thực (phức) n-chiều

Rn+ nửa không gian, Rn+ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn > 0}

(·) phép toán tích vô hướng trong Rn hoặc Cn

|ξ| độ dài của véc tơ ξ ∈ Rn hoặc Cn

ξ ⊥ η hai véc tơ ξ, η vuông góc với nhau

Rn×n (Cn×n) không gian các ma trận thực (phức) cấp n

E ma trận đơn vị cấp n

D = diag (d1, . . . , dn) là ma trận đường chéo với Dii = di, i = 1, . . . , n

MT ma trận chuyển vị của ma trận M

M ma trận liên hợp phức của ma trận M

M∗ ma trận chuyển vị phức của ma trận M, M∗ = M
T

M−1 ma trận nghịch đảo của ma trận M

M (2) ma trận compound bậc 2 của ma trận M

detM định thức của ma trận M

TrM vết của ma trận M = [Mij ]n×n, TrM =
n∑
i=1

Mii

|M | chuẩn Frobenius của ma trận M = [Mij ]n×n, |M |
2 =

n∑
i,j=1

|Mij|2

‖M‖ chuẩn toán tử của ma trận M, ‖M‖ = sup
|x|=1

|Mx|

M > 0 (≥ 0) ma trận M là xác định dương (xác định không âm)

M > N (M ≥ N) M −N > 0 (M −N ≥ 0)

λmin(P ), λmax(P ) giá trị riêng nhỏ nhất, lớn nhất của ma trận thực đối xứng P

x⊗ y x⊗ y = [xiyj ]n×n, với x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn

osc hàm dao độ, osc
Ω
u := sup

Ω
u− inf

Ω
u

log hàm logarit

min, max giá trị nhỏ nhất, lớn nhất của một tập hợp các số thực

inf, sup infimum, supremum của một tập hợp các số thực

Ω miền trong không gian Rn, là tập mở và liên thông
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∂Ω biên của miền Ω

Ω bao đóng của miền Ω, Ω = Ω ∪ ∂Ω

Ω′ ⊂⊂ Ω Ω′ có bao đóng là tập compact được chứa trong Ω

Γ := Ω× R× Rn

BR(x0)
(
BR(x0)

)
hình cầu mở (đóng) tâm tại x0, bán kính R

Ωρ, Tρ Ωρ := Ω ∩Bρ(x0), Tρ := ∂Ω ∩Bρ(x0)

Diu, Diju, . . . Diu =
∂u

∂xi
, Diju =

∂2u

∂xi∂xj
, . . .

Du véc tơ gradient của hàm u, Du = (D1u, . . . , Dnu)

D2u ma trận Hessian của hàm u, D2u = [Diju]n×n

Ck(Ω) không gian các hàm khả vi liên tục đến cấp k trong Ω

BCk(Ω) không gian các hàm khả vi liên tục bị chặn đến cấp k trong Ω

‖u‖BCk(Ω) chuẩn trong BCk(Ω), ‖u‖BCk(Ω) =
∑
|β|≤k

sup
x∈Ω

∣∣Dβu(x)
∣∣

Ck(Ω) =
{
u ∈ Ck(Ω) | Dβu có thể thác triển liên tục lên Ω với ∀β : |β| ≤ k}

|u|k;Ω chuẩn trong Ck(Ω), |u|k;Ω =
∑
|β|≤k

sup
x∈Ω

∣∣Dβu(x)
∣∣

[u]α;Ω nửa chuẩn Hölder bậc α, [u]α;Ω = sup
x,y∈Ω
x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

Ck,α(Ω) = {u ∈ Ck(Ω) | Dβu liên tục Hölder đều bậc α với ∀β : |β| = k}

|u|k,α;Ω chuẩn trong Ck,α(Ω), |u|k,α;Ω = |u|k;Ω + sup
|β|=k

[
Dβu

]
α;Ω

Lp(Ω) không gian các hàm đo được và khả tích bậc p trên Ω

‖u‖Lp(Ω) chuẩn trong Lp(Ω), ‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
)1/p

W k,p(Ω) không gian Sobolev, ‖u‖W k,p(Ω) =
∑
|β|≤k

‖Dβu‖Lp(Ω)

ω(x, u) := D2u− A(x, u,Du)

R(x, u) := D2u− A(x, u,Du)−B(x, u,Du) = ω(x, u)−B(x, u,Du)

λu := min
x∈Ω

λmin(ω(x, u))

µ(B) := sup
(x,z,p)∈Γ

‖B(x, z, p)‖, với B ∈ BC(Γ;Rn×n)

Dδ,µ := {R ∈ Rn×n | R = ω + β, ωT = ω, βT = −β, λmin(ω) > 0,

µ ≤ δλmin(ω), ‖β‖ ≤ µ}



Mở đầu

Phương trình Monge-Ampère là một trong các phương trình vi phân đạo hàm riêng cổ

điển phi tuyến hoàn toàn, xuất hiện từ cuối thế kỷ XIX trong các công trình của G. Monge

[50], A.M. Ampère [48] và có dạng sau đây

uxxuyy − u2
xy = K(x, y)

(
1 + u2

x + u2
y

)2
, (x, y) ∈ Ω, (0.1)

trong đó Ω ⊂ R2 là miền bị chặn, u(x, y) là ẩn hàm của hai biến độc lập x, y cần tìm sao

cho đồ thị của hàm z = u(x, y) tại điểm (x, y, u(x, y)) có độ cong Gauss K(x, y) cho trước.

Phương trình (0.1) được khái quát lên trường hợp n chiều thành phương trình độ cong

Gauss sau đây

detD2u = K(x)
(
1 + |Du|2

)n+2
2 , x ∈ Ω, (0.2)

trong đó Ω ⊂ Rn là miền bị chặn, u = u(x) = u(x1, . . . , xn) là ẩn hàm, Du = (ux1 , . . . , uxn)

là véc tơ gradient của u, D2u = [uxixj ]n×n là ma trận Hessian của u và K(x) là hàm số

cho trước. Phương trình này là elliptic khi ma trận Hessian D2u là xác định dương hay u

là hàm lồi chặt trong Ω và do đó K(x) > 0. Nó được nhiều nhà Toán học nghiên cứu như

A.D. Alexandrov [2, 3], I.J. Bakelman [4], H. Lewy [25], S. Bernstein [49],...

Sau này, trong một số lĩnh vực như Hình học affine, Khí tượng học, Cơ học chất lỏng,...

đã xuất hiện phương trình có dạng tổng quát hơn sau đây

detD2u = f(x, u,Du), x ∈ Ω, (0.3)

trong đó f(x, z, p) là hàm số cho trước xác định trên Ω × R × Rn. Trong việc nghiên cứu

nghiệm cổ điển của bài toán Dirichlet cho phương trình (0.3), có một số sự kiện đột phá

quan trọng. Trước tiên, đó là các kết quả của E. Calabi [7] và A.V. Pogorelov [29] về thiết

lập các đánh giá tiên nghiệm bên trong miền đối với các đạo hàm cấp hai của nghiệm lồi

chặt. Tiếp theo, đó là các kết quả của L.C. Evans [10] và N.V. Krylov [22, 24] vào những

năm 1980 về việc thiết lập các đánh giá tiên nghiệm Hölder bên trong miền đối với các

đạo hàm cấp hai của nghiệm lồi chặt một khi chuẩn của nó trong C2(Ω) đã được đánh giá.

Cũng trong những năm 1980, các kết quả về đánh giá tiên nghiệm toàn cục đối với các đạo

hàm cấp hai của nghiệm elliptic cổ điển của phương trình (0.3) đã được thiết lập bởi N.M.

Ivochkina [16] (xem thêm [5, 11]), còn đánh giá tiên nghiệm cho đạo hàm cấp ba được thiết

lập một cách độc lập bởi Caffarelli-Nirenberg-Spruck [5] và N.V. Krylov [22, 23, 24]. Từ đó,

1
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bằng phương pháp liên tục đối với phương trình toán tử phi tuyến (sẽ được mô tả trong

Chương 1), người ta đã chứng minh được sự tồn tại duy nhất nghiệm elliptic cổ điển của

bài toán Dirichlet cho phương trình (0.3) [5, 6, 17].

Những năm gần đây, ([8, 33, 36, 39, 40, 41, 42, 43, 44]) trong các lĩnh vực Vận chuyển

tối ưu và Hình học bảo giác đã đưa đến việc nghiên cứu bài toán Dirichlet cho phương

trình kiểu Monge-Ampère, trong đó vế trái của phương trình này là định thức của tổng

D2u với các ma trận vuông nào đó phụ thuộc vào (x, u,Du) và được mô tả bởi

det
[
D2u− A(x, u,Du)−B(x, u,Du)

]
= f(x, u,Du) trong Ω, (0.4)

u(x) = ϕ(x) trên ∂Ω, (0.5)

trong đó Ω ⊂ Rn là miền bị chặn, A(x, z, p) = [Aij(x, z, p)]n×n, B(x, z, p) = [Bij(x, z, p)]n×n
và f(x, z, p) lần lượt là ma trận đối xứng, ma trận phản đối xứng và hàm vô hướng xác

định trên Γ := Ω × R × Rn, ϕ(x) là hàm vô hướng xác định trên Ω. Ở đây, ta sử dụng

(x, z, p) để ký hiệu các điểm thuộc Γ. Nếu B(x, z, p) ≡ 0 thì (0.4) được gọi là phương trình

kiểu Monge-Ampère đối xứng, còn nếu B(x, z, p) 6≡ 0 thì (0.4) được gọi là phương trình kiểu

Monge-Ampère không đối xứng.

Với hàm u(x) ∈ C2(Ω) tùy ý, ta ký hiệu

ω(x, u) := D2u(x)− A(x, u(x), Du(x)), (0.6)

λu := min
x∈Ω

λmin(ω(x, u)), (0.7)

trong đó λmin(ω(x, u)) là giá trị riêng nhỏ nhất của ma trận đối xứng ω(x, u) ∈ Rn×n.
Phương trình (0.4) là elliptic đối với u(x) trên Ω khi và chỉ khi (Định nghĩa 1.4.1, Mệnh

đề 1.4.2)

λu > 0. (0.8)

Điều này đưa đến điều kiện sau đối với hàm vế phải f(x, z, p) (Mệnh đề 2.2.2),

f(x, z, p) > 0, trong Γ. (0.9)

Nhà toán học người Úc N.S. Trudinger và nhóm nghiên cứu của ông đã khởi xướng

việc nghiên cứu bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu Monge-Ampère đối xứng có dạng

(0.4)-(0.5), trong đó B(x, z, p) ≡ 0, cụ thể là bài toán dạng sau đây

det
[
D2u− A(x, u,Du)

]
= f(x, u,Du) trong Ω, (0.10)

u(x) = ϕ(x) trên ∂Ω, (0.11)

(xem [18, 19, 20, 26, 27, 41, 45]). Để nghiên cứu tính giải được của bài toán Dirichlet

(0.10)-(0.11), Trudinger đã áp dụng phương pháp liên tục, trong đó việc chứng minh tính

giải được của bài toán trên được đưa về việc thiết lập các đánh giá tiên nghiệm trong
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C2,α(Ω) đối với nghiệm elliptic của bài toán với hằng số α ∈ (0, 1) nào đó. Việc thiết lập

các đánh giá tiên nghiệm này được Trudinger tiến hành qua các bước sau:

- Bước 1: Áp dụng các kỹ thuật của A.V. Pogorelov ([28], [29]) để thiết lập đánh giá

độ lớn các đạo hàm cấp hai của nghiệm elliptic trên toàn miền Ω thông qua đánh giá của

chúng trên biên;

- Bước 2: Đánh giá độ lớn các đạo hàm cấp hai của nghiệm elliptic trên biên ∂Ω;

- Bước 3: Đánh giá chuẩn C1(Ω) đối với nghiệm elliptic;

- Bước 4: Áp dụng các kỹ thuật của L.C. Evans và N.V. Krylov để thiết lập đánh giá

nửa chuẩn Hölder đối với các đạo hàm cấp hai của nghiệm elliptic, qua đó nhận được đánh

giá đối với chuẩn C2,α(Ω).

Trudinger đã đưa ra bốn giả thiết quan trọng sau đây đối với bài toán Dirichlet (0.10)-

(0.11):

T1) Ma trận A(x, z, p) = [Aij(x, z, p)]n×n ∈ C
2(Γ;Rn×n) và thỏa mãn điều kiện chính

quy trong Γ, nghĩa là

Dpkp`Aij(x, z, p)ξiξjηkη` ≥ 0, ∀(x, z, p) ∈ Γ, ξ, η ∈ Rn, ξ ⊥ η; (0.12)

hoặc thỏa mãn điều kiện chính quy chặt trong Γ, nghĩa là tồn tại hằng số a0 > 0 sao cho

Dpkp`Aij(x, z, p)ξiξjηkη` ≥ a0|ξ|2|η|2, ∀(x, z, p) ∈ Γ, ξ, η ∈ Rn, ξ ⊥ η. (0.13)

Ở đây, tất cả các biểu thức ở các vế trái của (0.12) và (0.13) cũng như trong luận án này,

nếu không nói gì thêm về các chỉ số có mặt trong biểu thức thì chúng ta ngầm hiểu đó là

phép toán lấy tổng trên tập hợp tất cả các chỉ số lặp có mặt trong biểu thức đó.

T2) Ma trận A(x, z, p) thỏa mãn điều kiện về cấu trúc

DzA(x, z, p) ≥ 0, A(x, z, p) ≥ −γ0

(
1 + |p|2

)
E và λmax(A(x, z, 0)) ≥ 0, (0.14)

với mọi x ∈ Ω, z ∈ R và p ∈ Rn, trong đó γ0 là hằng số dương, E là ma trận đơn vị cấp n.

T3) Hàm f(x, z, p) ∈ C2(Γ;R) và thỏa mãn f(x, z, p) > 0, Dzf(x, z, p) ≥ 0, trong Γ.

T4) Tồn tại nghiệm dưới elliptic u(x) ∈ C4(Ω) của bài toán Dirichlet (0.10)-(0.11),

nghĩa là u(x) thỏa mãn các điều kiện

λu := min
x∈Ω

λmin(ω(x, u)) > 0, (0.15)

det
[
D2u− A(x, u,Du)

]
≥ f(x, u,Du) trong Ω, (0.16)

u(x) = ϕ(x) trên ∂Ω, (0.17)

trong đó ϕ(x) ∈ C4(Ω) và ∂Ω ∈ C4.

Để tiến hành các đánh giá tiên nghiệm trong các bước nói trên, trong lớp nghiệm elliptic,

nhóm của Trudinger đã biểu diễn phương trình (0.10) dưới dạng tương đương

log(detω(x, u)) = f̂(x, u,Du), trong Ω, (0.18)
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trong đó ω(x, u) được cho bởi (0.6) và f̂ = log f, rồi sử dụng hai kết quả quan trọng đó là

tính lõm của hàm số kiểu Monge-Ampère đối xứng có dạng

F (ω) = log(detω), (0.19)

trên tập lồi các ma trận đối xứng xác định dương ω ∈ Rn×n và nguyên lý so sánh đối với

phương trình (0.18), được phát biểu sau đây.

Định lý 0.0.1 (Nguyên lý so sánh) ([11]) Cho các hàm u(x), v(x) ∈ C2(Ω) thỏa mãn

log(detω(x, u))− f̂(x, u,Du) ≤ log(detω(x, v))− f̂(x, v,Dv) trong Ω, u ≥ v trên ∂Ω.

Giả sử các điều kiện sau thỏa mãn:

1) λu > 0, λv > 0;

2) DzA(x, z, p) ≥ 0, trong Γ;

3) f(x, z, p) > 0, Dzf(x, z, p) ≥ 0, trong Γ.

Khi đó u ≥ v trong Ω. Hơn nữa, nếu u = v trên ∂Ω thì ta có
∂u

∂ν
≥ ∂v

∂ν
trên ∂Ω, trong

đó ν là véc tơ pháp tuyến trong đơn vị của biên ∂Ω.

Kết quả của nhóm Trudinger qua các bước đánh giá tiên nghiệm nói trên được tổng kết

trong định lý sau đây.

Định lý 0.0.2 (Đánh giá tiên nghiệm trong C2,α(Ω)) ([11, 18, 45]) Giả sử u(x) ∈
C4(Ω) là nghiệm elliptic của bài toán Dirichlet (0.10)-(0.11), trong đó A = A(x, p), f =

f(x, p) và giả sử các giả thiết T1)-T4) nói trên được thỏa mãn. Khi đó ta có đánh giá sau

|u|2,α;Ω ≤ C, (0.20)

trong đó α ∈ (0, 1) và C là các hằng số dương phụ thuộc vào n, γ0, A, f, u, ϕ và Ω.

Trên cơ sở Định lý 0.0.2, bằng việc đưa bài toán (0.10)-(0.11) về phương trình toán tử

trong không gian Banach C2,α(Ω) và áp dụng phương pháp liên tục, nhóm của Trudinger

đã chứng minh tính giải được của bài toán (0.10)-(0.11) trong trường hợp ma trận đối xứng

A và hàm vế phải f không phụ thuộc vào biến z. Cụ thể, ta có định lý sau đây.

Định lý 0.0.3 ([18]) Xét bài toán Dirichlet (0.10)-(0.11), trong đó A = A(x, p), f =

f(x, p) và giả sử các giả thiết T1)-T4) nói trên được thỏa mãn. Khi đó tồn tại hằng số

α ∈ (0, 1) sao cho nghiệm elliptic u(x) của bài toán Dirichlet (0.10)-(0.11) là tồn tại và

duy nhất trong C2,α(Ω).
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Trong việc thiết lập các đánh giá tiên nghiệm trong C2,α(Ω) với α ∈ (0, 1), giả thiết

ban đầu về tính chính quy của nghiệm u chỉ là u ∈ C2,α(Ω). Trong chứng minh của Định

lý 0.0.3, từ các giả thiết về độ trơn của các dữ kiện của bài toán và định lý về tính chính

quy của nghiệm elliptic của phương trình đạo hàm riêng phi tuyến (Định lý 1.4.3), người

ta đã suy ra được u ∈ W 4,p(Ω) ∩ C3,α(Ω), với mọi p ∈ (1,+∞). Từ đó, bằng việc áp dụng

kỹ thuật xấp xỉ đối với phương trình phi tuyến rất phức tạp, người ta vẫn thiết lập được

đánh giá tiên nghiệm như trong Định lý 0.0.2.

Trong [20], nhóm của Trudinger cũng đã mở rộng kết quả của các định lý trên khi A

và f phụ thuộc thêm vào biến z bằng việc đưa vào giả thiết về sự tồn tại của một nghiệm

trên elliptic u(x) ∈ C2(Ω) đối với phương trình (0.10) sao cho u(x) ≥ ϕ(x) trên ∂Ω. Bài

toán Dirichlet (0.4)-(0.5) khi ma trận phản đối xứng B(x, z, p) 6≡ 0 cũng đã được nghiên

cứu bởi Trudinger trong trường hợp số chiều n = 2 ([11, 41]).

Trong [8] và [41], các nhà Toán học G. De Philippis, A. Figalli và N.S. Trudinger đã

chỉ ra sự cần thiết của việc nghiên cứu phương trình kiểu Monge-Ampère elliptic không

đối xứng. Do đó mục tiêu của luận án là nghiên cứu tính giải được của bài toán Dirichlet

(0.4)-(0.5) trong không gian C2,α(Ω) khi B(x, z, p) 6≡ 0.

Luận án cũng đặt vấn đề áp dụng phương pháp liên tục tương tự như đối với bài toán

Dirichlet (0.10)-(0.11) để nghiên cứu tính giải được của bài toán Dirichlet (0.4)-(0.5). Do

sự có mặt của ma trận phản đối xứng B(x, z, p) trong phương trình (0.4), việc tiến hành

các đánh giá tiên nghiệm đối với nghiệm elliptic u(x) ∈ C4(Ω) của bài toán (0.4)-(0.5)

trong bốn bước nói trên sẽ gặp nhiều khó khăn. Trong trường hợp B(x, z, p) ≡ 0, các đánh

giá tại từng điểm x0 ∈ Ω trong các bước nói trên trên có thể tiến hành một cách thuận lợi

sau khi chéo hóa ma trận đối xứng ω(x, u) tại điểm x0 này. Để khắc phục các khó khăn

trong trường hợp B(x, z, p) 6≡ 0, luận án đã hạn chế xét một lớp con của nghiệm elliptic,

được gọi là nghiệm δ-elliptic với 0 ≤ δ < 1, trong đó khi δ = 0 thì trùng với nghiệm elliptic

thông thường. Cụ thể, luận án đưa ra định nghĩa sau đây.

Định nghĩa 0.0.4 Cho hằng số δ ∈ [0, 1). Ta nói rằng phương trình (0.4) là δ-elliptic đối

với hàm u(x) ∈ C2(Ω) nếu nó là elliptic đối với u và điều kiện sau được thỏa mãn

µ(B) ≤ δλu, (0.21)

trong đó µ(B) là đại lượng được xác định bởi

µ(B) := sup
(x,z,p)∈Γ

‖B(x, z, p)‖, (0.22)

ở đây ‖B‖ là chuẩn toán tử của ma trận B.

Với hàm u(x) ∈ C2(Ω), ta ký hiệu

R(x, u) := D2u− A(x, u,Du)−B(x, u,Du) = ω(x, u)−B(x, u,Du). (0.23)



6

Khi đó, trong lớp nghiệm elliptic, phương trình (0.4) tương đương với

log(detR(x, u)) = f̂(x, u,Du), trong Ω, (0.24)

trong đó f̂ = log f. Để chuẩn bị các công cụ cho việc đánh giá tiên nghiệm đối với nghiệm

δ-elliptic của phương trình (0.24), thay vì hàm số kiểu Monge-Ampère đối xứng F (ω) =

log(detω), ta xét hàm số kiểu Monge-Ampère không đối xứng có dạng sau đây

F (R) = log(detR), (0.25)

trong đó R ∈ Rn×n là ma trận xác định dương có dạng

R = ω + β, ωT = ω, ω > 0, βT = −β.

Luận án sẽ chỉ ra rằng det β ≥ 0 và detR ≥ detω+ det β ≥ detω > 0 (Mệnh đề 2.2.2). Do

đó hàm F (R) luôn xác định và khả vi vô hạn trên miền R > 0.

Với các hằng số δ ∈ [0, 1) và µ ≥ 0, trên cơ sở gợi ý của khái niệm nghiệm δ-elliptic,

luận án đưa vào tập xác định Dδ,µ sau đây của hàm F (R),

Dδ,µ ≡
{
R ∈ Rn×n | R = ω + β, ωT = ω, βT = −β, λmin(ω) > 0, µ ≤ δλmin(ω), ‖β‖ ≤ µ

}
.

(0.26)

Khi đó Dδ,µ là tập lồi và không bị chặn trong Rn×n (Mệnh đề 2.2.1). Khi δ = 0 thì

µ = 0, β = 0 và D0,0 trùng với tập các ma trận đối xứng xác định dương.

Nhằm mở rộng khái niệm về tính lõm thông thường của hàm F (ω) = log(detω) trên

tập lồi các ma trận đối xứng xác định dương trong Rn×n, luận án đưa ra khái niệm về tính

d-lõm với d ≥ 0 của hàm F (R) = log(detR) trên Dδ,µ. Cụ thể, ta có định nghĩa sau đây.

Định nghĩa 0.0.5 Giả sử d ≥ 0 là số thực không âm. Ta nói rằng hàm F (R) là d-lõm

trên tập Dδ,µ nếu với hai ma trận tùy ý R(0) =
[
R

(0)
ij

]
n×n và R(1) =

[
R

(1)
ij

]
n×n thuộc Dδ,µ,

ta có

F
(
R(1)

)
−F
(
R(0)

)
≤

n∑
i,j=1

∂F
(
R(0)

)
∂Rij

(
R

(1)
ij −R

(0)
ij

)
+d. (0.27)

Khái niệm 0-lõm trùng với khái niệm lõm thông thường. Trong Định lý 2.2.21, luận án

sẽ chỉ ra rằng hàm F (R) = log(detR) là d-lõm trên tập Dδ,µ, trong đó hằng số d chỉ phụ

thuộc vào δ và n, không phụ thuộc vào µ.

Luận án sẽ thiết lập nguyên lý so sánh (Định lý 3.1.1) đối với các nghiệm δ-elliptic của

phương trình (0.4), trong đó khi so với Định lý 0.0.1 ở trên có bổ sung một số điều kiện

để ma trận phản đối xứng B(x, z, p) là nhỏ theo nghĩa nào đó. Khi tiến hành các bước

đánh giá tiên nghiệm đối với nghiệm δ-elliptic của bài toán (0.4)-(0.5), bằng cách dựa theo

sơ đồ của nhóm Trudinger, luận án sẽ sử dụng các dạng khác nhau của tính d-lõm của

hàm F (R) = log(detR) cũng như giả thiết về tính chính quy chặt của ma trận đối xứng

A(x, z, p). Trong các tính toán và đánh giá, ma trận nghịch đảo R−1(x, u) đóng một vai
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trò quan trọng. Luận án trước hết chéo hóa ω(x, u), sau đó chéo hóa một ma trận phản

đối xứng liên quan đến B(x, u,Du) và nhận được công thức tường minh (Hệ quả 2.2.6) đối

với phần đối xứng và phản đối xứng của ma trận R−1(x, u) tại x0. Định lý 3.5.1 là một

trong các kết quả chính của luận án, trong đó tổng kết của kết quả các bước đánh giá tiên

nghiệm. Định lý này mô tả các điều kiện đủ áp đặt lên ma trận đối xứng A(x, z, p), hàm

vế phải f(x, z, p), hàm trên biên ϕ(x) và miền Ω để tồn tại các hằng số dương α ∈ (0, 1) và

C sao cho với mọi ma trận phản đối xứng B(x, z, p) nhỏ được xác định bởi một số tham

số liên quan đến các dữ kiện vừa nêu trên, nghiệm δ-elliptic u(x) ∈ C4(Ω) của bài toán

Dirichlet (0.4)-(0.5) thỏa mãn

|u|2,α;Ω ≤ C,

đồng thời đánh giá này là đều đối với một lớp ma trận B(x, z, p) nhỏ theo nghĩa nào đó.

Trong Định lý 4.1.1, luận án đã thiết lập được một điều kiện cần áp lên B(x, z, p) để phương

trình (0.4) có nghiệm δ-elliptic.

Việc áp dụng phương pháp liên tục giải phương trình toán tử phi tuyến đã đưa tới Định

lý 4.2.3, một trong các kết quả chính của luận án. Định lý này sẽ chỉ ra rằng với một số

điều kiện đủ áp đặt lên các dữ kiện của bài toán, tương tự như đối với trường hợp phương

trình đối xứng, nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet (0.4)-(0.5) sẽ tồn tại duy nhất trong

C2,α(Ω) với α ∈ (0, 1) nếu ma trận B(x, z, p) là đủ nhỏ theo một nghĩa nào đó. Tuy nhiên,

đối với trường hợp phương trình không đối xứng, việc sử dụng kỹ thuật xấp xỉ tương tự

như trường hợp phương trình đối xứng đã đề cập ở trên nói chung là rất khó để vượt qua.

Do đó trong luận án, giả thiết về độ trơn của các dữ kiện của bài toán Dirichlet (0.4)-(0.5)

đã được làm mạnh hơn để thiết lập tính giải được của nó.

Ngoài phần Mở đầu, luận án gồm bốn chương, Kết luận, Danh mục các công trình liên

quan đến luận án và Tài liệu tham khảo.

Chương 1 trình bày một số kiến thức chuẩn bị về lý thuyết ma trận, khái niệm các

không gian hàm cơ bản và một số kết quả đối với phương trình đạo hàm riêng elliptic cấp

hai tuyến tính và phi tuyến hoàn toàn.

Chương 2 trình bày kết quả về tính d-lõm của hàm số kiểu Monge-Ampère với biến là

các ma trận xác định dương không đối xứng.

Các Chương 3 và 4 là các chương chính của luận án, trong đó Chương 3 trình bày các

bước đánh giá tiên nghiệm trong C2,α(Ω) đối với nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet

cho phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng.

Chương 4 trình bày về một điều kiện cần và một số điều kiện đủ cho sự tồn tại nghiệm

δ-elliptic của bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng.

Cuối cùng, luận án trình bày một số ví dụ về bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu

Monge-Ampère elliptic không đối xứng.

Luận án được viết dựa trên hai bài báo [1], [2] trong Danh mục các công trình liên quan

đến luận án.



Chương 1

Một số kiến thức chuẩn bị

Chương này trình bày các kiến thức chuẩn bị cho luận án: giới thiệu một số khái niệm

và kết quả cơ bản trong lý thuyết Ma trận, khái niệm một số không gian hàm, khái niệm

và một số kết quả cơ bản về phương trình đạo hàm riêng elliptic cấp hai tuyến tính và phi

tuyến hoàn toàn, giới thiệu về phương pháp liên tục giải phương trình toán tử phi tuyến

trong không gian Banach. Nội dung của chương này được tham khảo chủ yếu từ các tài

liệu [1, 9, 11, 14, 15, 32, 46, 47].

1.1 Một số kiến thức trong lý thuyết ma trận

1.1.1 Một số khái niệm cơ bản

Trước tiên, luận án giới thiệu một số không gian tuyến tính cơ bản.

(i) Ký hiệu Rn là không gian Euclide thực n-chiều. Với mọi véc tơ x = (x1, . . . , xn),

y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, ta định nghĩa:

• Tích vô hướng của x và y: (x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn;

• Chuẩn Euclide (độ dài) của x: |x| = (x, x)1/2 =
(
x2

1 + · · ·+ x2
n

)1/2
.

(ii) Ký hiệu Cn là không gian Euclide phức n-chiều. Với mọi véc tơ x = (x1, . . . , xn),

y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn, ta định nghĩa:

• Tích vô hướng của x và y: (x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn;

• Chuẩn Euclide (độ dài) của x: |x| = (x, x)1/2 =
(
|x1|2 + · · ·+ |xn|2

)1/2
.

(iii) Ký hiệu Cn×n (Rn×n) là không gian các ma trận vuông phức (thực) cấp n. Với mọi

ma trận M = [Mij ]n×n ∈ Cn×n, ta định nghĩa:

• Chuẩn Frobenius của M : |M | =
(∑n

i,j=1 |Mij|2
)1/2

;

8
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• Chuẩn toán tử của M : ‖M‖ = sup
x∈Cn,x6=0

|Mx|
|x|

= sup
x∈Cn,|x|=1

|Mx|;

Hơn nữa, nếu M ∈ Rn×n thì ta có thể thay x ∈ Cn bởi x ∈ Rn trong công thức trên.

Cho ma trận M = [Mij ]n×n ∈ Cn×n. Ta ký hiệu ma trận chuyển vị của M là MT ; ma

trận liên hợp phức của M là M, M =
[
M ij

]
n×n; ma trận chuyển vị phức (hay ma trận liên

hợp Hermite) của M là M∗, M∗ = M
T
.

Định nghĩa 1.1.1 (i) Ma trận M ∈ Rn×n được gọi là ma trận đối xứng nếu MT = M, ma

trận phản đối xứng nếu MT = −M, và ma trận trực giao nếu MTM = MMT = E.

(ii) Ma trận M ∈ Cn×n được gọi là ma trận Hermite nếu M∗ = M, ma trận phản

Hermite nếu M∗ = −M, và ma trận unita nếu M∗M = MM∗ = E.

Định nghĩa 1.1.2 (i) Cho M = [Mij ]n×n ∈ Rn×n là ma trận đối xứng. Khi đó M được

gọi là xác định dương (xác định không âm), ký hiệu là M > 0 (≥ 0), nếu

(Mξ, ξ) =
n∑

i,j=1

Mijξiξj > 0 (≥ 0), ∀ξ ∈ Rn, ξ 6= 0.

(ii) Cho M ∈ Rn×n là ma trận tùy ý. Khi đó M > 0 (≥ 0) nếu
M +MT

2
> 0 (≥ 0).

(iii) Cho M,N ∈ Rn×n là các ma trận tùy ý. Khi đó M > N (M ≥ N) nếu M −N >

0 (≥ 0).

Ta biết rằng một ma trận thực đối xứng luôn có các giá trị riêng là thực; hơn nữa, các

giá trị riêng này là các số không âm nếu ma trận đó là xác định không âm, và là các số

dương nếu ma trận đó là xác định dương. Một ma trận thực phản đối xứng luôn có các giá

trị riêng là thuần ảo. Trong luận án này, ta ký hiệu giá trị riêng nhỏ nhất và lớn nhất của

một ma trận thực đối xứng P lần lượt là λmin(P ) và λmax(P ). Các mệnh đề sau đây liệt

kê một số tính chất cơ bản đối với chuẩn Frobenius và chuẩn toán tử của ma trận.

Mệnh đề 1.1.3 ([15, 32]) Ta có các khẳng định sau:

(i) ‖M‖ = λmax(M) = max
ξ∈Rn,|ξ|=1

(Mξ, ξ), ∀M ∈ Rn×n,MT = M,M ≥ 0;

(ii) ‖M‖ = ‖MT‖ =
√
‖MTM‖ =

√
λmax(MTM), ∀M ∈ Rn×n;

(iii) ‖M‖ =
√
λmax(−M2) = max

ξ∈Cn,|ξ|=1
|(Mξ, ξ)|, ∀M ∈ Rn×n,MT = −M.

Mệnh đề 1.1.4 ([15, 32]) (i) Các chuẩn | · | và ‖ · ‖ trong Rn×n là tương đương nhau, cụ

thể ta có

‖M‖ ≤ |M | ≤
√
n‖M‖, ∀M ∈ Rn×n.

(ii) Giả sử M và N là các ma trận tương đương trực giao (hoặc tương đương unita),

tức là M = CNC−1 với C là ma trận trực giao (hoặc ma trận unita), khi đó ta có

|M | = |N |, ‖M‖ = ‖N‖.
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Cho ma trận M = [Mij ]n×n ∈ Cn×n. Khi đó, vết của M, ký hiệu là TrM, là đại lượng

được xác định bởi TrM =
∑n

i=1Mii. Mệnh đề sau đây liệt kê một số tính chất cơ bản của

khái niệm vết của ma trận.

Mệnh đề 1.1.5 ([15, 32]) Cho các ma trận M,N ∈ Cn×n. Ta có các khẳng định sau:

(i) Tr(MN) = Tr(NM);

(ii) Tr(MN) = 0, nếu MT = M và NT = −N ;

(iii) TrM = TrN, nếu M và N là tương đương trực giao hoặc tương đương unita;

(iv) Tr(MM∗) = |M |2.

Mệnh đề 1.1.6 ([15]) Cho véc tơ x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Khi đó ma trận x⊗x = [xixj ]n×n
là xác định không âm, có một giá trị riêng bằng |x|2 và n− 1 giá trị riêng còn lại bằng 0.

Chứng minh. Ta nhận thấy ma trận x⊗x có hạng bằng 1 và Tr (x⊗x) = x2
1+· · ·+x2

n = |x|2.
Từ đó ta dễ dàng suy ra kết luận của Mệnh đề 1.1.6. �

1.1.2 Chéo hóa ma trận

Mục này giới thiệu một số kết quả cơ bản về vấn đề chéo hóa các ma trận thực đối xứng

hoặc phản đối xứng.

Định lý 1.1.7 (Schur) ([15]) Cho ma trận M ∈ Cn×n có n giá trị riêng là λ1, . . . , λn.

Khi đó luôn tồn tại một ma trận unita U ∈ Cn×n và một ma trận tam giác trên T ∈ Cn×n

với Tii = λi, i = 1, . . . , n sao cho

M = UTU−1.

Hơn nữa, nếu M là ma trận thực và có các giá trị riêng là thực thì ta có thể chọn ma

trận U là trực giao thực và ma trận tam giác trên T là thực.

Trong trường hợp M là ma trận chuẩn tắc, tức là M∗M = MM∗, thì ma trận tam giác

trên T nói trên có dạng đường chéo ([15]). Như vậy, nếu M là ma trận thực đối xứng hoặc

phản đối xứng thì M là chuẩn tắc và do đó từ Định lý Schur, ta suy ra được mệnh đề sau.

Mệnh đề 1.1.8 ([15]) (i) Cho M ∈ Rn×n là ma trận đối xứng có các giá trị riêng là

λi, i = 1, . . . , n. Khi đó ta có thể chéo hóa M bởi một ma trận trực giao C ∈ Rn×n,

M = CDC−1, D = diag (λ1, . . . , λn).

(ii) ChoM ∈ Rn×n là ma trận phản đối xứng có các giá trị riêng thuần ảo là iλ1, . . . , iλn,

trong đó λi ∈ R, i = 1, . . . , n. Khi đó ta có thể chéo hóaM bởi một ma trận unita C ∈ Cn×n,

M = CDC−1, D = diag (iλ1, . . . , iλn).
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Sử dụng lý thuyết về chéo hóa ma trận, ta nhận được đánh giá sau đây đối với vết của

tích của một ma trận đối xứng và một ma trận xác định không âm.

Mệnh đề 1.1.9 Cho M ∈ Rn×n là ma trận đối xứng và N ∈ Rn×n là ma trận xác định

không âm. Khi đó ta có đánh giá sau

λmin(M) TrN ≤ Tr(MN) ≤ λmax(M) TrN, (1.1)

trong đó λmin(M) và λmax(M) lần lượt là giá trị riêng nhỏ nhất và lớn nhất của M .

Chứng minh. Từ giả thiết và Mệnh đề 1.1.8, ta có thể biểu diễn M = CDC−1, trong đó C

là ma trận trực giao và D = diag (λ1, . . . , λn), λ1, . . . , λn là các giá trị riêng thực của M.

Từ Mệnh đề 1.1.5, ta có

Tr (MN) = Tr
(
CDC−1N

)
= Tr

(
DC−1NC

)
=

n∑
i=1

λi
(
C−1NC

)
ii
. (1.2)

Vì N ≥ 0 nên C−1NC ≥ 0 và do đó
(
C−1NC

)
ii
≥ 0, i = 1, . . . , n. Khi đó từ (1.2), ta có

λmin(M)
n∑
i=1

(
C−1NC

)
ii
≤ Tr (MN) ≤ λmax(M)

n∑
i=1

(
C−1NC

)
ii
. (1.3)

Cũng từ Mệnh đề 1.1.5, ta có
∑n

i=1

(
C−1NC

)
ii

= Tr
(
C−1NC

)
= TrN. Kết hợp đẳng thức

này với (1.3), ta nhận được (1.1). Mệnh đề được chứng minh. �

1.1.3 Ma trận compound bậc 2

Định nghĩa 1.1.10 ([1]) Cho ma trận M = [Mij ]n×n ∈ Cn×n. Giả sử i < k và j < `. Ký

hiệu M
(2)
ik,j` là định thức con của ma trận vuông cấp hai của các phần tử nằm trên các hàng

i, k và các cột j, ` của M , tức là

M
(2)
ik,j` =

∣∣∣∣∣Mij Mi`

Mkj Mk`

∣∣∣∣∣ . (1.4)

Khi các cặp (ik), (j`) với i < k và j < ` được sắp xếp theo thứ tự từ điển, ma trận cấp(
n
2

)
×
(
n
2

)
thu được từ các định thức con nói trên được gọi là ma trận compound bậc 2 của

M và được ký hiệu là M (2). Như vậy,

M (2) =
[
M

(2)
ik,j`

]
(n2)×(n2)

. (1.5)

Một số tính chất cơ bản của ma trận compound bậc 2 được cho bởi mệnh đề sau đây.

Mệnh đề 1.1.11 ([1]) Cho các ma trận M,N ∈ Cn×n. Khi đó ta có các khẳng định sau:

(i) (MN)(2) = M (2)N (2) (công thức Binet-Cauchy);
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(ii)
(
M (2)

)T
=
(
MT

)(2)
;

(iii) M (2) = M
(2)

;

(iv)
(
M (2)

)∗
=
(
M∗
)(2)

;

(v) M là không suy biến khi và chỉ khi M (2) là không suy biến và
(
M (2)

)−1
=
(
M−1

)(2)
;

(vi) Giả sử M ∈ Rn×n và M là đối xứng hoặc phản đối xứng, khi đó M (2) là đối xứng;

(vii)
(
kM

)(2)
= k2M (2), ∀k ∈ C;

(viii) Giả sử M = diag(λ1, . . . , λn), khi đó M (2) = diag(λjλk, j < k).

Trong bài báo [1] của Danh mục các công trình liên quan đến luận án, chúng tôi đã

phát biểu và chứng minh mệnh đề sau đây, và sẽ được dùng trong Chương 2 để khảo sát

tính d-lõm của hàm F (R) = log(detR).

Mệnh đề 1.1.12 Cho ma trận M = [Mij ]n×n ∈ Cn×n. Khi đó ta có

M (2) +
(
MT

)(2)
=

1

2

(
M +MT

)(2)
+

1

2

(
M −MT

)(2)
. (1.6)

Chứng minh. Với mọi i, j, k, ` = 1, . . . , n thỏa mãn i < k, j < `, ta có

(
M +MT

)(2)

ik,j`
=

∣∣∣∣∣Mij +Mji Mi` +M`i

Mkj +Mjk Mk` +M`k

∣∣∣∣∣ = 2

(∣∣∣∣∣Mij Mi`

Mkj Mk`

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣Mji M`i

Mjk M`k

∣∣∣∣∣
)

−

(∣∣∣∣∣Mij Mi`

Mkj Mk`

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣Mji M`i

Mjk M`k

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣Mij M`i

Mkj M`k

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣Mji Mi`

Mjk Mk`

∣∣∣∣∣
)

= 2

(∣∣∣∣∣Mij Mi`

Mkj Mk`

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣Mji M`i

Mjk M`k

∣∣∣∣∣
)
−

∣∣∣∣∣Mij −Mji Mi` −M`i

Mkj −Mjk Mk` −M`k

∣∣∣∣∣
= 2

(
M

(2)
ik,j` +

(
MT

)(2)

ik,j`

)
−
(
M −MT

)(2)

ik,j`
.

Từ hệ thức này ta dễ dàng suy ra (1.6). Mệnh đề được chứng minh. �

1.2 Một số không gian hàm

1.2.1 Không gian Hölder

Cho Ω ⊂ Rn là một miền và k là số nguyên không âm. Ký hiệu β là đa chỉ số, β =

(β1, . . . , βn) và Dβ = ∂|β|

∂x
β1
1 ···∂x

βn
n

, trong đó |β| = β1 + · · ·+ βn.

Định nghĩa 1.2.1 ([11]) (i) Ck(Ω) = {u : Ω→ R | u khả vi liên tục đến cấp k trong Ω}.
(ii) BCk(Ω) = {u ∈ Ck(Ω) | Dβu bị chặn trong Ω với mọi β : |β| ≤ k};
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BCk(Ω) là không gian Banach với chuẩn cho bởi

‖u‖BCk(Ω) =
∑
|β|≤k

sup
x∈Ω

∣∣Dβu(x)
∣∣.

(iii) Ck(Ω) =
{
u ∈ Ck(Ω) | Dβu có thể thác triển liên tục lên Ω với mọi β : |β| ≤ k};

Ck(Ω) là không gian Banach với chuẩn cho bởi

|u|k;Ω = ‖u‖Ck(Ω) =
∑
|β|≤k

sup
x∈Ω

∣∣Dβu(x)
∣∣.

Khi k = 0, ta ký hiệu C0(Ω) = C(Ω).

Định nghĩa 1.2.2 ([11]) Cho hàm số u : Ω→ R và hằng số 0 < α ≤ 1.

(i) Hàm u được gọi là liên tục Hölder bậc α tại x0 ∈ Ω nếu

[u]α;x0 := sup
x∈Ω,x6=x0

|u(x)− u(x0)|
|x− x0|α

< +∞.

Khi đó [u]α;x0 được gọi là hệ số Hölder bậc α của u tại x0 đối với Ω.

(ii) Hàm u được gọi là liên tục Hölder đều bậc α trong Ω nếu

[u]α;Ω := sup
x,y∈Ω
x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

< +∞.

Đại lượng [u]α;Ω là một nửa chuẩn. Khi α = 1, u được gọi là liên tục Lipschitz trong Ω.

(iii) Ký hiệu

Ck,α(Ω) = {u ∈ Ck(Ω) | Dβu là liên tục Hölder đều bậc α trong Ω với mọi β : |β| = k};

Ck,α(Ω) được gọi là không gian Hölder và nó là không gian Banach với chuẩn cho bởi

|u|k,α;Ω = ‖u‖Ck,α(Ω) = |u|k;Ω + [Dku]α;Ω = |u|k;Ω + sup
|β|=k

[
Dβu

]
α;Ω
.

(iv) Ck,α(Ω) =
{
u | u ∈ Ck,α

(
Ω
′)
, với mọi Ω′ ⊂⊂ Ω

}
.

Nhận xét 1.2.3 Giả sử Ω ⊂ Rn là miền bị chặn và có biên Lipschitz. Khi đó, nhờ Định

lý Arzelà-Ascoli, ta dễ dàng suy ra phép nhúng Id : C2,α(Ω)→ C2(Ω) là compact. Cụ thể,

với mọi dãy bị chặn đều {un}∞n=1 ⊂ C2,α(Ω), luôn tồn tại một dãy con {unj}∞j=1 hội tụ tới

u trong C2(Ω); hơn nữa, hàm giới hạn u thuộc C2,α(Ω).

1.2.2 Không gian Sobolev

Cho Ω ⊂ Rn là một miền bị chặn, k là số nguyên không âm và p là hằng số dương thuộc

khoảng (1,+∞).
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Định nghĩa 1.2.4 ([11]) (i) Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R | u là đo được Lebesgue và ‖u‖Lp(Ω) :=(∫

Ω

|u(x)|p dx
)1/p

< +∞
}
.

(ii) W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) | tồn tại đạo hàm yếu Dβu và Dβu ∈ Lp(Ω) với ∀β : |β| ≤
k};

W k,p(Ω) được gọi là không gian Sobolev và nó là không gian Banach với chuẩn cho bởi

‖u‖W k,p(Ω) =
∑
|β|≤k

‖Dβu‖Lp(Ω).

Định lý 1.2.5 (Bất đẳng thức Hölder) ([11]) Cho các hằng số p > 1, q > 1 thỏa mãn
1

p
+

1

q
= 1. Khi đó, nếu u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lq(Ω) thì ta có uv ∈ L1(Ω) và∫

Ω

|uv| dx ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω).

Định lý 1.2.6 (Định lý Morrey) ([11], Định lý 7.19) Cho u ∈ W 1,1(Ω) và giả sử tồn tại

các hằng số dương K,α (α ≤ 1) sao cho∫
BR(y)

|Du(x)|dx ≤ KRn−1+α, ∀y ∈ Ω, R > 0. (1.7)

Khi đó u ∈ C0,α(Ω), và với mọi hình cầu BR ⊂ Ω,

osc
BR

u ≤ CKRα, (1.8)

trong đó C = C(n, α). Nếu Ω = Ω̃ ∩ Rn+ = {x ∈ Ω̃ | xn > 0} với miền Ω̃ ⊂ Rn nào đó và

(1.7) đúng với mọi y ∈ Ω̃ thì u ∈ C0,α(Ω ∩ Ω̃) và (1.8) đúng với mọi hình cầu BR ⊂ Ω̃.

Định lý 1.2.6 được sử dụng cho đánh giá nửa chuẩn Hölder đối với các đạo hàm cấp hai

trong lân cận của điểm nằm trên phần biên có dạng phẳng trong Chương 3 của luận án.

1.3 Phương trình đạo hàm riêng elliptic tuyến tính cấp hai

Mục này nhắc lại một số kết quả cơ bản đối với phương trình đạo hàm riêng elliptic

tuyến tính cấp hai.

1.3.1 Nguyên lý cực đại và nguyên lý so sánh

Xét toán tử tuyến tính cấp hai L có dạng

Lu = aij(x)Diju+ bi(x)Diu+ c(x)u, aij = aji, (1.9)

trong đó x ∈ Ω, Ω ⊂ Rn là miền bị chặn và u(x) ∈ C2(Ω).
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Định nghĩa 1.3.1 ([11]) Toán tử L được gọi là elliptic trong Ω nếu ma trận
[
aij(x)

]
n×n

là xác định dương với mọi x ∈ Ω. Hơn nữa, nó được gọi là elliptic đều trong Ω nếu tồn tại

các hằng số dương λ và Λ sao cho

λ|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2, ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn. (1.10)

Định lý 1.3.2 (Nguyên lý cực đại) ([11, 47]) Giả sử toán tử L cho bởi (1.9) là elliptic

đều trong miền bị chặn Ω, trong đó bi(x), c(x), i = 1, . . . , n là các hàm bị chặn trong Ω và

c(x) ≤ 0 trong Ω. Giả sử hàm u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) thỏa mãn Lu ≥ 0 trong Ω. Khi đó ta

có đánh giá

sup
x∈Ω

u(x) ≤ sup
x∈∂Ω

u+(x), u+ := max{u, 0}.

Từ nguyên lý cực đại, ta thiết lập được nguyên lý so sánh sau đây.

Định lý 1.3.3 (Nguyên lý so sánh) ([11, 47]) Giả sử toán tử L cho bởi (1.9) là elliptic

đều trong miền bị chặn Ω, trong đó bi(x), c(x), i = 1, . . . , n là các hàm bị chặn trong Ω và

c(x) ≤ 0 trong Ω. Giả sử các hàm u(x), v(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) thỏa mãn Lu ≥ Lv trong Ω

và u ≤ v trên ∂Ω. Khi đó ta có u ≤ v trong Ω.

Nhận xét 1.3.4 Nếu toán tử L là elliptic trong miền compact Ω, trong đó các hàm hệ số

aij(x), bi(x), c(x) thuộc C(Ω) thì L là elliptic đều trong Ω và các hàm bi(x), c(x) là bị chặn

trong Ω.

Từ Định lý 1.3.3, ta suy ra được hệ quả sau đây.

Hệ quả 1.3.5 Xét toán tử Q có dạng

Qu = aij(x)Diju+ b(x,Du), aij = aji.

Giả sử toán tử Q là elliptic đều trong miền bị chặn Ω, tức là ma trận hệ số [aij(x)]n×n thỏa

mãn (1.10), b(x, p) là hàm khả vi liên tục theo p trên Ω × Rn. Cho các hàm u(x), v(x) ∈
C2(Ω) ∩ C(Ω) thỏa mãn Qu ≥ Qv trong Ω và u ≤ v trên ∂Ω. Khi đó ta có u ≤ v trong Ω.

Chứng minh. Từ giả thiết của hệ quả và sử dụng định lý giá trị trung bình, ta có thể biểu

diễn

Qu−Qv = aij(x)Dij(u− v) + (b(x,Du)− b(x,Dv)) = aij(x)Dij(u− v) + bi(x)Di(u− v),

trong đó bi(x), i = 1, . . . , n là các hàm bị chặn trong Ω. Đặt w = u − v, khi đó w ∈
C2(Ω) ∩ C(Ω) và thỏa mãn

Lw = aij(x)Dijw + bi(x)Diw ≥ 0 trong Ω, w ≤ 0 trên ∂Ω.

Dễ thấy toán tử L thỏa mãn các giả thiết của nguyên lý so sánh (Định lý 1.3.3) và do

đó từ hệ thức trên ta suy ra w ≤ 0, hay u ≤ v trong Ω. Hệ quả được chứng minh. �
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1.3.2 Bài toán Dirichlet. Tính khả nghịch của phương trình toán tử

Trước tiên, bằng cách kết hợp các Định lý 3.7, 6.6 và 6.14 trong [11], ta có định lý sau

đây.

Định lý 1.3.6 ([11]) Cho Ω ⊂ Rn là một miền bị chặn thuộc C2,α. Giả sử toán tử L cho

bởi (1.9) là elliptic đều trong Ω, thỏa mãn (1.10), và giả sử hàm số f(x) và các hệ số của

L thuộc C0,α(Ω), c(x) ≤ 0 trong Ω. Khi đó bài toán Dirichlet

Lu = f trong Ω, u = 0 trên ∂Ω,

có một nghiệm duy nhất u ∈ C2,α(Ω) thỏa mãn đánh giá sau

|u|2,α;Ω ≤ C|f |0,α;Ω,

trong đó C = C(n, α,Ω, λ,Λ, |aij|0,α;Ω, |bi|0,α;Ω, |c|0,α;Ω).

Từ định lý trên, ta dễ dàng suy ra hệ quả sau đây.

Hệ quả 1.3.7 Cho Ω ⊂ Rn là một miền bị chặn thuộc C2,α và B1 = {u ∈ C2,α(Ω) | u =

0 trên ∂Ω}. Giả sử toán tử tuyến tính L cho bởi (1.9) là elliptic đều trong Ω và có các hệ

số thuộc C0,α(Ω), c(x) ≤ 0 trong Ω. Khi đó toán tử L : B1 → C0,α(Ω) là khả nghịch; hơn

nữa toán tử nghịch đảo L−1 : C0,α(Ω)→ B1 là tuyến tính liên tục.

1.3.3 Các định lý Harnack, Krylov và đánh giá trong Lp

Trong mục này, luận án giới thiệu một số kết quả sẽ được sử dụng trong Chương 3 khi

thiết lập đánh giá Hölder ở bên trong miền và tại điểm tùy ý ở trên biên. Xét toán tử

elliptic tuyến tính cấp hai L̃ có dạng sau đây

L̃ = aij(x)Dij , aij = aji. (1.11)

Định lý sau đây là bất đẳng thức Harnack yếu đối với các nghiệm trên không âm.

Định lý 1.3.8 (Định lý Harnack) ([11], Định lý 9.22) Giả sử toán tử L̃ cho bởi (1.11)

là elliptic đều trong miền bị chặn Ω ⊂ Rn và thỏa mãn

λ|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2, ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, (1.12)

trong đó λ,Λ là các hằng số dương và aij ∈ C(Ω), i, j = 1, . . . , n. Giả sử hàm u ∈ C2(Ω)

thỏa mãn L̃u ≤ f trong Ω với f ∈ C(Ω) và u ≥ 0 trong hình cầu B2R(y) ⊂ Ω. Khi đó tồn

tại các hằng số dương p (p không nhất thiết lớn hơn 1) và C, chỉ phụ thuộc vào n, λ và Λ

sao cho  1

|BR(y)|

∫
BR(y)

up


1/p

≤ C

(
inf
BR(y)

u+
R

λ
‖f‖Ln(B2R(y))

)
.
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Tiếp theo là một số kết quả trong trường hợp miền đang xét có một phần biên có dạng

phẳng mà trên đó nghiệm triệt tiêu. Với R > 0, ta đưa vào các ký hiệu B+
R và TR như sau

B+
R := BR(0) ∩ Rn+, TR := BR(0) ∩ ∂Rn+.

Định lý sau đây thiết lập đánh giá trong Lp đối với các đạo hàm cấp hai của nghiệm

trong lân cận đủ nhỏ của điểm nằm trên phần biên phẳng.

Định lý 1.3.9 (Đánh giá trong Lp) ([11], Định lý 9.13) Giả sử toán tử L̃ cho bởi (1.11)

là elliptic đều trong nửa hình cầu B+ = B+
R0

và thỏa mãn (1.12) trong B+, trong đó

aij ∈ C(B
+

) và 0 < R0 ≤ 1. Giả sử hàm u ∈ C2(B
+

) thỏa mãn phương trình L̃u = f trong

B+ với f ∈ C(B
+

) và u = 0 trên TR0 . Khi đó với mọi p ∈ (1,+∞), ta có∥∥D2u
∥∥
Lp
(
B+
R/2

) ≤ C
(
‖u‖Lp(B+

R) + ‖f‖Lp(B+
R)

)
,

miễn là 0 < R ≤ R∗ ≤ R0, trong đó C là hằng số dương phụ thuộc vào n, p, λ,Λ và R, R∗

là hằng số sao cho m(R∗) ≤ m∗, trong đó m∗ là hằng số dương phụ thuộc vào n, p và λ,

m(r) là môđun liên tục của ma trận a(x) = [aij(x)]n×n tại điểm x0 = 0 được xác định bởi

m(r) = sup
x∈B+,|x|≤r

|a(x)− a(0)|.

Định lý sau đây thiết lập đánh giá nửa chuẩn Hölder đối với đạo hàm theo véc tơ pháp

tuyến của nghiệm trên phần biên phẳng.

Định lý 1.3.10 (Định lý Krylov) ([11], Định lý 9.31) Giả sử các giả thiết của Định lý

1.3.9 được thỏa mãn, khi đó ta có

osc
TR

∂u

∂xn
≤ C

(
R

R0

)α(
sup
B+

|Du|+ R0

λ
sup
B+

|f |
)
, ∀R ≤ R0,

trong đó α ∈ (0, 1) và C là các hằng số dương chỉ phụ thuộc vào n, λ và Λ.

1.4 Phương trình đạo hàm riêng elliptic cấp hai phi tuyến

hoàn toàn

Trong mục này, luận án giới thiệu khái niệm phương trình đạo hàm riêng elliptic cấp

hai phi tuyến hoàn toàn và phương pháp liên tục để giải phương trình toán tử phi tuyến

trong không gian Banach.

1.4.1 Khái niệm phương trình elliptic cấp hai phi tuyến hoàn toàn

Xét phương trình đạo hàm riêng cấp hai có dạng

F [u] := F (x, u,Du,D2u) = 0, (1.13)
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trong đó F là hàm thực xác định trên tập Γ × Sym(Rn×n), trong đó Γ = Ω × R × Rn,
Sym(Rn×n) là không gian các ma trận thực đối xứng cấp n, Ω ⊂ Rn là miền bị chặn và u ∈
C2(Ω). Ký hiệu các điểm thuộc Γ×Sym(Rn×n) là (x, z, p, r), trong đó x ∈ Ω, z ∈ R, p ∈ Rn

và r = [rij ]n×n ∈ Sym(Rn×n). Khi F là hàm affine đối với các biến rij , i, j = 1, . . . , n thì

phương trình (1.13) được gọi là á tuyến tính; nếu không, nó được gọi là phi tuyến hoàn

toàn. Các phương trình kiểu Monge-Ampère (0.4) và (0.10) là các phương trình đạo hàm

riêng cấp hai phi tuyến hoàn toàn.

Ta giả thiết F là hàm khả vi theo các biến rij và ký hiệu Frij :=
∂F

∂rij
, i, j = 1, . . . , n.

Mặc dù r là ma trận đối xứng, nhưng nói chung, ma trận [Frij ]n×n là không đối xứng.

Định nghĩa 1.4.1 ([11]) (i) Toán tử F được gọi là elliptic trong tập con U ⊂ Γ ×
Sym(Rn×n) nếu ma trận [Frij ]n×n là xác định dương trong U. Hơn nữa, nó được gọi là

elliptic đều trong U nếu tồn tại các hằng số dương λ và Λ sao cho

λ|ξ|2 ≤ Frij(x, z, p, r)ξiξj =
1

2

(
Frij + Frji

)
(x, z, p, r)ξiξj ≤ Λ|ξ|2, ∀(x, z, p, r) ∈ U, ξ ∈ Rn.

(1.14)

(ii) F được gọi là elliptic (elliptic đều) đối với u ∈ C2(Ω) nếu F là elliptic (elliptic đều)

trên miền giá trị của ánh xạ x 7→ (x, u(x), Du(x), D2u(x)).

Mệnh đề 1.4.2 Xét phương trình kiểu Monge-Ampère có dạng (0.4),

det
[
D2u− A(x, u,Du)−B(x, u,Du)

]
= f(x, u,Du), x ∈ Ω, (1.15)

trong đó A(x, z, p), B(x, z, p) ∈ C(Γ;Rn×n), AT = A, BT = −B. Khi đó (1.15) là elliptic

đối với u(x) ∈ C2(Ω) khi và chỉ khi

λu := min
x∈Ω

λmin(ω(x, u)) = min
x∈Ω

min
ξ∈Rn,|ξ|=1

n∑
i,j=1

ωij(x, u)ξiξj > 0, (1.16)

trong đó ω(x, u) = D2u− A(x, u(x), Du(x)) = [ωij(x, u)]n×n.

Chứng minh. Ta viết phương trình (1.15) dưới dạng

F (x, u,Du,D2u) := detR(x, u)− f(x, u,Du) = 0,

trong đó R(x, u) = D2u − A(x, u,Du) − B(x, u,Du). Bằng cách khai triển định thức

detR(x, u) theo hàng i, ta suy ra ∂F
∂rij

= ∂F
∂Rij

= Uij , i, j = 1, . . . , n, trong đó Uij là phần

bù đại số của Rij trong định thức detR(x, u). Theo Định nghĩa 1.4.1, (1.15) là elliptic đối

với hàm u(x) ∈ C2(Ω) nếu

U = [Uij(x, u)]n×n > 0. (1.17)

Từ (1.17), ta có detU > 0 và do đó từ hệ thức detU = (detR)n−1, ta suy ra detR 6= 0

hay R là khả nghịch. Do đó U = (detR) (R−1)T và vì thế (1.17) thỏa mãn khi và chỉ khi
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R−1 > 0 hay R > 0. Chú ý R > 0 tương đương với R+RT

2 = ω > 0, và do đó ta suy ra được

kết luận của mệnh đề. �.

Để kết thúc mục nhỏ này, luận án giới thiệu định lý về tính chính quy toàn cục đối với

nghiệm elliptic của bài toán Dirichlet cho phương trình đạo hàm riêng phi tuyến (1.13).

Định lý 1.4.3 ([11], Bổ đề 17.16) Giả sử hàm u(x) ∈ C2,α(Ω) là nghiệm của bài toán

Dirichlet

F (x, u,Du,D2u) = 0 trong Ω, u = ϕ trên ∂Ω,

trong đó Ω ⊂ Rn là miền bị chặn thuộc lớp Ck+2,α, F ∈ Ck,α
(
Γ×Rn×n

)
là elliptic đối với

u và ϕ ∈ Ck+2,α(Ω). Khi đó ta có u(x) ∈ Ck+2,α(Ω).

1.4.2 Khái niệm đạo hàm Fréchet. Định lý hàm ẩn trong không gian Banach

Cho B1,B2 là các không gian Banach, B̃1 ⊂ B1 là tập mở. Ký hiệu L(B1,B2) là không

gian Banach gồm tất cả các ánh xạ tuyến tính bị chặn từ B1 vào B2.

Định nghĩa 1.4.4 ([11]) (i) Ánh xạ T : B̃1 → B2 được gọi là khả vi Gâteaux tại u ∈ B̃1

nếu tồn tại ánh xạ tuyến tính bị chặn L ∈ L(B1,B2) sao cho

lim
t→0

T [u+ th]− T [u]

t
= Lh, ∀h ∈ B1. (1.18)

T được gọi là khả vi Fréchet tại u ∈ B̃1 nếu sự hội tụ trong (1.18) là đều với mọi h thỏa

mãn: ‖h‖B1 ≤ 1, nghĩa là

lim
‖h‖B1→0

‖T [u+ h]− T [u]− Lh‖B2
‖h‖B1

= 0. (1.19)

Nếu T khả vi Gâteaux (Fréchet) tại u thì ánh xạ L được gọi là đạo hàm Gâteaux

(Fréchet) của T tại u và được ký hiệu là Tu. Như vậy, Tu = L.

(ii) T được gọi là khả vi Gâteaux (Fréchet) trong B̃1 nếu T là khả vi Gâteaux (Fréchet)

tại mọi phần tử thuộc B̃1.

Chú ý 1.4.5 Nếu T khả vi Gâteaux (Fréchet) trong một lân cận của u ∈ B̃1 và ánh xạ

biến phần tử u ∈ B̃1 thành phần tử Tu ∈ L(B1,B2) liên tục tại u thì T được gọi là khả vi

liên tục Gâteaux (Fréchet) tại u. Người ta đã chứng minh được rằng, nếu T là khả vi liên

tục Gâteaux tại u thì T là khả vi liên tục Fréchet tại u và khi đó các đạo hàm Gâteaux và

Fréchet thu được là trùng nhau.

Định nghĩa 1.4.6 ([11]) Giả sử ánh xạ T : B1 × R→ B2 là khả vi Gâteaux (Fréchet) tại

điểm (u, t), u ∈ B1, t ∈ R. Khi đó các đạo hàm riêng Gâteaux (Fréchet), T 1
(u,t), T

2
(u,t) tại

(u, t) lần lượt là các ánh xạ tuyến tính bị chặn T 1
(u,t) : B1 → B2, T

2
(u,t) : R → B2 được xác

định bởi

T(u,t)(h, k) = T 1
(u,t)(h) + T 2

(u,t)(k), ∀h ∈ B1, k ∈ R.
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Định lý 1.4.7 (Định lý hàm ẩn) ([11], Định lý 17.6) Cho B1,B2 là các không gian

Banach và B̃1 ⊂ B1 là tập mở. Giả sử ánh xạ T : B̃1 × R→ B2 khả vi liên tục Fréchet tại

(u0, t0) ∈ B̃1 × R với T [u0, t0] = 0 và giả sử đạo hàm riêng Fréchet T 1
(u0,t0) là khả nghịch.

Khi đó tồn tại ε > 0 sao cho với mỗi t ∈ (t0−ε, t0 +ε), tồn tại ut ∈ B̃1 sao cho T [ut, t] = 0.

1.4.3 Giới thiệu phương pháp liên tục giải phương trình toán tử phi tuyến

Mục này giới thiệu phương pháp liên tục (the method of continuity) để chứng minh sự

tồn tại nghiệm của phương trình F [u] = 0, trong đó F [u] là toán tử phi tuyến.

Cho B1,B2 là các không gian Banach, B̃1 ⊂ B1 là tập mở và cho ánh xạ F : B1 → B2.

Lấy phần tử cố định u(0) ∈ B̃1 và xét ánh xạ

T : B̃1 × R→ B2, T [u, t] = F [u]− (1− t)F
[
u(0)
]
. (1.20)

Ký hiệu I và E lần lượt là tập con của [0, 1] và B̃1 được xác định bởi

I = {t ∈ [0, 1] | ∃u ∈ B̃1 : T [u, t] = 0},

E = {u ∈ B̃1 | ∃t ∈ [0, 1] : T [u, t] = 0}.
(1.21)

Định lý sau là nội dung của phương pháp liên tục để giải phương trình toán tử phi tuyến.

Định lý 1.4.8 ([11]) Giả sử ánh xạ F là khả vi liên tục Fréchet trên E và đạo hàm Fréchet

Fu là khả nghịch. Khi đó phương trình F [u] = 0 là giải được trong B̃1 nếu tập I là đóng

trong đoạn [0, 1].

Chứng minh. Dễ thấy T
[
u(0), 0

]
= 0. Suy ra 0 ∈ I và do đó I 6= ∅. Hơn nữa, từ giả thiết

của định lý, ta có thể áp dụng Định lý hàm ẩn 1.4.7 và suy ra I là mở trong [0, 1]. Nếu ta

giả thiết thêm I là đóng trong đoạn [0, 1] thì khi đó I là tập khác rỗng và vừa đóng vừa

mở trong [0, 1]. Do đó I = [0, 1]. Vì 1 ∈ I nên ta suy ra tồn tại u ∈ B̃1 sao cho T [u, 1] = 0

hay F [u] = 0. Định lý được chứng minh. �

Chú ý 1.4.9 Trong Chương 4, để chứng minh sự tồn tại nghiệm δ-elliptic của bài toán

Dirichlet cho phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng (1.15), trước tiên ta biến

đổi bài toán Dirichlet ban đầu về bài toán Dirichlet mà trong đó dạng của phương trình

(1.15) là không đổi và giá trị của nghiệm cần tìm trên biên là đồng nhất bằng không. Sau đó

ta sẽ áp dụng Định lý 1.4.8 với F [u] chính là toán tử kiểu Monge-Ampère không đối xứng,

B1 = {u ∈ C2,α(Ω) | u = 0 trên ∂Ω} và B2 = C0,α(Ω). Việc chứng minh tính đóng của

tập I được đưa về việc thiết lập các đánh giá tiên nghiệm đối với nghiệm δ-elliptic của bài

toán Dirichlet trong không gian C2,α(Ω). Do đó, việc tiến hành các đánh giá tiên nghiệm

trong C2,α(Ω) đối với nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet qua các bước ở Chương 3 là

một trong các nội dung chính của luận án.



Chương 2

Tính d-lõm của hàm số kiểu

Monge-Ampère không đối xứng

Chương này nghiên cứu về tính d-lõm của hàm số kiểu Monge-Ampère F (R) = log(detR)

với biến R là ma trận xác định dương không đối xứng. Tính chất này là một công cụ quan

trọng trong các đánh giá tiên nghiệm ở chương sau.

Nội dung của chương này được viết dựa trên bài báo [1] trong Danh mục các công trình

liên quan đến luận án.

2.1 Tính lõm của hàm số kiểu Monge-Ampère đối xứng

Trong mục này, luận án tổng quan một số tính chất đã biết về tính lõm của hàm số

kiểu Monge-Ampère đối xứng dạng sau đây

F (ω) = log(detω), (2.1)

trong đó ω = [ωij ]n×n ∈ Rn×n là ma trận thực đối xứng xác định dương. Hàm F (ω) là hàm

lõm chặt trên tập lồi các ma trận đối xứng xác định dương ([15]). Ký hiệu ω−1 = [ωij ]n×n
là ma trận nghịch đảo của ω. Khi đó ta có ([6]),

F ij :=
∂F (ω)

∂ωij
= ωji, F ij,k` :=

∂2F (ω)

∂ωij∂ωk`
= −ω`iωjk, i, j, k, ` = 1, . . . , n. (2.2)

Mệnh đề 2.1.1 Cho hàm F (ω) xác định bởi (2.1), trong đó ω là ma trận đối xứng xác

định dương. Khi đó với mỗi ω cố định, ta có

n∑
i,j,k,`=1

F ij,k`PijPk` = −|P̃ |2 ≤ − 1

(λmax(ω))2
|P |2 ≤ 0, ∀P = [Pij ]n×n ∈ Rn×n, P T = P,

(2.3)

trong đó P̃ = ω−
1
2Pω−

1
2 .

21
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Chứng minh. Từ (2.2) và Mệnh đề 1.1.5, ta có

n∑
i,j,k,`=1

F ij,k`PijPk` = −
n∑

i,j,k,`=1

ω`iωjkPijPk` = −Tr
(
ω−1Pω−1P

)
= −Tr

(
ω−

1
2ω−

1
2Pω−

1
2ω−

1
2P
)
= −Tr

[(
ω−

1
2Pω−

1
2

)(
ω−

1
2Pω−

1
2

)]
= −|P̃ |2.

Như vậy, ta nhận được đẳng thức thứ nhất trong (2.3). Tiếp theo, ta chéo hóa ω bởi một

ma trận trực giao C,

ω = CDC−1,

trong đó D = diag(λ1, . . . , λn), λi > 0, i = 1, . . . , n là các giá trị riêng của ω. Suy ra

ω−
1
2 = CD−

1
2C−1, D−

1
2 = diag

(
λ
− 1

2
1 , . . . , λ

− 1
2

n

)
.

Do đó, từ Mệnh đề 1.1.5 ta có

n∑
i,j,k,`=1

F ij,k`PijPk` = −|P̃ |2 = −
∣∣(CD− 1

2C−1
)
P
(
CD−

1
2C−1

)∣∣2
= −

∣∣D− 1
2

(
C−1PC

)
D−

1
2

∣∣2= −
n∑

i,j=1

1

λiλj

(
C−1PC

)2

ij
≤ − 1

(λmax(ω))2
|P |2.

Từ đây ta suy ra bất đẳng thức còn lại trong (2.3). Mệnh đề được chứng minh. �

Mệnh đề 2.1.2 Cho ω(0) =
[
ω

(0)
ij

]
n×n và ω(1) =

[
ω

(1)
ij

]
n×n là các ma trận đối xứng xác

định dương tùy ý. Khi đó ta có đánh giá

F
(
ω(1)

)
−F
(
ω(0)

)
≤

n∑
i,j=1

∂F
(
ω(0)

)
∂ωij

(
ω

(1)
ij − ω

(0)
ij

)
. (2.4)

Chứng minh. Áp dụng khai triển Taylor tại t = 0 cho hàm h(t) := F
(
tω(1) + (1− t)ω(0)

)
,

ta có

F
(
ω(1)

)
−F
(
ω(0)

)
= h(1)− h(0) = h′(0) +

1

2
h′′(τ),

trong đó τ ∈ (0, 1) là hằng số nào đó. Bằng tính toán, ta có

h′(0) =
n∑

i,j=1

∂F
(
ω(0)

)
∂ωij

(
ω

(1)
ij − ω

(0)
ij

)
,

h′′(τ) =
n∑

i,j,k,`=1

∂2F
(
τω(1) + (1− τ)ω(0)

)
∂ωij∂ωk`

(
ω

(1)
ij − ω

(0)
ij

)(
ω

(1)
k` − ω

(0)
k`

)
.

Ta nhận thấy τω(1) + (1− τ)ω(0) là đối xứng xác định dương và ω(1)−ω(0) là đối xứng. Do

đó, từ Mệnh đề 2.1.1, ta suy ra

h′′(τ) ≤ 0.

Từ các đánh giá trên ta dễ dàng thu được (2.4). Mệnh đề được chứng minh. �
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2.2 Tính d-lõm của hàm số kiểu Monge-Ampère không đối

xứng

Trong mục này, luận án nghiên cứu về tính d-lõm (Định nghĩa 0.0.5) của hàm số kiểu

Monge-Ampère không đối xứng dạng sau đây

F (R) = log(detR), (2.5)

trong đó R thuộc tập Dδ,µ ⊂ Rn×n đã được định nghĩa trong (0.26),

Dδ,µ ≡
{
R ∈ Rn×n | R = ω + β, ωT = ω, βT = −β, λmin(ω) > 0, µ ≤ δλmin(ω), ‖β‖ ≤ µ

}
,

(2.6)

trong đó δ ∈ [0, 1) và µ là các hằng số không âm. Các Mệnh đề 2.1.1 và 2.1.2 sẽ được mở

rộng tương ứng cho hàm F (R) trên tập Dδ,µ.

2.2.1 Một vài tính chất của lớp ma trận Dδ,µ

Mục này nghiên cứu một số tính chất của lớp ma trận Dδ,µ cho bởi (2.6).

Mệnh đề 2.2.1 Tập hợp Dδ,µ cho bởi (2.6) là lồi và không bị chặn trong Rn×n.

Chứng minh. Cho R0 = ω0+β0, R1 = ω1+β1 là các ma trận tùy ý thuộcDδ,µ. Với ∀t ∈ [0, 1],

ta đặt Rt = (1− t)R0 + tR1 = ωt + βt, trong đó ωt = (1− t)ω0 + tω1, βt = (1− t)β0 + tβ1.

Khi đó ωTt = ωt, β
T
t = −βt và ‖βt‖ ≤ (1− t)‖β0‖+ t‖β1‖ ≤ µ, ∀t ∈ [0, 1]. Hơn nữa, ta có

(ωtξ, ξ) = (1− t)(ω0ξ, ξ) + t(ω1ξ, ξ) ≥ [(1− t)λmin(ω0) + tλmin(ω1)]|ξ|2, ∀ξ ∈ Rn,

và do đó λmin(ωt) ≥ (1− t)λmin(ω0) + tλmin(ω1), ∀t ∈ [0, 1]. Từ đây suy ra λmin(ωt) > 0 và

δλmin(ωt) ≥ (1− t)δλmin(ω0) + tδλmin(ω1) ≥ (1− t)µ+ tµ = µ, ∀t ∈ [0, 1].

Như vậy, Rt ∈ Dδ,µ với mọi t ∈ [0, 1] và vì thế Dδ,µ là tập lồi. Mặt khác, ta dễ thấy nếu

R = ω + β ∈ Dδ,µ thì tω + β ∈ Dδ,µ với ∀t ≥ 1 và do đó Dδ,µ là tập không bị chặn. Mệnh

đề được chứng minh. �

Mệnh đề 2.2.2 Giả sử R = ω + β ∈ Rn×n, trong đó ω là đối xứng xác định dương, β là

phản đối xứng. Khi đó ta có các khẳng định sau:

(i) det β ≥ 0;

(ii) detR ≥ detω + det β ≥ detω > 0;

(iii) Đặc biệt, khi n = 2, detR = detω + det β ≥ detω > 0.

Do đó, detR > 0 và R là không suy biến khi ω > 0.
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Chứng minh. (i) Đặt

σ = ω−
1
2βω−

1
2 . (2.7)

Khi đó σ là phản đối xứng và

R = ω + β = ω
1
2

(
E + ω−

1
2βω−

1
2

)
ω

1
2 = ω

1
2 (E + σ)ω

1
2 . (2.8)

Đặt

D1 = diag (iσ1, . . . , iσn), (2.9)

trong đó iσ1, . . . , iσn là các giá trị riêng của σ, i là đơn vị ảo, σj ∈ R, j = 1, . . . , n và

σ2j−1 = −σ2j , j = 1, 2, . . . ,
[n

2

]
và σn = 0 nếu n lẻ. (2.10)

Khi đó

σ = C1D1C
∗
1 , (2.11)

trong đó C1 ∈ Cn×n là unita, C∗1 là liên hợp Hermite của C1, C
∗
1 = C−1

1 .

Từ (2.8) và (2.11), ta có R = ω
1
2C1(E +D1)C∗1ω

1
2 . Do đó, từ (2.9) và (2.10), ta suy ra

detR = (detω)
(
1 + σ2

1

) (
1 + σ2

3

)
· · ·
(

1 + σ2
2[n2 ]−1

)
. (2.12)

Cũng từ (2.10), ta có detσ = 0 nếu n lẻ và detσ = σ2
1σ

2
3 · · ·σ2

n−1 nếu n chẵn. Do đó

0 ≤ detσ ≤ σ2
1σ

2
3 · · ·σ2

2[n2 ]−1
. (2.13)

Từ (2.7), (2.13) và chú ý detω > 0, ta nhận được

det β = (detω)(detσ) ≥ 0. (2.14)

Như vậy, ta thu được (i).

(ii) Từ các đánh giá (2.12)-(2.14), ta nhận được

detR ≥ (detω)(1 + detσ) = detω + det β ≥ detω > 0.

Như vậy, ta thu được (ii).

(iii) Khi n = 2, detσ = σ2
1. Do đó, từ (2.12) và (2.14), ta nhận được

detR = (detω)(1 + σ2
1) = detω + (detω)(detσ) = detω + det β ≥ detω > 0.

Như vậy, ta thu được (iii). Mệnh đề được chứng minh. �

Mệnh đề 2.2.3 Giả sử R = ω + β ∈ Dδ,µ và σ là ma trận cho bởi (2.7). Khi đó ta có

(i) ‖σ‖ ≤ δ < 1;

(ii) Các giá trị riêng iσj của σ thỏa mãn: |iσj| = |σj| ≤ δ < 1, j = 1, . . . , n.



25

Chứng minh. (i) Từ giả thiết của mệnh đề, ta dễ dàng thu được

‖σ‖ =
∥∥ω− 1

2βω−
1
2

∥∥≤ ∥∥ω− 1
2

∥∥2‖β‖ ≤ µ

λmin(ω)
≤ δλmin(ω)

λmin(ω)
= δ < 1.

(ii) Khẳng định (ii) được suy ra từ (i) và |σj| ≤ ‖σ‖, ∀j. Mệnh đề được chứng minh. �

Mệnh đề 2.2.4 Giả sử R = ω + β ∈ Dδ,µ. Khi đó ta có

1

δn
‖β‖n +

(
2[n

2
] − 1

)
det β ≤ detω +

(
2[n

2
] − 1

)
det β ≤ detR ≤ (1 + δ2)[n

2
] detω, (2.15)

trong đó, nếu δ = 0 thì β = 0 và ta quy ước
0

0
= 0.

Chứng minh. Từ (2.12), ta có

detR = (detω)
(
1 + σ2

1

) (
1 + σ2

3

)
· · ·
(

1 + σ2
2[n2 ]−1

)
.

Từ Mệnh đề 2.2.3, ta có |σj| ≤ δ < 1, j = 1, . . . , n và do đó

(1 + δ2)[n
2

] ≥
(
1 + σ2

1

) (
1 + σ2

3

)
· · ·
(

1 + σ2
2[n2 ]−1

)
≥ 1 +

(
2[n

2
] − 1

)
σ2

1σ
2
3 · · ·σ2

2[n2 ]−1
≥ 1 +

(
2[n

2
] − 1

)
detσ,

trong đó bất đẳng thức cuối được suy ra từ (2.13). Mặt khác, vì R = ω + β ∈ Dδ,µ nên

detω ≥ (λmin(ω))n ≥ 1

δn
µn ≥ 1

δn
‖β‖n.

Từ các hệ thức trên và (2.14), ta dễ dàng suy ra kết luận của Mệnh đề 2.2.4. �

Mệnh đề 2.2.5 Giả sử R = ω + β ∈ Dδ,µ và σ là ma trận cho bởi (2.7). Khi đó ta có

R−1 + (R−1)
T

2
= ω−

1
2

(
E − σ2

)−1
ω−

1
2 ,

R−1 − (R−1)
T

2
= ω−

1
2 (−σ)

(
E − σ2

)−1
ω−

1
2 .

(2.16)

Chứng minh. Từ (2.8), ta có

R−1 = ω−
1
2 (E + σ)−1 ω−

1
2 ,(

R−1
)T

= ω−
1
2

(
(E + σ)−1

)T
ω−

1
2 = ω−

1
2 (E − σ)−1 ω−

1
2 .

Do đó

R−1 +
(
R−1

)T
2

= ω−
1
2

(E + σ)−1 + (E − σ)−1

2
ω−

1
2 ,

R−1 −
(
R−1

)T
2

= ω−
1
2

(E + σ)−1 − (E − σ)−1

2
ω−

1
2 .

(2.17)
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Mặt khác, từ E − σ2 = (E − σ)(E + σ), ta có

(E + σ)−1 + (E − σ)−1

2

(
E − σ2

)
=

(E − σ) + (E + σ)

2
= E,

(E + σ)−1 − (E − σ)−1

2

(
E − σ2

)
=

(E − σ)− (E + σ)

2
= −σ,

suy ra

(E + σ)−1 + (E − σ)−1

2
=
(
E − σ2

)−1
,

(E + σ)−1 − (E − σ)−1

2
= (−σ)

(
E − σ2

)−1
.

Từ hệ thức này và (2.17), ta suy ra (2.16). Mệnh đề được chứng minh. �

Hệ quả 2.2.6 Giả sử R = ω+β ∈ Dδ,µ và σ là ma trận cho bởi (2.7). Giả sử σ được chéo

hóa bởi ma trận unita C1 ∈ Cn×n như trong (2.11), σ = C1D1C
∗
1 , trong đó D1 là ma trận

đường chéo cho bởi (2.9). Khi đó ta có

R−1 +
(
R−1

)T
2

= ω−
1
2C1D2C

∗
1ω
− 1

2 ,

R−1 −
(
R−1

)T
2

= ω−
1
2C1D3C

∗
1ω
− 1

2 ,

(2.18)

trong đó

D2 =
(
E −D2

1

)−1
= diag

(
1

1 + σ2
1

, . . . ,
1

1 + σ2
n

)
,

D3 = (−D1)
(
E −D2

1

)−1
= diag

(
−iσ1

1 + σ2
1

, . . . ,
−iσn

1 + σ2
n

)
.

(2.19)

Chứng minh. Hệ quả dễ dàng được suy ra từ (2.9), (2.11) và (2.16). �

Hệ quả 2.2.7 Giả sử R = ω + β ∈ Dδ,µ. Khi đó ta có

1

1 + δ2
ω−1 ≤

R−1 +
(
R−1

)T
2

≤ ω−1, (2.20)

1

1 + δ2
ωjj ≤ Rjj ≤ ωjj, j = 1, . . . , n. (2.21)

Chứng minh. Giả sử ξ ∈ Rn tùy ý. Khi đó từ Mệnh đề 2.2.3 và Hệ quả 2.2.6, ta có(
R−1 +

(
R−1

)T
2

ξ, ξ

)
=
(
ω−

1
2C1D2C

∗
1ω
− 1

2 ξ, ξ
)

=
(
D2C

∗
1ω
− 1

2 ξ,
(
ω−

1
2C1

)∗
ξ
)

=
(
D2C

∗
1ω
− 1

2 ξ, C∗1ω
− 1

2 ξ
)

=
n∑
j=1

(D2)jj

∣∣∣(C∗1ω− 1
2 ξ
)
j

∣∣∣2,
trong đó

1

1 + δ2
≤ (D2)jj ≤ 1, j = 1, . . . , n. Mặt khác, ta có

n∑
j=1

∣∣∣(C∗1ω− 1
2 ξ
)
j

∣∣∣2=
∣∣C∗1ω− 1

2 ξ
∣∣2=

∣∣ω− 1
2 ξ
∣∣2=

(
ω−

1
2 ξ, ω−

1
2 ξ
)
=
(
ω−1ξ, ξ

)
.
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Từ các hệ thức trên ta suy ra

1

1 + δ2

(
ω−1ξ, ξ

)
≤

(
R−1 +

(
R−1

)T
2

ξ, ξ

)
≤
(
ω−1ξ, ξ

)
, ∀ξ ∈ Rn.

Do đó ta thu được (2.20). Từ (2.20), ta dễ dàng suy ra (2.21). Hệ quả được chứng minh. �

2.2.2 Vi phân cấp hai của hàm số kiểu Monge-Ampère không đối xứng

Trước tiên, luận án phát biểu mệnh đề dưới đây, trong đó chỉ ra rằng các công thức

trong (2.2) vẫn còn đúng cho trường hợp khi ma trận R là không đối xứng.

Mệnh đề 2.2.8 Xét hàm số F (R) = log(detR), trong đó R = [Rij ]n×n nói chung là không

đối xứng và thỏa mãn detR > 0. Khi đó với R−1 = [Rij ]n×n và i, j, k, ` = 1, . . . , n, ta có

F ij :=
∂F (R)

∂Rij
= Rji, (2.22)

F ij,k` :=
∂2F (R)

∂Rij∂Rk`
= −R`iRjk. (2.23)

Chứng minh. Ký hiệu U = [Uij ] là ma trận phụ hợp của R, tức là, UT = (detR)R−1. Bằng

cách khai triển định thức detR theo hàng i, ta có

detR = Ri1Ui1 + · · ·+RinUin, i = 1, . . . , n.

Từ đây suy ra
∂F (R)

∂Rij
=

1

detR

∂(detR)

∂Rij
=

1

detR
Uij = Rji, i, j = 1, . . . , n. Do đó (2.22)

được chứng minh. Từ (2.22), ta có

n∑
p=1

RspF
ip =

n∑
p=1

RspR
pi = δis, i, s = 1, . . . , n.

Lấy đạo hàm hai vế của phương trình trên theo biến Rk`, ta suy ra

n∑
p=1

∂Rsp
∂Rk`

F ip +
n∑
p=1

RspF
ip,k` = 0,

và vì thế

δskF
i` +

n∑
p=1

RspF
ip,k` = 0, i, s, k, ` = 1, . . . , n.

Nhân hai vế của phương trình trên với Rjs rồi lấy tổng trên tập chỉ số s, ta thu được

n∑
s=1

δskF
i`Rjs +

n∑
p,s=1

RjsRspF
ip,k` = 0,

hay

R`iRjk + F ij,k` = 0, i, j, k, ` = 1, . . . , n.
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Từ đây suy ra (2.23). Mệnh đề được chứng minh. �

Tiếp theo, ta nghiên cứu vi phân cấp hai của hàm số F (R) cho bởi (2.5), trong đó

R ∈ Dδ,µ, Dδ,µ là tập hợp cho bởi (2.6). Xét hàm số F được xác định như sau

F(R,M) : Dδ,µ × Rn×n → R,

F(R,M) =
n∑

i,j,k,`=1

∂2F

∂Rij∂Rk`
MijMk` = −

n∑
i,j,k,`=1

R`iRjkMijMk`,
(2.24)

trong đó R = [Rij ]n×n ∈ Dδ,µ, M = [Mij ]n×n ∈ Rn×n.

Mệnh đề 2.2.9 Giả sử R ∈ Dδ,µ. Khi đó với mọi ma trận M = P +Q ∈ Rn×n, ta có

F(R,M) = F(R,P ) + F(R,Q) + 2L(R,P,Q), (2.25)

trong đó

L(R,P,Q) = −
n∑

i,j,k,`=1

R`iRjkPijQk`. (2.26)

Chứng minh. Từ (2.24), ta có

F(R,M) =−
n∑

i,j,k,`=1

R`iRjkPijPk` −
n∑

i,j,k,`=1

R`iRjkQijQk`

−
n∑

i,j,k,`=1

R`iRjkPijQk` −
n∑

i,j,k,`=1

R`iRjkPk`Qij .

Nhận thấy,
n∑

i,j,k,`=1

R`iRjkPk`Qij

`↔j
i↔k=

n∑
i,j,k,`=1

RjkR`iPijQk`.

Từ các hệ thức trên ta thu được kết luận của Mệnh đề 2.2.9. Mệnh đề được chứng minh. �

Mệnh đề 2.2.10 Giả sử R ∈ Dδ,µ. Khi đó với mọi ma trận đối xứng P = [Pij ]n×n ∈ Rn×n,
ta có

F(R,P ) = − [G(R,P )]2 +H(R,P ), (2.27)

trong đó

G(R,P ) = Tr
(
R−1P

)
, H(R,P ) = 2 Tr

[(
R−1

)(2)
P (2)

]
, (2.28)

với
(
R−1

)(2)
và P (2) lần lượt là ma trận compound bậc hai của R−1 và P , được xác định

bởi (1.5).

Chứng minh. Từ (2.24) và P T = P, ta có

F(R,P ) = −
n∑

i,j,k,`=1

R`iRjkPijPk` = −
n∑

i,j,k,`=1

R`iRjkPjiP`k

i↔`
j↔k
= −

n∑
i,j,k,`=1

Ri`RkjPk`Pij
j↔`
= −

n∑
i,j,k,`=1

RijRk`PkjPi`.

(2.29)
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Từ (2.29), ta có

F(R,P ) = −1

2

(
n∑

i,j=1

RijPij

)(
n∑

k,`=1

Rk`Pk`

)
−1

2

(
n∑

i,`=1

Ri`Pi`

)(
n∑

j,k=1

RkjPkj

)

+
1

2

[(
n∑

i,j=1

RijPij

)(
n∑

k,`=1

Rk`Pk`

)
+

(
n∑

i,`=1

Ri`Pi`

)(
n∑

j,k=1

RkjPkj

)

−
n∑

i,j,k,`=1

Ri`RkjPk`Pij −
n∑

i,j,k,`=1

RijRk`PkjPi`

]

= −

(
n∑

i,j=1

RijPij

)2

+2
∑
i<k
j<`

(
RijRk` −Ri`Rkj

)
(PijPk` − Pi`Pkj)

= −

(
n∑

i,j=1

RijPij

)2

+2
∑
i<k
j<`

((
R−1

)(2)

ik,j`
P

(2)
j`,ik

)
= −

[
Tr
(
R−1P

)]2
+ 2 Tr

[(
R−1

)(2)
P (2)

]
.

Mệnh đề được chứng minh. �

Mệnh đề 2.2.11 Giả sử R ∈ Dδ,µ. Khi đó với mọi ma trận phản đối xứng Q = [Qij ]n×n ∈
Rn×n, ta có

F(R,Q) = − [G(R,Q)]2 +H(R,Q), (2.30)

trong đó các hàm G(R,Q) và H(R,Q) được xác định bởi (2.28).

Chứng minh. Tương tự như cho Mệnh đề 2.2.10, trong đó các đẳng thức tương ứng được

thỏa mãn do Q là phản đối xứng. �

Mệnh đề 2.2.12 Giả sử R ∈ Dδ,µ. Khi đó với mọi ma trận đối xứng P = [Pij ]n×n ∈ Rn×n

và ma trận phản đối xứng Q = [Qij ]n×n ∈ Rn×n, ta có

L(R,P,Q) = −1

2
Tr
[(
R−1 − (R−1)

T
)
P
(
R−1 + (R−1)

T
)
Q
]
, (2.31)

trong đó hàm L(R,P,Q) được xác định bởi (2.26).

Chứng minh. Từ (2.26), ta có

L(R,P,Q) = −
∑
i,j,k,`

R`iRjkPijQk`

i↔j
k↔`= −

∑
i,j,k,`

RkjRi`PjiQ`k.

Từ đây và chú ý P T = P,QT = −Q, ta suy ra

L(R,P,Q) = −1

2

∑
i,j,k,`

R`iRjkPijQk` −
1

2

∑
i,j,k,`

RkjRi`PjiQ`k

=
1

2
Tr
[
(R−1)

T
P (R−1)

T
Q
]
− 1

2
Tr
[
R−1PR−1Q

]
= −1

2
Tr
[(
R−1 − (R−1)

T
)
P (R−1)

T
Q
]
− 1

2
Tr
[(
R−1 − (R−1)

T
)
PR−1Q

]
= −1

2
Tr
[(
R−1 − (R−1)

T
)
P
(

(R−1)
T

+R−1
)
Q
]
,
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trong đó ở đẳng thức thứ ba ta đã sử dụng hệ thức sau

Tr
[
R−1P (R−1)

T
Q
]

= Tr
[
(R−1)

T
PR−1Q

]
= 0,

ở đây hệ thức này đúng nhờ vào tính phản đối xứng của Q và tính đối xứng của các ma

trận R−1P (R−1)
T
, (R−1)

T
PR−1. Mệnh đề được chứng minh. �

Bây giờ, với R = ω + β ∈ Dδ,µ cố định và với M ∈ Rn×n, ta đặt

M̃ ≡ ω−
1
2Mω−

1
2 =

[
M̃jk

]
n×n,

˜̃M ≡ C∗1M̃C1 =
[ ˜̃Mjk

]
n×n, (2.32)

trong đó C1 ∈ Cn×n là ma trận unita thỏa mãn (2.11). Dễ thấy,∣∣M̃ ∣∣ =
∣∣ ˜̃M
∣∣, ∥∥M̃∥∥ =

∥∥∥ ˜̃M
∥∥∥. (2.33)

Mệnh đề 2.2.13 Với mọi ma trận M ∈ Rn×n, ta có đánh giá(
λmax(ω)

)−2|M |2 ≤
∣∣M̃ ∣∣2 ≤ (λmin(ω)

)−2|M |2. (2.34)

Chứng minh. Ký hiệu λ1, . . . , λn là các giá trị riêng của ma trận ω, trong đó λ1 ≥ · · · ≥
λn > 0. Ta chéo hóa ω bởi một ma trận trực giao C, nghĩa là

ω = CDC−1,

trong đó D = diag(λ1, . . . , λn). Khi đó

ω−
1
2 = CD−

1
2C−1, D−

1
2 = diag

(
λ
− 1

2
1 , . . . , λ

− 1
2

n

)
.

Do đó từ Mệnh đề 1.1.4, ta có∣∣M̃ ∣∣2 =
∣∣∣ω− 1

2Mω−
1
2

∣∣∣2=
∣∣∣D− 1

2

(
C−1MC

)
D−

1
2

∣∣∣2=
n∑

i,j=1

λ−1
i λ−1

j

((
C−1MC

)
ij

)2
.

Từ hệ thức trên và chú ý 0 < λ−1
1 ≤ λ−1

i ≤ λ−1
n với i = 1, . . . , n, ta suy ra

λ−2
1 |M |2 = λ−2

1

n∑
i,j=1

((
C−1MC

)
ij

)2≤
∣∣M̃ ∣∣2 ≤ λ−2

n

n∑
i,j=1

((
C−1MC

)
ij

)2
= λ−2

n |M |2.

Do đó ta nhận được (2.34). Mệnh đề được chứng minh. �

Để tính toán các dạng toàn phương F(R,P ) và F(R,Q), kỹ thuật chéo hóa ma trận

đã được áp dụng trong các Mệnh đề 2.2.14 và 2.2.16 dưới đây.

Mệnh đề 2.2.14 Giả sử R = ω + β ∈ Dδ,µ. Khi đó với mọi ma trận đối xứng P ∈ Rn×n,
ta có

F(R,P ) = −
n∑

j,k=1

1− σjσk(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

∣∣∣ ˜̃P jk

∣∣∣2 , (2.35)

trong đó F(R,P ) được xác định bởi (2.27) và iσj (σj ∈ R), j = 1, . . . , n là các giá trị riêng

thuần ảo của ma trận phản đối xứng σ cho bởi (2.7).
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Chứng minh. Vì P đối xứng nên từ Mệnh đề 1.1.11, ta suy ra P (2) đối xứng. Do đó từ (1.6),

(2.27) và (2.28), ta có

F(R,P ) = − [G(R,P )]2 +H(R,P ) = − [G(R,P )]2 + 2 Tr
[(
R−1

)(2)
P (2)

]
= − [G(R,P )]2 + 2 Tr


(
R−1

)(2)
+
((
R−1

)T)(2)

2
P (2)

 = − [G(R,P )]2

+ 2 Tr

(R−1 +
(
R−1

)T
2

)(2)

P (2)

+ 2 Tr

(R−1 −
(
R−1

)T
2

)(2)

P (2)

 .
(2.36)

Từ (2.18) và (2.19), ta có

G(R,P ) = Tr

(
R−1 +

(
R−1

)T
2

P

)
= Tr

(
ω−

1
2C1D2C

∗
1ω
− 1

2P
)

= Tr
(
D2C

∗
1ω
− 1

2Pω−
1
2C1

)
= Tr

(
D2

˜̃P
)

=
n∑
j=1

˜̃P jj

1 + σ2
j

.

(2.37)

Vì P đối xứng nên ˜̃P là ma trận Hermite và vì thế ˜̃Pjk
˜̃Pkj =

∣∣∣ ˜̃Pjk

∣∣∣2 , j, k = 1, . . . , n. Do đó

từ Mệnh đề 1.1.11, (2.18) và (2.19), ta có

2 Tr

(R−1 +
(
R−1

)T
2

)(2)

P (2)

 = 2 Tr
[(
ω−

1
2C1D2C

∗
1ω
− 1

2

)(2)
P (2)

]
= 2 Tr

[
D

(2)
2 (C∗1)(2) (ω− 1

2

)(2)
P (2)

(
ω−

1
2

)(2)
C

(2)
1

]
= 2 Tr

[
D

(2)
2

˜̃P
(2)
]

= 2
∑
j<k

(
D

(2)
2

)
jk,jk

˜̃P
(2)

jk,jk

= 2
∑
j<k

˜̃Pjj
˜̃Pkk −

∣∣∣ ˜̃Pjk

∣∣∣2(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)
=
∑
j 6=k

˜̃Pjj
˜̃Pkk(

1 + σ2
j

)
(1 + σ2

k)
−
∑
j 6=k

∣∣∣ ˜̃Pjk

∣∣∣2(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

=
n∑

j,k=1

˜̃Pjj
˜̃Pkk(

1 + σ2
j

)
(1 + σ2

k)
−

n∑
j,k=1

∣∣∣ ˜̃Pjk

∣∣∣2(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

=

(
n∑
j=1

˜̃Pjj
1 + σ2

j

)2

−
n∑

j,k=1

∣∣∣ ˜̃Pjk

∣∣∣2(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)
.

(2.38)

Bằng cách kết hợp (2.37) và (2.38), ta nhận được

2 Tr

(R−1 +
(
R−1

)T
2

)(2)

P (2)

 = [G(R,P )]2 −
n∑

j,k=1

∣∣∣ ˜̃Pjk

∣∣∣2(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)
. (2.39)
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Từ Mệnh đề 1.1.11, (2.18) và (2.19), ta nhận được

2 Tr

(R−1 −
(
R−1

)T
2

)(2)

P (2)

 = 2 Tr

[(
ω−

1
2C1D3C

∗
1ω
− 1

2

)(2)
P (2)

]

= 2 Tr

[
D

(2)
3

˜̃P
(2)
]

= 2
∑
j<k

(
D

(2)
3

)
jk,jk

˜̃P
(2)

jk,jk

= 2
∑
j<k

−σjσk(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

(
˜̃Pjj

˜̃Pkk −
∣∣∣ ˜̃Pjk

∣∣∣2)
= −

∑
j 6=k

σjσk(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)
˜̃Pjj

˜̃Pkk +
∑
j 6=k

σjσk(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

∣∣∣ ˜̃Pjk

∣∣∣2 .

(2.40)

Dễ thấy, Tr

(
R−1 −

(
R−1

)T
2

P

)
= 0. Do đó từ (2.18), (2.19) và (2.32), ta có

Tr
(
ω−

1
2C1D3C

∗
1ω
− 1

2P
)
= Tr

(
D3

˜̃P
)

=
n∑
j=1

−iσj
1 + σ2

j

˜̃Pjj = 0,

và vì thế (
n∑
j=1

σj
1 + σ2

j

˜̃Pjj

)2

= 0.

Từ đó suy ra
n∑
j=1

σ2
j(

1 + σ2
j

)2

(
˜̃Pjj

)2
= −

∑
j 6=k

σjσk(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)
˜̃Pjj

˜̃Pkk.

Kết hợp hệ thức này với (2.40) cho ta

2 Tr

[(
R−1 −

(
R−1

)T
2

)(2)

P (2)

]
=

n∑
j,k=1

σjσk(
1 + σ2

j

)(
1 + σ2

k

)∣∣∣ ˜̃Pjk

∣∣∣2. (2.41)

Hệ thức (2.35) được suy ra từ (2.36), (2.39) và (2.41). Mệnh đề được chứng minh. �

Hệ quả 2.2.15 Giả sử R = ω+ β ∈ Dδ,µ. Khi đó với mọi ma trận đối xứng P ∈ Rn×n, ta
có

F(R,P ) ≤ − 1− δ2

(1 + δ2)2

∣∣P̃ ∣∣2 ≤ − 1− δ2

(1 + δ2)2

(
λmax(ω)

)−2|P |2. (2.42)

Chứng minh. Từ Mệnh đề 2.2.3, (2.33) và (2.35), ta có

F(R,P ) = −
n∑

j,k=1

1− σjσk(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

∣∣∣ ˜̃Pjk

∣∣∣2 ≤ − n∑
j,k=1

1− |σj| |σk|(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

∣∣∣ ˜̃Pjk

∣∣∣2
≤ − 1− δ2

(1 + δ2)2

n∑
j,k=1

∣∣∣ ˜̃Pjk

∣∣∣2 = − 1− δ2

(1 + δ2)2

∣∣∣ ˜̃P
∣∣∣2= − 1− δ2

(1 + δ2)2

∣∣P̃ ∣∣2.
Do đó ta thu được bất đẳng thức thứ nhất trong (2.42). Bất đẳng thức thứ hai trong (2.42)

được suy ra từ Mệnh đề 2.2.13. Hệ quả được chứng minh. �
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Mệnh đề 2.2.16 Giả sử R = ω + β ∈ Dδ,µ. Khi đó với mọi ma trận phản đối xứng

Q ∈ Rn×n, ta có

F(R,Q) =
n∑

j,k=1

1− σjσk(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

∣∣∣ ˜̃Qjk

∣∣∣2 . (2.43)

Chứng minh. Vì Q là phản đối xứng nên theo Mệnh đề 1.1.11, ta suy ra Q(2) là đối xứng.

Bằng các lập luận tương tự như trong (2.36), từ (2.30) ta có

F(R,Q) = − [G(R,Q)]2 +H(R,Q) = − [G(R,Q)]2

+ 2 Tr

(R−1 +
(
R−1

)T
2

)(2)

Q(2)

+ 2 Tr

(R−1 −
(
R−1

)T
2

)(2)

Q(2)

 . (2.44)

Mặt khác, từ (2.18) và (2.19) ta có

G(R,Q) = Tr

(
R−1 −

(
R−1

)T
2

Q

)
= Tr

(
ω−

1
2C1D3C

∗
1ω
− 1

2Q
)

= Tr
(
D3C

∗
1ω
− 1

2Qω−
1
2C1

)
= Tr

(
D3

˜̃Q
)

=
n∑
j=1

−iσj
1 + σ2

j

˜̃Qjj.

Suy ra

[G(R,Q)]2 =
n∑

j,k=1

−σjσk(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)
˜̃Qjj

˜̃Qkk. (2.45)

Vì Q là phản đối xứng nên ˜̃Q là phản Hermite và vì thế ˜̃Qjk
˜̃Qkj = −

∣∣∣ ˜̃Qjk

∣∣∣2 , j, k = 1, . . . , n.

Do đó từ Mệnh đề 1.1.11, (2.18) và (2.19), ta có

2 Tr

(R−1 −
(
R−1

)T
2

)(2)

Q(2)

 = 2 Tr

[(
ω−

1
2C1D3C

∗
1ω
− 1

2

)(2)
Q(2)

]

= 2 Tr

[
D

(2)
3

˜̃Q
(2)
]

= 2
∑
j<k

(
D

(2)
3

)
jk,jk

˜̃Q
(2)

jk,jk

= 2
∑
j<k

−σjσk(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

(
˜̃Qjj

˜̃Qkk +
∣∣∣ ˜̃Qjk

∣∣∣2)
=
∑
j 6=k

−σjσk(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)
˜̃Qjj

˜̃Qkk +
∑
j 6=k

−σjσk(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

∣∣∣ ˜̃Qjk

∣∣∣2
=

n∑
j,k=1

−σjσk(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)
˜̃Qjj

˜̃Qkk +
n∑

j,k=1

−σjσk(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

∣∣∣ ˜̃Qjk

∣∣∣2 .

(2.46)

Bằng cách kết hợp (2.45) và (2.46), ta nhận được

2 Tr

(R−1 −
(
R−1

)T
2

)(2)

Q(2)

 = [G(R,Q)]2 +
n∑

j,k=1

−σjσk(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

∣∣∣ ˜̃Qjk

∣∣∣2 . (2.47)
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Từ Mệnh đề 1.1.11, (2.18), (2.19) và chú ý ˜̃Qjk
˜̃Qkj = −

∣∣∣ ˜̃Qjk

∣∣∣2 , j, k = 1, . . . , n, ta có

2 Tr

(R−1 +
(
R−1

)T
2

)(2)

Q(2)

 = 2 Tr

[(
ω−

1
2C1D2C

∗
1ω
− 1

2

)(2)
Q(2)

]

= 2 Tr

[
D

(2)
2

˜̃Q
(2)
]

= 2
∑
j<k

1(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

(
˜̃Qjj

˜̃Qkk +
∣∣∣ ˜̃Qjk

∣∣∣2)
=
∑
j 6=k

1(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)
˜̃Qjj

˜̃Qkk +
∑
j 6=k

1(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

∣∣∣ ˜̃Qjk

∣∣∣2
=

n∑
j,k=1

1(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)
˜̃Qjj

˜̃Qkk +
n∑

j,k=1

1(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

∣∣∣ ˜̃Qjk

∣∣∣2
=

(
n∑
j=1

˜̃Qjj

1 + σ2
j

)2

+
n∑

j,k=1

1(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

∣∣∣ ˜̃Qjk

∣∣∣2 .

(2.48)

Dễ thấy, Tr

(
R−1 +

(
R−1

)T
2

Q

)
= 0. Do đó từ (2.18) và (2.19), ta có

Tr
(
ω−

1
2C1D2C

∗
1ω
− 1

2Q
)

= Tr
(
D2

˜̃Q
)

=
n∑
j=1

˜̃Qjj

1 + σ2
j

= 0.

Kết hợp hệ thức này với (2.48) cho ta

2 Tr

(R−1 +
(
R−1

)T
2

)(2)

Q(2)

 =
n∑

j,k=1

1(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)

∣∣∣ ˜̃Qjk

∣∣∣2 . (2.49)

Hệ thức (2.43) được suy ra từ (2.44), (2.47) và (2.49). Mệnh đề được chứng minh. �

Hệ quả 2.2.17 Giả sử R = ω+β ∈ Dδ,µ. Khi đó với mọi ma trận phản đối xứng Q ∈ Rn×n,
ta có

F(R,Q) ≤
∣∣Q̃∣∣2. (2.50)

Chứng minh. Dễ thấy,

1− σjσk(
1 + σ2

j

)
(1 + σ2

k)
≤ 1 + |σj||σk|(

1 + σ2
j

)
(1 + σ2

k)
≤ 1, j, k = 1, . . . , n.

Do đó từ (2.33) và (2.43), ta suy ra

F(R,Q) ≤
n∑

j,k=1

∣∣∣ ˜̃Qjk

∣∣∣2 =
∣∣∣ ˜̃Q
∣∣∣2 =

∣∣Q̃∣∣2.
Hệ quả được chứng minh. �
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Mệnh đề 2.2.18 Giả sử R = ω + β ∈ Dδ,µ. Khi đó với mọi ma trận đối xứng P ∈ Rn×n

và ma trận phản đối xứng Q ∈ Rn×n, ta có

|L(R,P,Q)| ≤ 2nδ

1 + δ2

∣∣P̃ ∣∣∣∣Q̃∣∣. (2.51)

Chứng minh. Từ (2.16) và (2.31), ta có

L(R,P,Q) = −2 Tr

[(
R−1

)
−
(
R−1

)T
2

P

(
R−1

)
+
(
R−1

)T
2

Q

]
= −2 Tr

[(
ω−

1
2 (−σ)

(
E − σ2

)−1
ω−

1
2

)
P
(
ω−

1
2

(
E − σ2

)−1
ω−

1
2

)
Q
]

= 2 Tr
[
σ
(
E − σ2

)−1
(
ω−

1
2Pω−

1
2

) (
E − σ2

)−1
(
ω−

1
2Qω−

1
2

)]
= 2 Tr

[
σ
(
E − σ2

)−1
P̃
(
E − σ2

)−1
Q̃
]
.

Suy ra

|L(R,P,Q)| ≤ 2
∣∣∣σ (E − σ2

)−1
∣∣∣ ∣∣(E − σ2)−1

∣∣∣∣P̃ ∣∣∣∣Q̃∣∣. (2.52)

Từ Mệnh đề 2.2.3, (2.9) và (2.11), ta có

∣∣∣σ (E − σ2
)−1
∣∣∣ =

∣∣∣D1

(
E −D2

1

)−1
∣∣∣ =

 n∑
j=1

σ2
j(

1 + σ2
j

)2

1/2

≤
√
n δ

1 + δ2
,

∣∣(E − σ2)−1
∣∣ =

∣∣∣(E −D2
1

)−1
∣∣∣ =

 n∑
j=1

1(
1 + σ2

j

)2

1/2

≤
√
n.

Kết hợp các đánh giá trên với (2.52), ta thu được (2.51). Mệnh đề được chứng minh. �

Để kết thúc mục này, luận án sẽ đánh giá cận trên cho vi phân cấp hai của hàm F (R).

Định lý sau đây là mở rộng của Mệnh đề 2.1.1 và được dùng trong Mục 3.2.3 trong việc

đánh giá đạo hàm cấp hai của nghiệm δ-elliptic trong miền.

Định lý 2.2.19 Giả sử R = ω + β ∈ Dδ,µ. Khi đó với mọi ma trận M = P +Q, trong đó

P ∈ Rn×n là đối xứng và Q ∈ Rn×n là phản đối xứng, ta có

F(R,M) ≤ −(1− η)
1− δ2

(1 + δ2)2

∣∣P̃ ∣∣2 +

(
1 +

4n2δ2

η (1− δ2)

) ∣∣Q̃∣∣2, (2.53)

với mọi hằng số η ∈ (0, 1], trong đó P̃ = ω−
1
2Pω−

1
2 , Q̃ = ω−

1
2Qω−

1
2 .

Chứng minh. Từ (2.25), (2.42), (2.50) và (2.51), ta có

F(R,M) ≤ − 1− δ2

(1 + δ2)2

∣∣P̃ ∣∣2 +
∣∣Q̃∣∣2 +

4nδ

1 + δ2

∣∣P̃ ∣∣∣∣Q̃∣∣.
Sử dụng Bất đẳng thức Cauchy, ta có đánh giá sau với mọi hằng số dương η ∈ (0, 1],

4nδ

1 + δ2

∣∣P̃ ∣∣∣∣Q̃∣∣ ≤ η
(
1− δ2

)
(1 + δ2)2

∣∣P̃ ∣∣2 +
4n2δ2

η (1− δ2)

∣∣Q̃∣∣2.
Từ các đánh giá trên, ta thu được (2.53). Định lý được chứng minh. �
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2.2.3 Tính d-lõm của hàm số kiểu Monge-Ampère không đối xứng

Định lý dưới đây về một dạng của tính d-lõm sẽ được sử dụng trong việc chứng minh

Định lý 3.4.1.

Định lý 2.2.20 Với mọi ma trận R(0) = ω(0) + β(0) =
[
R

(0)
ij

]
n×n và R(1) = ω(1) + β(1) =[

R
(1)
ij

]
n×n thuộc tập Dδ,µ, ta có

F
(
R(1)

)
−F
(
R(0)

)
≤

n∑
i,j=1

∂F
(
R(0)

)
∂Rij

(
R

(1)
ij −R

(0)
ij

)
+

1

2

(
1 +

4n2δ2

1− δ2

)(
λmin

(
ω(s)

))−2∣∣β(1) − β(0)
∣∣2, (2.54)

trong đó ω(s) = (1− s)ω(0) + sω(1), s ∈ (0, 1) là hằng số nào đó.

Chứng minh. Với mọi t ∈ [0, 1], ta đặt

g(t) := F
(
(1− t)R(0) + tR(1)

)
= F

(
R(t)

)
,

trong đó R(t) = (1 − t)R(0) + tR(1) = ω(t) + β(t), ω(t) = (1 − t)ω(0) + tω(1), β(t) = (1 −
t)β(0) + tβ(1). Vì Dδ,µ là tập lồi nên ta có R(t) ∈ Dδ,µ.

Bằng cách sử dụng khai triển Taylor cho hàm g(t) tại t = 0, ta nhận được

F
(
R(1)

)
− F

(
R(0)

)
= g(1)− g(0) = g′(0) +

1

2
g′′(s), (2.55)

với hằng số s ∈ (0, 1) nào đó. Bằng tính toán, ta có

g′(t) =
n∑

i,j=1

∂F
(
R(t)

)
∂Rij

(
R

(1)
ij −R

(0)
ij

)
,

g′′(t) =
n∑

i,j,k,`=1

∂2F
(
R(t)

)
∂Rij∂Rk`

(
R

(1)
ij −R

(0)
ij

)(
R

(1)
k` −R

(0)
k`

)
= F

(
R(t), R(1) −R(0)

)
,

trong đó hàm F được cho bởi (2.24). Do đó

g′(0) =
n∑

i,j=1

∂F
(
R(0)

)
∂Rij

(
R

(1)
ij −R

(0)
ij

)
. (2.56)

Hơn nữa, bằng cách áp dụng Định lý 2.2.19 với R = R(s) = ω(s) + β(s), M = R(1) −R(0) =(
ω(1) − ω(0)

)
+
(
β(1) − β(0)

)
≡ P +Q và η = 1, ta thu được

g′′(s) = F
(
R(s), R(1) −R(0)

)
≤
(

1 +
4n2δ2

1− δ2

) ∣∣∣(ω(s)
)− 1

2
(
β(1) − β(0)

)(
ω(s)

)− 1
2

∣∣∣2
≤
(

1 +
4n2δ2

1− δ2

)(
λmin

(
ω(s)

))−2∣∣β(1) − β(0)
∣∣2,
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trong đó bất đẳng thức cuối được suy ra từ Mệnh đề 2.2.13. Kết hợp đánh giá này với

(2.55) và (2.56), ta thu được (2.54). Định lý được chứng minh. �

Sau đây, luận án phát biểu định lý về tính d-lõm của hàm số kiểu Monge-Ampère không

đối xứng F (R) trên tập lồi không bị chặn Dδ,µ ⊂ Rn×n. Định lý này là mở rộng của Mệnh

đề 2.1.2 và sẽ được sử dụng trong việc chứng minh Bổ đề 3.3.5.

Định lý 2.2.21 Hàm F (R) = log(detR) là d-lõm trên tập hợp Dδ,µ, trong đó Dδ,µ ⊂ Rn×n

là tập lồi không bị chặn cho bởi (2.6), d = 2nδ2

(
1 +

4n2δ2

1− δ2

)
chỉ phụ thuộc vào δ và n.

Điều này có nghĩa là, với mọi ma trận R(0) = ω(0)+β(0) =
[
R

(0)
ij

]
n×n và R(1) = ω(1)+β(1) =[

R
(1)
ij

]
n×n thuộc Dδ,µ, ta có

F
(
R(1)

)
− F

(
R(0)

)
≤

n∑
i,j=1

∂F
(
R(0)

)
∂Rij

(
R

(1)
ij −R

(0)
ij

)
+ d. (2.57)

Chứng minh. Từ giả thiết của định lý và Mệnh đề 1.1.4, ta có∣∣β(1) − β(0)
∣∣2 ≤ n

∥∥β(1) − β(0)
∥∥2 ≤ 2n

(∥∥β(0)
∥∥2

+
∥∥β(1)

∥∥2
)
≤ 4nµ2.

Mặt khác, vì Dδ,µ là tập lồi nên ta dễ dàng suy ra

µ ≤ δλmin

(
(1− s)ω(0) + sω(1)

)
, ∀s ∈ [0, 1].

Từ các đánh giá trên và (2.54), ta thu được (2.57). Định lý được chứng minh. �

KẾT LUẬN CHƯƠNG 2

Trong chương này, luận án đã nghiên cứu về tính d-lõm của hàm số kiểu Monge-Ampère

F (R) = log(detR) trên lập lồi không bị chặn Dδ,µ ⊂ Rn×n của tập hợp các ma trận xác

định dương không đối xứng, trong đó δ ∈ [0, 1) và µ ≥ 0. Cụ thể, luận án đã chứng minh

được các kết quả sau:

- Đã nhắc lại một số tính chất đã biết về tính lõm của hàm số kiểu Monge-Ampère đối

xứng.

- Đã thiết lập một số tính chất cơ bản của các ma trận thuộc Dδ,µ.

- Đã thiết lập đánh giá đối với cận trên cho vi phân cấp hai của hàm F (R) tại mỗi phần

tử R ∈ Dδ,µ (Định lý 2.2.19).

- Đã thiết lập được Định lý 2.2.20 và thiết lập tính d-lõm trên tập Dδ,µ đối với hàm số

F (R) với d là hằng số không âm chỉ phụ thuộc vào n và δ (Định lý 2.2.21). Các định lý

này là các công cụ quan trọng cho các đánh giá tiên nghiệm trong C2,α(Ω) đối với nghiệm

δ-elliptic của bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng trong

chương sau.



Chương 3

Các đánh giá tiên nghiệm trong

C2,α(Ω) đối với nghiệm δ-elliptic của

bài toán Dirichlet cho phương trình

kiểu Monge-Ampère không đối xứng

Nội dung chương này nhằm trình bày các bước đánh giá tiên nghiệm trong C2,α(Ω) đối

với nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu Monge-Ampère không

đối xứng dạng sau đây

det
[
D2u− A(x, u,Du)−B(x, u,Du)

]
= f(x, u,Du) trong Ω, (3.1)

u(x) = ϕ(x) trên ∂Ω, (3.2)

trong đó Ω ⊂ Rn là miền bị chặn có biên ∂Ω trơn, A(x, z, p) = [Aij(x, z, p)]n×n, B(x, z, p) =

[Bij(x, z, p)]n×n và f(x, z, p) lần lượt là ma trận đối xứng, ma trận phản đối xứng và hàm

vô hướng xác định trên Γ := Ω × R × Rn, ϕ(x) là hàm vô hướng xác định trên Ω. Các

bước này là tương tự như của nhóm N.S. Trudinger trong việc đánh giá tiên nghiệm trong

C2,α(Ω) đối với nghiệm elliptic của bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu Monge-Ampère

đối xứng.

Trong chương này, ta luôn giả thiết A(x, z, p) ∈ C2(Γ;Rn×n), B(x, z, p) ∈ BC2(Γ;Rn×n)

và f(x, z, p) ∈ C2(Γ;R).

Khi B(x, z, p) ≡ 0, ta có phương trình kiểu Monge-Ampère đối xứng tương ứng với

(3.1),

det
[
D2u− A(x, u,Du)

]
= f(x, u,Du), trong Ω. (3.3)

Cho hằng số δ ∈ [0, 1), theo Định nghĩa 0.0.4, phương trình (3.1) là δ-elliptic đối với

hàm u(x) ∈ C2(Ω) nếu nó là elliptic đối với u, tức là λu > 0 và µ(B) ≤ δλu.

38
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Nội dung của chương này được viết dựa trên hai bài báo [1], [2] trong Danh mục các

công trình liên quan đến luận án.

3.1 Nguyên lý so sánh cho phương trình kiểu Monge-Ampère

không đối xứng

Trong mục này, luận án thiết lập nguyên lý so sánh cho phương trình kiểu Monge-

Ampère không đối xứng (3.1) khi nó là δ-elliptic đối với các hàm được so sánh. Đặt

G[u](x) := log det
[
D2u− A(x, u,Du)−B(x, u,Du)

]
− log f(x, u,Du), x ∈ Ω. (3.4)

Định lý sau đây là mở rộng của Định lý 0.0.1 trong phần Mở đầu sang trường hợp phương

trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng.

Định lý 3.1.1 Cho các hàm u(x), v(x) ∈ C2(Ω) thỏa mãn G[u](x) ≤ G[v](x) trong Ω và

u(x) ≥ v(x) trên ∂Ω. Giả sử các điều kiện sau đây được thỏa mãn:

(i) λu > 0, λv > 0;

(ii) µ(B) ≤ δmin{λu, λv};

(iii) inf
(x,z,p)∈Γ

λmin(DzA(x, z, p)) ≥ (−α1) min{λu, λv};

(iv) µ(DzB) ≤ β1 min{λu, λv};

(v) f(x, z, p) > 0, trong Γ;

(vi) f1 := inf
(x,z,p)∈Γ

(
Dzf
f

)
(x, z, p) ≥ n

(
α1 +

δ

1 + δ2
β1

)
,

trong đó δ ∈ [0, 1), α1 và β1 là các hằng số không âm, µ(B) và µ(DzB) là các đại lượng

được xác định bởi (0.22).

Khi đó ta có u(x) ≥ v(x) trong Ω. Hơn nữa, nếu u(x) = v(x) trên ∂Ω thì ta có
∂u

∂ν
≥ ∂v

∂ν
trên ∂Ω, trong đó ν là véc tơ pháp tuyến trong đơn vị của biên ∂Ω.

Chứng minh. Với mọi x ∈ Ω và t ∈ [0, 1], ta đặt

w(x) = v(x)− u(x), u(t)(x) = (1− t)u(x) + tv(x),

và

ω(0)(x) = D2u(x)− A(x, u(x), Du(x)), ω(1)(x) = D2v(x)− A(x, v(x), Dv(x)),

R(0)(x) = ω(0)(x)−B(x, u(x), Du(x)), R(1)(x) = ω(1)(x)−B(x, v(x), Dv(x)),

ω(t)(x) = (1− t)ω(0)(x) + tω(1)(x), R(t)(x) = (1− t)R(0)(x) + tR(1)(x).
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Đặt

g(t, x) := log det
(
(1− t)R(0)(x) + tR(1)(x)

)
= log det

(
R(t)(x)

)
.

Từ định lý giá trị trung bình và (2.22), ta có

log det
(
R(1)(x)

)
− log det

(
R(0)(x)

)
= g(1, x)− g(0, x)

= g′t(s, x) =
n∑

i,j=1

(
R(s)(x)

)−1

ji

(
R

(1)
ij (x)−R(0)

ij (x)
)
,

(3.5)

trong đó s ∈ (0, 1) là hằng số phụ thuộc vào x.

Đặt

h(t, x) :=
n∑

i,j=1

(
R(s)(x)

)−1

ji

[
Diju

(t)(x)− Aij
(
x, u(t)(x), Du(t)(x)

)
−Bij

(
x, u(t)(x), Du(t)(x)

)]
− log f

(
x, u(t)(x), Du(t)(x)

)
.

(3.6)

Từ định lý giá trị trung bình, (3.4), (3.5) và (3.6), ta có

G[v](x)−G[u](x) = h(1, x)− h(0, x) = h′t(τ, x)

=
n∑

i,j=1

(
R(s)(x)

)−1

ji

[
(Dijv(x)−Diju(x))

−
n∑
k=1

(DpkAij +DpkBij)
(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

)
(Dkv(x)−Dku(x))

− (DzAij +DzBij)
(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

)
(v(x)− u(x))

]
− 1

f
(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

) n∑
k=1

Dpkf
(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

)
(Dkv(x)−Dku(x))

− 1

f
(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

)Dzf
(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

)
(v(x)− u(x)),

trong đó τ ∈ (0, 1) là hằng số phụ thuộc vào x và s.

Từ hệ thức trên và giả thiết G[u] ≤ G[v] trong Ω, ta nhận được

G[v](x)−G[u](x) =
n∑

i,j=1

aij(x)Dijw(x)+
n∑
k=1

bk(x)Dkw(x)+c(x)w(x) ≥ 0, trong Ω, (3.7)

trong đó

aij(x) =

(
R(s)(x)

)−1

ij
+
(
R(s)(x)

)−1

ji

2
, i, j = 1, . . . , n,

bk(x) = −
n∑

i,j=1

(
R(s)(x)

)−1

ji

[
(DpkAij +DpkBij)

(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

)]
− 1

f
(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

)Dpkf
(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

)
, k = 1, . . . , n,

(3.8)
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c(x) = −
n∑

i,j=1

(
R(s)(x)

)−1

ji

[
(DzAij +DzBij)

(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

)]
− 1

f
(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

)Dzf
(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

)
.

Bây giờ, ta xét toán tử vi phân đạo hàm riêng tuyến tính cấp hai L cho bởi

L =
n∑

i,j=1

aij(x)Dij +
n∑
k=1

bk(x)Dk + c(x), (3.9)

trong đó các hàm hệ số aij , bk, c được cho bởi (3.8). Ta có các khẳng định sau đây.

Khẳng định 1. Toán tử L là elliptic đều, cụ thể là tồn tại các hằng số dương λ,Λ sao cho

λ|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξi ≤ Λ|ξ|2, ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn. (3.10)

Thật vậy, từ (i) ta suy ra tồn tại hằng số dương Λ0 sao cho

λuE ≤ ω(x, u) ≤ Λ0E, λvE ≤ ω(x, v) ≤ Λ0E, ∀x ∈ Ω,

và do đó

λ0E ≤ ω(s)(x) ≤ Λ0E, ∀x ∈ Ω, (3.11)

trong đó λ0 = min{λu, λv}. Từ đây suy ra

1

Λ0
E ≤

(
ω(s)(x)

)−1 ≤ 1

λ0
E, ∀x ∈ Ω. (3.12)

Mặt khác, từ (i) và (ii), ta có R(0)(x), R(1)(x) ∈ Dδ,µ(B) và vì thế R(s)(x) ∈ Dδ,µ(B). Do

đó ta có thể áp dụng Hệ quả 2.2.7, ta có

1

1 + δ2

((
ω(s)(x)

)−1
ξ, ξ
)
≤ (H(x)ξ, ξ) ≤

((
ω(s)(x)

)−1
ξ, ξ
)
, ∀x ∈ Ω, (3.13)

trong đó H(x) :=

(
R(s)(x)

)−1
+
((
R(s)(x)

)−1
)T

2
.

Từ (3.12) và (3.13), ta suy ra (3.10) với λ =
1

(1 + δ2)Λ0
và Λ =

1

λ0
.

Khẳng định 2. Các hàm hệ số bk(x), k = 1, . . . , n và c(x) là bị chặn trong Ω.

Thật vậy, từ Mệnh đề 2.2.2 và (3.11), ta có

detR(s)(x) ≥ detω(s)(x) ≥ λn0 > 0, ∀x ∈ Ω. (3.14)

Dễ thấy tập
{(
x, u(t)(x), Du(t)(x), D2u(t)(x)

)
| x ∈ Ω, t ∈ [0, 1]

}
là bị chặn trong Ω× R×

Rn×Rn×n. Do đó, từ điều kiện (v), (3.14) và các giả thiết về độ trơn A,B và f , ta dễ dàng

suy ra được tính bị chặn của các hàm hệ số bk(x), c(x).
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Khẳng định 3. Hệ số c(x) ≤ 0, với ∀x ∈ Ω.

Thật vậy, Khẳng định 3 được suy ra từ (3.8), điều kiện (vi) và các đánh giá sau đây

−
n∑

i,j=1

(
R(s)(x)

)−1

ji
DzAij

(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

)
≤ nα1, ∀x ∈ Ω, (3.15)

−
n∑

i,j=1

(
R(s)(x)

)−1

ji
DzBij

(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

)
≤ n

δ

1 + δ2
β1, ∀x ∈ Ω. (3.16)

Do đó ta chỉ cần chứng minh (3.15) và (3.16). Thật vậy, vì DzA là đối xứng và H(x) là

xác định dương nên ta có thể áp dụng Mệnh đề 1.1.9 và nhận được
n∑

i,j=1

(
R(s)(x)

)−1

ji
DzAij = Tr[(DzA)(H(x))] ≥ λmin(DzA) TrH(x). (3.17)

Giả sử x ∈ Ω là điểm tùy ý cho trước. Khi đó, nếu λmin

(
DzA

(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

))
≥ 0

tại điểm này thì từ (3.17) ta suy ra vế trái của (3.15) là không dương và do đó ta thu được

(3.15). Giả sử ngược lại, λmin

(
DzA

(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

))
< 0, khi đó (3.15) được suy ra từ

(3.17) và các đánh giá sau đây

TrH(x) ≤ Tr
[(
ω(s)(x)

)−1
]
≤ n

λmin

(
ω(s)(x)

) ≤ n

min{λu, λv}
,

(−α1)λmin(ω(s)(x)) ≤ (−α1) min{λu, λv} ≤ λmin

(
DzA

(
x, u(τ)(x), Du(τ)(x)

))
,

ở đây, các đánh giá này được suy ra từ Hệ quả 2.2.7, điều kiện (iii) và (3.11). Như vậy,

(3.15) được chứng minh.

Tiếp theo, ta sẽ chứng minh (3.16). Đặt K(x) =

(
R(s)(x)

)−1 −
((
R(s)(x)

)−1
)T

2
. Từ

Mệnh đề 2.2.3 và Hệ quả 2.2.6, ta có

‖K(x)‖ ≤ δ

1 + δ2

1

λmin

(
ω(s)(x)

) ≤ δ

1 + δ2

1

min{λu, λv}
, ∀x ∈ Ω.

Do đó, từ điều kiện (iv) và bất đẳng thức sau

Tr(MN) ≤ |M ||N | ≤ n‖M‖‖N‖, ∀M,N ∈ Rn×n,

ta thu được

−
n∑

i,j=1

(
R(s)(x)

)−1

ji
DzBij(x, u

(τ)(x),Du(τ)(x)) = Tr
[
(K(x))(−DzB(x, u(τ)(x), Du(τ)(x)))

]
≤ n

δ

1 + δ2

µ(DzB)

min{λu, λv}
≤ n

δ

1 + δ2
β1, ∀x ∈ Ω.

Từ đó ta nhận được (3.16) và vì thế Khẳng định 3 được chứng minh.

Giả sử G[u] ≤ G[v] trong Ω và u ≥ v trên ∂Ω. Khi đó từ (3.7) và (3.9), ta có Lw ≥
0 trong Ω và w ≤ 0 trên ∂Ω. Nhờ các Khẳng định 1, 2, 3 ở trên, ta có thể áp dụng nguyên

lý so sánh (Định lý 1.3.3) và nhận được w ≤ 0 hay u ≥ v trong Ω. Phần còn lại của kết

luận của định lý là dễ thấy. Định lý được chứng minh. �
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3.2 Đánh giá trên toàn miền các đạo hàm cấp hai của

nghiệm δ-elliptic của phương trình kiểu Monge-Ampère

không đối xứng qua độ lớn của chúng ở trên biên

Trong mục này, luận án sẽ chứng minh một kết quả tương tự như đối với phương trình

kiểu Monge-Ampère đối xứng ([18, 20, 26, 27, 45]) rằng độ lớn của các đạo hàm cấp hai

của nghiệm δ-elliptic của phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng (3.1) trong Ω

được đánh giá qua độ lớn của chúng ở trên biên ∂Ω.

3.2.1 Phát biểu định lý chính

Định lý 3.2.1 Giả sử u(x) ∈ C4(Ω) là một nghiệm elliptic của phương trình (3.1) và các

điều kiện sau được thỏa mãn

(i) sup
x∈Ω
|u(x)| ≤M0, sup

x∈Ω
|Du(x)| ≤M1;

(ii) A(x, z, p) là chính quy chặt trong Γ, nghĩa là tồn tại hằng số a0 > 0 sao cho

Aij,k`(x, z, p)ξiξjηkη` ≥ a0|ξ|2|η|2, (3.18)

với mọi (x, z, p) ∈ Γ và ξ, η ∈ Rn, ξ ⊥ η, trong đó Aij,k` = Dpkp`Aij ;

(iii)
∣∣Bij(x, z, p)ξiξj∣∣ ≤ δλu|ξ|2;

(iv)
∣∣DzBij(x, z, p)ξiξj

∣∣ ≤ β1λu|ξ|2;

(v)
∣∣DxkBij(x, z, p)ξiξjηk

∣∣, ∣∣DpkBij(x, z, p)ξiξjηk
∣∣ ≤ β2λu|ξ|2|η|;

(vi)
∣∣Dxkx`Bij(x, z, p)ξiξjηkη`

∣∣, ∣∣Dxkp`Bij(x, z, p)ξiξjηkη`
∣∣ ≤ β3|ξ|2|η|2,∣∣DxkzBij(x, z, p)ξiξjηk

∣∣, ∣∣DzpkBij(x, z, p)ξiξjηk
∣∣ ≤ β3|ξ|2|η|,∣∣DzzBij(x, z, p)ξiξj

∣∣ ≤ β3|ξ|2;

(vii)
∣∣Dpkp`Bij(x, z, p)ξiξjηkη`

∣∣ ≤ b0|ξ|2|η|2;

(viii) f(x, z, p) > 0, trong Γ,

trong đó M0,M1, β2, β3 là các hằng số dương và δ, β1, b0 là các hằng số không âm, 0 ≤ δ <

1, 0 ≤ b0 ≤ a0, các điều kiện (iii)-(vii) thỏa mãn với mọi (x, z, p) ∈ Γ và ξ ∈ Cn, η ∈ Rn.
Khi đó ta có các đánh giá sau

sup
x∈Ω

λmax(ω(x, u)) ≤ C
(

1 + sup
x∈∂Ω

λmax(ω(x, u))
)
, (3.19)

sup
x∈Ω
|D2u(x)| ≤ C

(
1 + sup

x∈∂Ω

∣∣D2u(x)
∣∣), (3.20)

trong đó C là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào M0,M1, n, a0, δ, β1, β2, β3, b0, A, f và Ω.
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Nhận xét 3.2.2 (1) Ta dễ dàng kiểm tra được rằng, dạng của phương trình (3.1) và

các giả thiết của Định lý 3.2.1 là bất biến dưới phép quay các tọa độ với các hằng số

M0,M1, a0, δ, β1, β2, β3 và b0 là không đổi.

(2) Từ các giả thiết (iii)-(vii), ta nhận được các đánh giá sau với mọi (x, z, p) ∈ Γ và

k, ` = 1, . . . , n,

‖B(x, z, p)‖ ≤ δλu; (3.21)

‖DzB(x, z, p)‖ ≤ β1λu; (3.22)

‖DxkB(x, z, p)‖, ‖DpkB(x, z, p)‖ ≤ β2λu; (3.23)

‖Dxkx`B(x, z, p)‖, ‖Dxkp`B(x, z, p)‖, ‖DxkzB(x, z, p)‖ ≤ β3,

‖DzpkB(x, z, p)‖, ‖DzzB(x, z, p)‖ ≤ β3;
(3.24)

‖DpkpkB(x, z, p)‖ ≤ b0, ‖Dpkp`B(x, z, p)‖ ≤ 2b0 (k 6= `). (3.25)

(3) Từ (3.21) ta có µ(B) ≤ δλu. Do đó u(x) là nghiệm δ-elliptic của phương trình (3.1)

và R(x, u) ∈ Dδ,µ(B), trong đó Dδ,µ(B) được cho bởi (2.6) với µ = µ(B). Khi đó, từ Mệnh

đề 2.2.2 và Mệnh đề 2.2.4, ta có đánh giá sau

0 < detω(x, u) ≤ detR(x, u) ≤
(
1 + δ2

)[n
2

]
detω(x, u), ∀x ∈ Ω. (3.26)

3.2.2 Bổ đề bổ trợ về vết của tích hai ma trận

Nội dung của mục nhỏ này giới thiệu một số đánh giá đối với vết của tích hai ma trận

mà một trong hai ma trận đó là ma trận nghịch đảo R−1 của ma trận R ∈ Dδ,µ, trong đó

Dδ,µ là tập hợp được cho bởi (2.6). Cụ thể, ta có bổ đề sau đây.

Bổ đề 3.2.3 Giả sử R = ω + β ∈ Dδ,µ. Khi đó ta có các đánh giá sau:

(a)
∣∣Tr
(
R−1P

)∣∣ ≤ ‖P‖TrR−1 ≤ ‖P‖Trω−1, ∀P ∈ Rn×n, P T = P ; (3.27)

(b)
∣∣Tr
(
R−1Q

)∣∣ ≤ δ‖Q‖TrR−1 ≤ δ‖Q‖Trω−1, ∀Q ∈ Rn×n, QT = −Q; (3.28)

(c)
∣∣Tr
(
R−1M

)∣∣ ≤ (1 + δ)‖M‖TrR−1 ≤ (1 + δ)‖M‖Trω−1, ∀M ∈ Rn×n. (3.29)

Chứng minh (a) Vì P T = P và R−1 > 0 nên ta có

λmin(P ) TrR−1 ≤ Tr
(
R−1P

)
= Tr

(
P
R−1 +

(
R−1

)T
2

)
≤ λmax(P ) TrR−1.

Do đó ∣∣Tr
(
R−1P

)∣∣ ≤ max{|λmin(P )|, |λmax(P )|}TrR−1 = ‖P‖TrR−1.

Từ đánh giá này và (2.21), ta thu được (3.27).

(b) Vì QT = −Q nên Tr
(
R−1Q

)
= Tr

(R−1 −
(
R−1

)T
2

Q
)
. Do đó, từ (2.18) ta có

Tr
(
R−1Q

)
= Tr

(
D3C

−1
1 ω−

1
2Qω−

1
2C1

)
=

n∑
j=1

(D3)jj
(
C−1

1 ω−
1
2Qω−

1
2C1

)
jj
,
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trong đó C1 là ma trận unita và từ Mệnh đề 2.2.3 và (2.19), D3 =
[
(D3)ij

]
n×n là ma trận

đường chéo phức thỏa mãn
∣∣(D3)jj

∣∣ ≤ δ
1+δ2 , j = 1, . . . , n. Do đó

∣∣Tr
(
R−1Q

)∣∣ ≤ δ

1 + δ2

n∑
j=1

∣∣∣(C−1
1 ω−

1
2Qω−

1
2C1

)
jj

∣∣∣. (3.30)

Vì ωT = ω và ω > 0, nên ta có thể biểu diễn ω = CDC−1, trong đó C ∈ Rn×n là ma

trận trực giao, D = diag(λ1, . . . , λn), trong đó λi > 0, i = 1, . . . , n là các giá trị riêng

của ω. Đặt C2 = C−1
1 C =

[
(C2)ij

]
n×n, Q̃ = C−1QC =

[
Q̃ij

]
n×n, khi đó C2 là unita và

C−1
1 ω−

1
2Qω−

1
2C1 = C2D

− 1
2 Q̃D−

1
2C−1

2 . Do đó

n∑
j=1

∣∣∣(C−1
1 ω−

1
2Qω−

1
2C1

)
jj

∣∣∣= n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑

k,`=1

(C2)jkλ
− 1

2

k Q̃k`λ
− 1

2

`

(
C−1

2

)
`j

∣∣∣∣∣
=

n∑
j=1

∣∣∣∣∣
n∑

k,`=1

Q̃k`

(
(C2)jkλ

− 1
2

k

)(
(C2)j`λ

− 1
2

`

)∣∣∣∣∣≤
n∑
j=1

(∥∥Q̃∥∥ n∑
k=1

∣∣∣(C2)jkλ
− 1

2

k

∣∣∣2)

= ‖Q‖
n∑
k=1

(
n∑
j=1

∣∣(C2)jk
∣∣2)λ−1

k = ‖Q‖Trω−1.

Từ hệ thức này và (3.30), ta suy ra
∣∣Tr
(
R−1Q

) ∣∣ ≤ δ
1+δ2‖Q‖Trω−1. Kết hợp đánh giá này

với (2.21) cho ta (3.28).

(c) Bằng cách phân tích M =
M +MT

2
+
M −MT

2
= P + Q, từ (3.27) và (3.28), ta

dễ dàng thu được (3.29). Bổ đề được chứng minh. �

3.2.3 Chứng minh của Định lý 3.2.1

Trước tiên, trong lớp nghiệm elliptic, ta biểu diễn phương trình (3.1) dưới dạng tương

đương

F (R(x, u)) := log(detR(x, u)) = f̂(x, u,Du), trong Ω, (3.31)

trong đó f̂ = log f. Từ Mệnh đề 2.2.8, ta có với i, j, k, ` = 1, . . . , n,

F ij :=
∂F (R(x, u))

∂Rij
= Rji, F ij,k` :=

∂2F (R(x, u))

∂Rij∂Rk`
= −R`iRjk. (3.32)

Ta đưa vào các toán tử tuyến tính hóa của toán tử F và phương trình (3.31),

L = F ij [Dij −DpkAij(x, u,Du)Dk −DpkBij(x, u,Du)Dk] ,

L = L−Dpk f̂(x, u,Du)Dk.
(3.33)

Dễ thấy R(x, u) ∈ Dδ,µ(B), do đó từ (3.32) và Bổ đề 3.2.3 ta có thể đánh giá các tổng

có dạng
∑n

i,j=1 F
ijMij =

∑n
i,j=1R

jiMij = Tr (R−1M) qua
∑n

i=1R
ii =

∑n
i=1 F

ii, hoặc∑n
i=1 ω

ii, trong đó M = [Mij ]n×n ∈ Rn×n. Điều này đóng một vai trò quan trọng trong các

đánh giá về sau của luận án.
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Chứng minh của Định lý 3.2.1 Xét v(x, ξ) là hàm bổ trợ được cho bởi

v(x, ξ) = ωξξ(x),

trong đó ωξξ(x) = ωij(x, u)ξiξj = (Diju(x)−Aij(x, u(x), Du(x)))ξiξj , x ∈ Ω, ξ ∈ Sn, Sn là

tập hợp tất các các véc tơ đơn vị trong Rn. Giả sử hàm v(x, ξ) đạt giá trị cực đại của nó

tại (x0, ξ0) ∈ Ω× Sn. Khi đó ta có

v(x0, ξ0) = max
x∈Ω

λmax(ω(x, u)). (3.34)

Ta xét các trường hợp sau.

Trường hợp 1: x0 ∈ Ω. Không mất tính tổng quát, ta có thể chọn được một hệ trực giao

e1, . . . , en tại x0 sao cho e1(x0) = ξ0, [ωij ]n×n có dạng đường chéo tại x0 và ω11 ≥ · · · ≥
ωnn > 0. Khi đó ω−1 = [ωij ]n×n cũng có dạng đường chéo tại x0 và ω11 ≤ · · · ≤ ωnn.

Đặt v(x) ≡ v(x, e1) = ω11(x). Khi đó hàm v(x) cũng đạt giá trị cực đại của nó tại x0.

Do đó Dv
(
x0
)

= 0, D2v
(
x0
)
≤ 0 và

Lω11

(
x0
)

= Lv
(
x0
)
≤ 0. (3.35)

Tiếp theo, ta sẽ đánh giá Lω11

(
x0
)
. Bằng cách lấy đạo hàm hai vế của phương trình (3.31)

theo véc tơ ξ ∈ Rn, ta thu được

F ij
[
Dijuξ −DξAij−(DzAij)uξ − (DpkAij)Dkuξ −DξBij − (DzBij)uξ

− (DpkBij)Dkuξ
]

= Dξf̂ +
(
Dzf̂

)
uξ +

(
Dpk f̂

)
Dkuξ,

(3.36)

và lấy đạo hàm theo ξ một lần nữa cho ta

F ij
[
Dijuξξ −DξξAij − (DzzAij)(uξ)

2 − (Dpkp`Aij)DkuξD`uξ − (DzAij)uξξ

− (DpkAij)Dkuξξ − 2(DξzAij)uξ − 2(DξpkAij)Dkuξ − 2(DzpkAij)(Dkuξ)uξ

−DξξBij − (DzzBij)(uξ)
2 − (Dpkp`Bij)DkuξD`uξ − (DzBij)uξξ − (DpkBij)Dkuξξ

− 2(DξzBij)uξ − 2(DξpkBij)Dkuξ − 2(DzpkBij)(Dkuξ)uξ
]
+F ij,k`DξRij DξRk`

= Dξξf̂ +
(
Dzzf̂

)
(uξ)

2 +
(
Dpkp` f̂

)
DkuξD`uξ +

(
Dzf̂

)
uξξ +

(
Dpk f̂

)
Dkuξξ

+ 2
(
Dξzf̂

)
uξ + 2

(
Dξpk f̂

)
Dkuξ + 2

(
Dzpk f̂

)
(Dkuξ)uξ.

(3.37)

Ta có

Lω11 = L(u11 − A11) = Lu11 − LA11. (3.38)

Bằng cách lấy ξ = e1 trong (3.37), khi đó từ Bổ đề 3.2.3, (3.24) và chú ý uk` = ωk` + Ak`,

trong đó ωk` = 0 nếu k 6= `, ta có

Lu11 ≥ F ijAij,k`u1ku1` + F ijBij,k`u1ku1` + F ijDzBiju11

− F ij,k`D1Rij D1Rk` − C
[
ωii(1 + ω11) + ω2

11

]
,
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trong đó C phụ thuộc vào M0,M1, n, δ, β3, A, f và Ω. Nếu không nói gì thêm, ta ký hiệu C

là hằng số dương phụ thuộc vào các đại lượng đó trong chứng minh này.

Bằng cách áp dụng Định lý 2.2.19 về đánh giá bị chặn trên đối với vi phân cấp hai của

hàm F (R) = log(detR) với các ma trận R = R(x0, u) ∈ Dδ,µ(B), M = D1R(x0, u) =

D1ω(x0, u)−D1B(x0, u(x0), Du(x0)) và η = 1, ta có

−F ij,k`D1RijD1Rk` ≥ −
(

1 +
4n2δ2

1− δ2

)∣∣∣ω− 1
2D1Bω

− 1
2

∣∣∣2
≥ −n

(
1 +

4n2δ2

1− δ2

)(
‖D1B‖
λu

)2

≥ − C

1− δ
(
1 + ω2

11

)
,

trong đó bất đẳng thức thứ hai được suy ra từ Mệnh đề 2.2.13, bất đẳng thức cuối được

suy ra từ (3.22), (3.23) và hệ thức D1B = Dx1B +DzBu1 +
∑

kDpkBu1k, hằng số C phụ

thuộc thêm vào β1 và β2.

Từ Bổ đề 3.2.3 và (3.22), ta có

F ijDzBiju11 ≥ −
(
δ‖DzB‖ωii

)
|u11| ≥ −nδ

‖DzB‖
λu

|u11| ≥ −C(1 + ω11).

Từ Bổ đề 3.2.3 và (3.25), ta có

F ijAij,k`u1ku1` + F ijBij,k`u1ku1` ≥ F ij(Aij,11 +Bij,11)ω2
11 − C(1 + ω11)ωii,

trong đó C phụ thuộc thêm vào b0.

Từ các đánh giá trên ta suy ra

Lu11 ≥ F ij(Aij,11 +Bij,11)ω2
11 −

C

1− δ
[
ωii(1 + ω11) + ω2

11

]
. (3.39)

Từ (3.32) và AT = A, ta có biểu diễn

F ijAij,11 =
n∑
i=1

(
R1i +Ri1

)
A1i,11 −R11A11,11 +

1

2

n∑
i,j=2

(
Rij +Rji

)
Aij,11.

Ký hiệu (
R−1 +

(
R−1

)T)′≡ [Rij +Rji
]

2≤i,j≤n, Dp1p1A
′ ≡ [Aij,11]2≤i,j≤n.

Ta có R−1 +
(
R−1

)T
> 0 và do đó

(
R−1 +

(
R−1

)T)′
> 0. Mặt khác, bằng cách chọn các

véc tơ trực giao với nhau η = e1 = (1, 0, . . . , 0) và ξ = (0, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn, từ (3.18) ta dễ

dàng suy ra λmin(Dp1p1A
′(x, z, p)) ≥ a0, với mọi (x, z, p) ∈ Γ. Từ đó ta có

n∑
i,j=2

(
Rij +Rji

)
Aij,11 = Tr

[(
Dp1p1A

′)(R−1 +
(
R−1

)T)′]
≥ λmin

(
Dp1p1A

′)Tr
(
R−1 +

(
R−1

)T)′≥ 2a0

∑
i>1

Rii.
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Hơn nữa, vì R−1 +
(
R−1

)T
> 0 nên mọi định thức con chính cấp 2 × 2 của nó là dương.

Do đó, bằng cách áp dụng bất đẳng thức Cauchy, ta có∣∣R1i +Ri1
∣∣ ≤ 2

√
R11Rii ≤ 2θRii +

1

2θ
R11, i = 1, . . . , n,

với mọi hằng số θ > 0.

Kết hợp các hệ thức trên cho ta

F ijAij,11 ≥ −
∑
i

(
2θRii +

1

2θ
R11
)
|A1i,11| −R11|A11,11|+ a0

∑
i>1

Rii. (3.40)

Từ Bổ đề 3.2.3 và (3.32), ta có

F ijBij,11 ≥ −δ‖Dp1p1B‖Rii. (3.41)

Từ (3.25), (3.41) và 0 ≤ b0 ≤ a0, ta có F ijBij,11 ≥ −δa0R
ii. Kết hợp đánh giá này với

(3.40) cho ta

F ij(Aij,11 +Bij,11) ≥
∑
i>1

[(1− δ)a0 − 2θ|A1i,11|]Rii

−
[
(1 + 2θ)|A11,11|+

1

2θ

∑
i

|A1i,11|+ δa0

]
R11.

Từ (3.18), ta có max
i,j,k,`

max
V
|Aij,k`(x, z, p)| > 0, trong đó V = {(x, z, p) ∈ Γ : |z| ≤ M0, |p| ≤

M1}. Bằng cách chọn θ =
(1− δ)a0

4 max
i,j,k,`

max
V
|Aij,k`(x, z, p)|

, ta thu được

F ij(Aij,11 +Bij,11) ≥ (1− δ)a0

2

∑
i>1

Rii − C

1− δ
R11

≥ (1− δ)a0

2
(
1 + δ2

)∑
i>1

ωii − C

1− δ
ω11 ≥ (1− δ)a0

4
(
1 + δ2

)∑
i

ωii − C

1− δ
ω11,

trong đó C phụ thuộc thêm vào a0, bất đẳng thức thứ hai được suy ra từ (2.21) và bất

đẳng thức cuối được suy ra từ đánh giá
∑

i>1 ω
ii ≥ 1

2

∑
i ω

ii, điều này đúng nhờ hệ thức

ω11 ≤ · · · ≤ ωnn. Do đó từ (3.39), ta thu được đánh giá cho Lu11,

Lu11 ≥
(1− δ)a0

4
(
1 + δ2

)ω2
11ω

ii − C

1− δ
[
ωii(1 + ω11) + ω2

11

]
. (3.42)

Bây giờ sẽ ta đánh giá LA11. Từ Bổ đề 3.2.3 và (3.23), ta có

LA11 = F ij
[
DxixjA11 +DxizA11uj +DxipkA11ujk +DxjzA11ui +DzzA11uiuj

+DzpkA11uiujk +DzA11uij +DxjpkA11uik +DzpkA11ujuik + A11,k`uikuj`

+DpkA11uijk −DpkAij
(
DxkA11 +DzA11uk +Dp`A11uk`

)
−DpkBij

(
DxkA11 +DzA11uk +Dp`A11uk`

)]
−Dpk f̂(DxkA11 +DzA11uk +Dp`A11uk`)

≤ F ij [A11,k`uikuj` +DpkA11uijk] + C
[
ωii(1 + ωjj) + ωii

]
.



49

Từ phương trình (3.36) với ξ = ek, trong đó ek là véc tơ đơn vị thứ k, Bổ đề 3.2.3, (3.22)

và (3.23), ta có

DpkA11F
ijuijk = DpkA11

[
F ij
(
DxkAij +DzAijuk +Dp`Aijuk` +DxkBij +DzBijuk

+Dp`Bijuk`
)

+Dxk f̂ +Dzf̂uk +Dp` f̂uk`
]
≤ C

[
ωii(1 + ωjj) + ωii

]
.

Từ Bổ đề 3.2.3, (3.21) và (3.32), ta có

F ijA11,k`uikuj` = Rji(Rik + Aik +Bik)(R`j + A`j +B`j)A11,k`

= R`jA11,j` + (A`j +B`j)A11,j` + (Aik +Bik)A11,ki

+Rji(Aik +Bik)(A`j +B`j)A11,k` ≤ C
(
1 + ωii + ωii

)
.

Từ các đánh giá trên và chú ý ωii ≤ ω11, i = 1, . . . , n, ta nhận được

LA11 ≤ C
[
ωii(1 + ω11) + ω11

]
≤ C

[
ωii(1 + ω11) + ω2

11

]
. (3.43)

Bằng cách kết hợp (3.38), (3.42) và (3.43), ta thu được đánh giá cho Lω11 tại x0,

Lω11 ≥
(1− δ)a0

4(1 + δ2)
ω2

11ω
ii − C

1− δ
[
ωii(1 + ω11) + ω2

11

]
. (3.44)

Ta xét hai khả năng sau:

• Nếu
(1− δ)a0

8(1 + δ2)
ωii ≤ C

1− δ
, tức là ωii ≤ 8(1 + δ2)C

(1− δ)2a0
. Khi đó từ (3.26), ta dễ dàng suy

ra ω11 ≤
C

(1− δ)2(n−1)
, với một hằng số C khác.

• Nếu
(1− δ)a0

8(1 + δ2)
ωii ≥ C

1− δ
, khi đó từ (3.44) ta có

Lω11 ≥
[

(1− δ)a0

8(1 + δ2)
ω2

11 −
C

1− δ
ω11 −

C

1− δ

]
ωii.

Kết hợp đánh giá này với (3.35) cho ta

0 ≥
[

(1− δ)a0

8(1 + δ2)
ω2

11 −
C

1− δ
ω11 −

C

1− δ

]
ωii.

Từ hệ thức trên ta nhận được đánh giá ω11 ≤ C
(1−δ)2 , với một hằng số C khác.

Như vậy, từ (3.44) ta đã chứng minh được ω11(x0) ≤ C, trong đó C là hằng số dương

chỉ phụ thuộc vào M0,M1, n, a0, δ, β1, β2, β3, b0, A, f và Ω. Do đó từ (3.34), ta có

sup
x∈Ω

λmax(ω(x, u)) ≤ C. (3.45)

Trường hợp 2: x0 ∈ ∂Ω. Từ (3.34), ta có

sup
x∈Ω

λmax(ω(x, u)) ≤ sup
x∈∂Ω

λmax(ω(x, u)). (3.46)

Từ (3.45) và (3.46), ta nhận được đánh giá (3.19). Từ (3.19), hệ thức ω(x, u) = D2u−
A(x, u,Du) và các Mệnh đề 1.1.3, 1.1.4, ta dễ dàng suy ra đánh giá (3.20). Định lý được

chứng minh. �
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3.3 Đánh giá trên biên các đạo hàm cấp hai của nghiệm

δ-elliptic của bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu

Monge-Ampère không đối xứng

Như đã chỉ ra trong Định lý 3.2.1, để thiết lập đánh giá tiên nghiệm đối với các đạo hàm

cấp hai của nghiệm δ-elliptic của phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng (3.1)

trong Ω, ta đưa về việc thiết lập đánh giá tương ứng trên biên ∂Ω. Trong mục này, luận án

sẽ thiết lập đánh giá |D2u| ≤ C trên biên ∂Ω cho nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet

(3.1)-(3.2) dựa theo sơ đồ và phương pháp được đề xuất bởi nhóm của N.S. Trudinger

([18, 20, 38]) cho trường hợp phương trình kiểu Monge-Ampère đối xứng.

3.3.1 Phát biểu định lý chính

Định lý 3.3.1 Giả sử u(x) ∈ C4(Ω) là nghiệm elliptic của bài toán Dirichlet (3.1)-(3.2),

trong đó ϕ(x) ∈ C4(Ω) và ∂Ω ∈ C4. Giả sử tồn tại một nghiệm dưới elliptic u(x) ∈ C2(Ω)

của phương trình (3.3) tương ứng với (3.1), trong đó B(x, z, p) ≡ 0 và u(x) = ϕ(x) trên

∂Ω, và giả sử các điều kiện sau được thỏa mãn:

(i) max
{

sup
Ω
|u|, sup

Ω
|u|
}
≤M0, max

{
sup

Ω
|Du|, sup

Ω
|Du|

}
≤M1;

(ii) DzA(x, z, p) = [DzAij(x, z, p)] ≥ 0, trong Γ;

(iii) A(x, z, p) là chính quy chặt trong Γ thỏa mãn (3.18) với a0 > 0;

(iv)
∣∣Bij(x, z, p)ξiξj∣∣ ≤ δmin{λu, λu}|ξ|2;

(v)
∣∣DzBij(x, z, p)ξiξj

∣∣ ≤ β1 min{λu, λu}|ξ|2;

(vi)
∣∣DxkBij(x, z, p)ξiξjηk

∣∣, ∣∣DpkBij(x, z, p)ξiξjηk
∣∣ ≤ β2 min{λu, λu}|ξ|2|η|;

(vii)
∣∣Dpkp`Bij(x, z, p)ξiξjηkη`

∣∣ ≤ b0|ξ|2|η|2;

(viii) f(x, z, p) > 0, trong Γ;

(ix) inf
(x,z,p)∈Γ

(
Dzf

f

)
(x, z, p) ≥ nδ

1 + δ2
β1,

trong đó M0,M1, β2 là các hằng số dương và δ, β1, b0 là các hằng số không âm, 0 ≤ δ <

1, 0 ≤ b0 ≤ a0, các điều kiện (iv)-(vii) thỏa mãn với mọi (x, z, p) ∈ Γ và ξ ∈ Cn, η ∈ Rn.
Khi đó ta có các đánh giá trên biên

sup
x∈∂Ω

∣∣D2u(x)
∣∣ ≤ C, (3.47)

sup
x∈∂Ω

λmax(ω(x, u)) ≤ C, (3.48)

trong đó C là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào M0,M1, n, a0, δ, β1, β2, b0, A, f, u, ϕ và Ω.
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Nhận xét 3.3.2 Vì u(x) là một nghiệm dưới elliptic của phương trình (3.3) nên từ Mệnh

đề 2.2.2 ta suy ra u(x) cũng là một nghiệm dưới elliptic của phương trình (3.1). Do đó từ

điều kiện (iv), ta suy ra u và u lần lượt là nghiệm và nghiệm dưới δ-elliptic của phương

trình (3.1). Từ điều này và các giả thiết (ii), (v), (viii) và (ix), ta nhận thấy tất cả các giả

thiết của nguyên lý so sánh (Định lý 3.1.1) được thỏa mãn với hai hàm được so sánh u và

u. Từ đó ta có

u ≥ u trong Ω,
∂u

∂ν
≥ ∂u

∂ν
trên ∂Ω (ν là véc tơ pháp tuyến trong đơn vị của ∂Ω),

trong đó bất đẳng thức thứ hai được suy ra từ bất đẳng thức thứ nhất và u = u trên ∂Ω.

3.3.2 Làm phẳng biên

Để thiết lập được đánh giá đối với các đạo hàm cấp hai tại điểm x0 ∈ ∂Ω tùy ý, ta

thường dùng kỹ thuật làm phẳng biên, tức là dùng các phép biến đổi tọa độ để phần biên

nằm trong một lân cận đủ nhỏ của x0 có dạng phẳng. Trong mục này, luận án sẽ xây dựng

một phép đổi biến thích hợp để từ đó có thể chứng minh được Định lý 3.3.1.

Trước tiên ta nhận thấy, dạng của phương trình (3.1) và các giả thiết của Định lý 3.3.1

là bất biến dưới các phép tịnh tiến và phép quay hệ tọa độ. Giả sử x0 ∈ ∂Ω là điểm tùy ý

cho trước, không mất tính tổng quát, ta có thể giả thiết x0 là gốc tọa độ và véc tơ pháp

tuyến trong đơn vị của ∂Ω tại điểm này có giá nằm trên trục tọa độ xn và hướng theo chiều

dương của trục xn. Khi đó phần biên ∂Ω, nằm trong một lân cận N đủ nhỏ của x0, là đồ

thị của hàm

xn = h(x′),

thỏa mãn h(0) = 0, Dh(0) = 0, trong đó x′ = (x1, . . . , xn−1). Ta sẽ làm phẳng phần biên

này. Cụ thể, ta xét vi đồng phôi ψ = (ψ1, . . . , ψn) cho bởi

y = ψ(x) = (x′, xn − h(x′)), x = (x′, xn) ∈ Ω, y ∈ Ω̃ := ψ(Ω). (3.49)

Ta sẽ khảo sát sự thay đổi của dạng phương trình (3.1) và các giả thiết của Định lý 3.3.1

dưới phép đổi biến (3.49). Ký hiệu Jij =
∂ψj
∂xi,

, i, j = 1, . . . , n. Khi đó

J = [Jij ]n×n =

[
E(n−1)×(n−1) −Dh

0 1

]
, J−1 = [J ij ]n×n =

[
E(n−1)×(n−1) Dh

0 1

]
, (3.50)

hơn nữa,

DxkJ
−1 =

[
DxkJ

ij
]
n×n =

[
0 D(Dxkh)

0 0

]
, k = 1, . . . , n. (3.51)

Với phép đổi biến (3.49), ta đặt

v(y) = u(x), v(y) = u(x). (3.52)
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Ta có

∂u

∂xi
=

n∑
k=1

∂v

∂yk

∂yk
∂xi

,
∂2u

∂xi∂xj
=

n∑
k,`=1

∂2v

∂yk∂y`

∂yk
∂xi

∂y`
∂xj

+
n∑
k=1

∂v

∂yk

∂2yk
∂xi∂xj

, i, j = 1, . . . , n.

Suy ra

Du = JDv, D2u = JD2vJT +
n∑
k=1

vkD
2ψk. (3.53)

Do đó phương trình (3.1) được đưa về dạng

det
[
D2v − Ã(y, v,Dv)− B̃(y, v,Dv)

]
= f̃(y, v,Dv), trong Ω̃, (3.54)

trong đó 
Ã(y, z, p) = J−1

[
A(ψ−1(y), z, Jp)−

∑n
k=1 pkD

2ψk
](
J−1

)T
,

B̃(y, z, p) = J−1B
(
ψ−1(y), z, Jp

)(
J−1

)T
,

f̃(y, z, p) = f
(
ψ−1(y), z, Jp

)
.

(3.55)

Ta nhận thấy dạng của phương trình (3.1) là bất biến qua phép đổi biến (3.49).

Ký hiệu s1(y), . . . , sn(y) là các giá trị riêng của ma trận đối xứng S(y) = (JJT )
(
ψ−1(y)

)
trong Ω̃, trong đó s1 ≥ · · · ≥ sn. Bằng tính toán, từ (3.50) ta có sj = 1, j = 2, . . . , n− 1 và

s1 =

(
2 + |Dh|2

)
+
√(

2 + |Dh|2
)2 − 4

2
,

sn =

(
2 + |Dh|2

)
−
√(

2 + |Dh|2
)2 − 4

2
.

(3.56)

Rõ ràng, s1, . . . , sn cũng là các giá trị riêng của S−1 =
(
J−1

)T
J−1 và do đó chúng cũng

là các giá trị riêng của J−1
(
J−1

)T
. Ký hiệu Bρ0(0) là hình cầu trong y-không gian có bán

kính ρ0 và tâm tại y0 = 0 sao cho Bρ0(0) ⊂⊂ Ñ := ψ(N ). Đặt

s0 := max
Bρ0(0)

s1(y) = max
Bρ0(0)

(sn(y))−1. (3.57)

Ta có s1(0) = sn(0) = 1 và do đó s0 ≥ 1. Chú ý δ ∈ [0, 1), ta chọn ρ0 đủ nhỏ sao cho

s6
0δ < 1. (3.58)

Từ (3.55), ta có

ω̃(y, v) ≡ D2v − Ã(y, v,Dv) = J−1ω(x, u)
(
J−1

)T
,

ω̃(y, v) ≡ D2v − Ã(y, v,Dv) = J−1ω(x, u)
(
J−1

)T
.

Ta sẽ chứng minh

min{λu, λu} ≤ s0 min{λv, λv}, (3.59)
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trong đó λv = min
y∈Ω̃ρ0

λmin(ω̃(y, v)), λv = min
y∈Ω̃ρ0

λmin(ω̃(y, v)), Ω̃ρ0 := Ω̃∩Bρ0(0). Thật vậy, với

mọi ξ ∈ Rn và y ∈ Ω̃ρ0 , ta có

(ω̃(y, v)ξ, ξ) =
(
J−1ω(x, u)(J−1)T ξ, ξ

)
=
(
ω(x, u)(J−1)T ξ, (J−1)T ξ

)
≥ λmin(ω(x, u))

∣∣(J−1)T ξ
∣∣2 ≥ λmin(ω(x, u))‖JT‖−2|ξ|2 ≥ λus

−1
0 |ξ|2,

trong đó J = J(x), J−1 = J−1(x), x = ψ−1(y) và bất đẳng thức cuối được suy ra từ (3.57).

Từ đó suy ra λv ≥ s−1
0 λu hay λu ≤ s0λv. Tương tự, ta cũng suy ra được λu ≤ s0λv. Từ các

đánh giá này, ta thu được (3.59).

Bây giờ ta kiểm tra tính bất biến của các giả thiết của Định lý 3.3.1. Dễ thấy v(y)

là nghiệm elliptic của (3.54) và v(y) là nghiệm dưới elliptic của phương trình tương ứng

với (3.54) mà trong đó B̃ ≡ 0. Hơn nữa, ta có v(y) = v(y) = ϕ̃(y) trên ∂Ω̃, trong đó

ϕ̃(y) = ϕ(x). Tính bất biến của các giả thiết (i)-(viii) của Định lý 3.3.1 được chứng minh

bởi bổ đề sau đây.

Bổ đề 3.3.3 Dưới phép đổi biến (3.49), các giả thiết (i)-(viii) của Định lý 3.3.1 là bất biến

trong Ω̃ρ0 . Cụ thể, ta có

(i)’ max

{
sup
Ω̃ρ0

|v|, sup
Ω̃ρ0

|v|
}
≤ M̃0, max

{
sup
Ω̃ρ0

|Dv|, sup
Ω̃ρ0

|Dv|
}
≤ M̃1, M̃0 = M0, M̃1 =

√
s0M1;

(ii)’ DzÃ(y, z, p) = [DzÃij(y, z, p)] ≥ 0, trong Ω̃ρ0 × R× Rn;

(iii)’ Ã(y, z, p) = [Ãij(y, z, p)]n×n là chính quy chặt trong Ω̃ρ0 × R× Rn, thỏa mãn

Ãij,k`(y, z, p)ξiξjηkη` ≥ ã0|ξ|2|η|2, ã0 = s−2
0 a0,

với mọi (y, z, p) ∈ Ω̃ρ0 × R× Rn và ξ, η ∈ Rn, ξ ⊥ η;

(iv)’
∣∣B̃ij(y, z, p)ξiξj∣∣ ≤ δ̃min{λv, λv}|ξ|2, δ̃ = s2

0δ;

(v)’
∣∣DzB̃ij(y, z, p)ξiξj

∣∣ ≤ β̃1 min{λv, λv}|ξ|2, β̃1 = s2
0β1;

(vi)’
∣∣DykB̃ij(y, z, p)ξiξjηk

∣∣, ∣∣DpkB̃ij(y, z, p)ξiξjηk
∣∣ ≤ β̃2 min{λv, λv}|ξ|2|η|, trong đó

β̃2 = 2
√
ns2

0δ

(
max
k

sup
y∈Ω̃ρ0

∥∥DxkJ
−1
(
ψ−1(y)

)∥∥)+s
5/2
0 β2;

(vii)’
∣∣B̃ij,k`(y, z, p)ξiξjηkη`∣∣ ≤ b̃0|ξ|2|η|2, b̃0 = s2

0b0;

(viii)’ f̃(y, z, p) > 0,

trong đó các hệ thức (iv)’-(viii)’ thỏa mãn với mọi (y, z, p) ∈ Ω̃ρ0 × R × Rn và ξ ∈ Cn,
η ∈ Rn.
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Chứng minh. (i)’ Dễ thấy (i)’ được suy ra từ (i) và (3.52).

(ii)’ Dễ thấy (ii)’ được suy ra từ (ii) và (3.55).

(iii)’ Giả sử ξ, η ∈ Rn, ξ⊥η. Bằng tính toán, từ (3.55) ta có

n∑
i,j,k,`=1

Ãij,k`ξiξjηkη` =
n∑

i,j,k,`=1

(
n∑

m,r,s,t=1

J imJ jrJskJt`Amr,st

)
ξiξjηkη`

=
n∑

m,r,s,t=1

Amr,st

(
n∑
i=1

J imξi

)(
n∑
j=1

J jrξj

)(
n∑
k=1

Jskηk

)(
n∑
`=1

Jt`η`

)
.

(3.60)

Đặt ξ′ =
(
J−1

)T
ξ, η′ = Jη, khi đó ξ′⊥η′. Do đó từ (iv), (3.57) và (3.60), ta suy ra

n∑
i,j,k,`=1

Ãij,k`ξiξjηkη` =
n∑

m,r,s,t=1

Amr,stξ
′
mξ
′
rη
′
sη
′
t ≥ a0|ξ′|2|η′|2

≥ a0

(
s−1

0 |ξ|2
)(
s−1

0 |η|2
)

= ã0|ξ|2|η|2, ã0 = s−2
0 a0.

(iv)’ Giả sử ξ ∈ Cn tùy ý. Từ (3.55), (3.57), (3.59) và (iii), ta có∣∣B̃ijξiξj∣∣ =
∣∣(B(J−1)T ξ, (J−1)T ξ

)∣∣ ≤ δmin{λu, λu}
∣∣(J−1)T ξ

∣∣2
≤ δ
(
s0 min{λv, λv}

)(
s0|ξ|2

)
= δ̃min{λv, λv}|ξ|2, δ̃ = s2

0δ.

(v)’ Bằng các lập luận tương tự như trong chứng minh (iii)’, từ (3.55), (3.57), (3.59) và

(iv) ta thu được (iv)’.

(vi)’ Từ (3.50) và (3.55), ta có

DykB̃ =
n∑
`=1

Jk`
[(
Dx`J

−1
)
B(J−1)T + J−1(Dx`B)(J−1)T + J−1B

(
Dx`J

−1
)T ]

, (3.61)

DpkB̃ =
n∑
`=1

Jk`J−1(Dp`B)(J−1)T , k = 1, . . . , n. (3.62)

Giả sử ξ ∈ Cn, η ∈ Rn tùy ý. Từ (3.61), ta có∣∣DykB̃ξiξjηk
∣∣ =

∣∣(DykBξ, ξ)ηk
∣∣ ≤ |S1|+ |S2|+ |S3|, (3.63)

trong đó

S1 = Jk`
(
(Dx`J

−1)B(J−1)T ξ, ξ
)
ηk,

S2 = Jk`
(
J−1(Dx`B)(J−1)T ξ, ξ

)
ηk,

S3 = Jk`
(
J−1B(Dx`J

−1)T ξ, ξ
)
ηk.

Đặt ζ = (ζ1, . . . , ζn), trong đó ζ` =
(
(Dx`J

−1)B(J−1)T ξ, ξ
)
, ` = 1, . . . , n. Ta có

|S1| =
∣∣(J−1ζ, η

)∣∣ ≤ ‖J−1‖|ζ||η| ≤ ‖B‖‖J−1‖2
(

n∑
`=1

‖Dx`J
−1‖2

)1/2

|ξ|2|η|.
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Do đó từ (iv), (3.57) và (3.59), ta suy ra

|S1| ≤ s2
0δ

(
n∑
`=1

‖Dx`J
−1‖2

)1/2

min{λv, λv}|ξ|2|η|. (3.64)

Tương tự như trên,

|S3| ≤ s2
0δ

(
n∑
`=1

‖Dx`J
−1‖2

)1/2

min{λv, λv}|ξ|2|η|. (3.65)

Đặt η′′ =
(
J−1

)T
η ∈ Rn. Khi đó từ (vi) và (3.59), ta có

|S2| =

∣∣∣∣∣
n∑
`=1

(
Dx`B

(
J−1

)T
ξ,
(
J−1

)T
ξ
)
η′′`

∣∣∣∣∣≤ β2 min{λu, λu}
∣∣(J−1

)T
ξ
∣∣2|η′′|

≤ β2(s0 min{λv, λv})
(
s0|ξ|2

)(
s

1/2
0 |η|) ≤ s

5/2
0 β2 min{λv, λv}|ξ|2|η|.

Như vậy,

|S2| ≤ s
5/2
0 β2 min{λv, λv}|ξ|2|η|. (3.66)

Kết hợp các đánh giá (3.63)-(3.66), ta thu được∣∣DykB̃ξiξjηk
∣∣ ≤ β̃2 min{λv, λv}|ξ|2|η|,

trong đó β̃2 = 2
√
ns2

0δ

(
max
k

sup
y∈Ω̃ρ0

∥∥DxkJ
−1
(
ψ−1(y)

)∥∥)+s
5/2
0 β2.

Từ (3.62), ta có đánh giá tương tự (3.66),∣∣DpkB̃ξiξjηk
∣∣ ≤ s

5/2
0 β2 min{λv, λv}|ξ|2|η|.

Từ các đánh giá trên ta nhận được (vi)’.

(vii)’ Giả sử ξ ∈ Cn, η ∈ Rn tùy ý. Khi đó ξ′ =
(
J−1

)T
ξ ∈ Cn, η′ = Jη ∈ Rn. Bằng các

tính toán tương tự như trong (iii)’, ta nhận được∣∣B̃ij,k`ξiξjηkη`∣∣ =
∣∣Bmr,stξ′mξ′rη′sη′t∣∣ ≤ b0|ξ′|2|η′|2 ≤ b̃0|ξ|2|η|2, b̃0 = s2

0b0.

(viii)’ Dễ thấy (viii)’ được suy ra từ (viii) và (3.55).

Bổ đề được chứng minh. �

Nhận xét 3.3.4 (1) Từ (3.52), giả thiết u = u trên ∂Ω và Nhận xét 3.3.2, ta suy ra v ≥ v

trong Ω̃ρ0 , v = v và Dnv ≥ Dnv trên ∂Ω̃ ∩Bρ0(0).

(2) Từ (3.58), (iv)’ và s0 ≥ 1, ta suy ra δ̃ ∈ [0, 1).

(3) Từ (iii)’ và (vii)’, ta nhận thấy bất đẳng thức b̃0 ≤ ã0 nói chung là không thỏa mãn.

Tuy nhiên, từ Bổ đề 3.3.3, (3.58) và 0 ≤ b0 ≤ a0, ta có

δ̃
∣∣Dpkp`B̃ij(y, z, p)ξiξjηkη`

∣∣ ≤ (s2
0δ
)(
s2

0b0
)
|ξ|2|η|2 ≤ s4

0δa0|ξ|2|η|2 ≤ ã0|ξ|2|η|2,

với mọi (y, z, p) ∈ Ω̃ρ0 × R× Rn và ξ ∈ Cn, η ∈ Rn. Từ đó ta thu được

δ̃
∥∥DpkpkB̃(y, z, p)

∥∥ ≤ ã0, δ̃
∥∥Dpkp`B̃(y, z, p)

∥∥ ≤ 2ã0 (k 6= `),

với mọi (y, z, p) ∈ Ω̃ρ0 × R× Rn và k, ` = 1, . . . , n.
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3.3.3 Chứng minh của Định lý 3.3.1

Chứng minh. Giả sử x0 ∈ ∂Ω là điểm tùy ý cho trước. Từ các lập luận trong Mục 3.3.2, ta

có thể đưa về xét bài toán Dirichlet đã được đổi biến để làm phẳng phần biên nằm trong

lận cận đủ nhỏ của x0. Ở đây, ta lại ký hiệu biến mới y qua x, ẩn hàm v(y) qua u(x). Cụ

thể, ta có thể giả thiết x0 = 0 và với hằng số ρ0 > 0 đủ nhỏ, ta có

Ωρ0 := Ω ∩Bρ0(0) ⊂ Rn+ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn > 0},

Tρ0 := ∂Ω ∩Bρ0(0) ⊂ ∂Rn+ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn = 0}.

Hơn nữa, ta có thể giả thiết các hàm u và u lần lượt là nghiệm và nghiệm dưới δ-elliptic

của phương trình (3.1) trong Ωρ0 và

max

{
sup
Ωρ0

|u|, sup
Ωρ0

|u|
}
≤M0, max

{
sup
Ωρ0

|Du|, sup
Ωρ0

|Du|
}
≤M1; (3.67)

Aij,k`(x, z, p)ξiξjηkη` ≥ a0|ξ|2|η|2, ∀ξ, η ∈ Rn, ξ ⊥ η; (3.68)

‖B(x, z, p)‖ ≤ δmin{λu, λu}, 0 ≤ δ < 1; (3.69)

‖DzB(x, z, p)‖ ≤ β1 min{λu, λu}; (3.70)

‖DxkB(x, z, p)‖, ‖DpkB(x, z, p)‖ ≤ β2 min{λu, λu}, k = 1, . . . , n; (3.71)

δ‖DpkpkB(x, z, p)‖ ≤ a0, δ‖Dpkp`B(x, z, p)‖ ≤ 2a0 (k 6= `), k, ` = 1, . . . , n, (3.72)

f(x, z, p) > 0, (3.73)

trong đó các bất đẳng thức (3.68)-(3.73) thỏa mãn với mọi (x, z, p) ∈ Ωρ0 ×R×Rn. Ở đây

và về sau trong chứng minh này, λu := min
x∈Ωρ0

λmin(ω(x, u)) và λu := min
x∈Ωρ0

λmin(ω(x, u)).

Hơn nữa, ta có

u ≥ u trong Ωρ0 , u = u = ϕ trên Tρ0 , (3.74)

và

Dnu ≥ Dnu trên Tρ0 . (3.75)

Để chứng minh Định lý 3.3.1, luận án sẽ xây dựng các hàm chắn ở gần biên tương tự

như nhóm của N.S. Trudinger đã làm cho trường hợp phương trình kiểu Monge-Ampère

đối xứng. Đặt d = d(x) = dist (x, ∂Ω). Ta có bổ đề sau đây.

Bổ đề 3.3.5 Dưới các giả thiết (3.67)-(3.75), tồn tại các số dương K0, N0 đủ lớn và µ0, ρ

đủ nhỏ sao cho hàm số

ψ0 = 1− eK0

[
(u−u)−µ0d+N0d

2
]
, (3.76)

thỏa mãn

Lψ0 ≤ −ε0

n∑
i=1

F ii − ε0 trong Ωρ, ψ0 ≥ 0 trên ∂Ωρ, (3.77)

với hằng số dương ε0 nào đó, trong đó K0, N0, µ0, ρ, ε0 chỉ phụ thuộc vào M0,M1, n, a0, δ,

β1, β2, ρ0, A, f, u và Ωρ0 , L là toán tử tuyến tính cho bởi (3.33) và Ωρ := Ω ∩Bρ(0).
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Chứng minh. Giả sử uε = u− ε

2
|x|2, với hằng số dương ε sẽ được xác định sau. Khi đó ta

có thể chọn ε ∈ (0, 1) đủ nhỏ sao cho ω(x, uε) > 0 trong Ωρ0 và

λuε ≥ k0λu > 0, (3.78)

với hằng số dương k0 nào đó thỏa mãn k0 > δ, trong đó λuε = min
x∈Ωρ0

λmin(ω(x, uε)). Đặt

v = (u− u)− µ0d+N0d
2
. (3.79)

Khi đó v =
ε

2
|x|2 + uε − u− µ0d + N0d

2
. Xét L là toán tử tuyến tính cho bởi (3.33). Chú

ý L
(
d

2)
= 2 d(Ld) + 2F ijDidDjd, ta có

Lv = εF ii − εF ij(DpkAij +DpkBij)(x, u,Du)xk

+ F ij
[
Dijuε − (Aij +Bij)(x, uε, Duε) + 2N0DidDjd

]
− F ij

[
Diju− (Aij +Bij)(x, u,Du)

]
+ F ij [(Aij +Bij)(x, uε, Duε)− (Aij +Bij)(x, u,Duε)]

+ F ij
[
(Aij +Bij)(x, u,Duε)− (Aij +Bij)(x, u,Du)

− (DpkAij +DpkBij)(x, u,Du)Dk(uε − u)
]
− µ0(Ld) + 2N0d(Ld).

(3.80)

Trước tiên, ta giả thiết ρ < 1 đủ nhỏ sao cho B+
2ρ(0) =

{
x ∈ Rn+ : |x| < 2ρ

}
⊂ Ωρ0 . Khi đó

Ωρ ⊂ B+
2ρ(0) ⊂ Ωρ0 . Từ Bổ đề 3.2.3, (3.71) và chú ý d(x) = xn với mọi x = (x1, . . . , xn) ∈

Ωρ0 , ta có |Ld| ≤ CF ii, và do đó

−µ0(Ld) + 2N0d(Ld) ≥ −C(µ0 + 2N0ρ)F ii, trong Ωρ, (3.81)

trong đó C phụ thuộc vào các đại lượng M0,M1, n, δ, β2, A, u và Ωρ0 . Trong chứng minh

này, nếu không nói gì thêm, ta ký hiệu C để chỉ hằng số dương phụ thuộc vào các đại lượng

như thế.

Cũng nhờ Bổ đề 3.2.3 và (3.71), ta nhận được∣∣F ij(DpkAij +DpkBij)xk
∣∣ ≤ |x|(|DpA|+

√
n δβ2λu)F ii, (3.82)

trong đó |DpA| =
(∑n

i,j,k=1 |DpkAij|2
)1/2

.

Bây giờ, ta sẽ chứng minh đánh giá sau với hằng số ρ đủ nhỏ,

F ij
[
(Aij +Bij)(x, uε, Duε)− (Aij +Bij)(x, u,Duε)

]
≥ −ε

4
F ii, trong Ωρ. (3.83)

Thật vậy, bằng cách áp dụng định lý Lagrange cho hàm h1(t) := F ij(Aij +Bij)(x, tuε+

(1− t)u,Duε) và sử dụng Bổ đề 3.2.3, (3.67) và (3.70), ta nhận được

F ij
[
(Aij +Bij)(x, uε, Duε)− (Aij +Bij)(x, u,Duε)

]
= h1(1)− h1(0)

= h′1(t1) = (uε − u)
[
F ij(DzAij +DzBij)(x, z,Duε)

]
≥ −|uε − u|

(
|DzA(x, z,Duε)|+ δβ1λu

)
F ii ≥ −h0

(
2M1 +

ε

2

)
|x|F ii,
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trong đó z = t1uε + (1− t1)u, t1 ∈ (0, 1), h0 := max
(x,z,p)∈V

|DzA(x, z, p)|+ δβ1λu ≥ 0, với

V := {(x, z, p) ∈ Ωρ0 × R× Rn : |z| ≤M0 + 1/2, |p| ≤M1 + 1}.

Ở đây, ta đã sử dụng đánh giá

|(uε − u)(x)| ≤ |u(x)− u(0)|+ |u(x)− u(0)|+ ε

2
|x|2 ≤

(
2M1 +

ε

2

)
|x|,

điều này được suy ra từ (3.67), u(0) = u(0) và ρ ∈ (0, 1). Từ đó ta có, nếu h0 = 0 thì

(3.83) được thỏa mãn, còn nếu h0 > 0 thì (3.83) được thỏa mãn nếu ρ đủ nhỏ sao cho

ρ < min
{

ε
16M1h0

, 1
4h0

}
. Như vậy, (3.83) được chứng minh.

Tiếp theo, ta giả thiết

µ0 + 2N0ρ ≤ 1. (3.84)

Bằng cách áp dụng khai triển Taylor tại t = 0 cho hàm h2(t) := F ij(Aij +Bij)(x, u, tDuε+

(1− t)Du), từ Bổ đề 3.2.3, (3.57), (3.67), (3.72), (3.79) và (3.84), ta thu được

F ij
[
(Aij +Bij)(x, u,Duε)− (Aij +Bij)(x, u,Du)

− (DpkAij +DpkBij)(x, u,Du)Dk(uε − u)
]

= h2(1)− h2(0)− h′2(0)

=
1

2
h′′2(t2) =

1

2
F ij(Aij,k` +Bij,k`)(x, u, p)DkvD`v

+
ε

2
F ij(Aij,k` +Bij,k`)(x, u, p)

[
εxk − 2Dkv − 2(µ0 − 2N0d)Dkd

]
x`

+
1

2
(µ0 − 2N0d)F ij(Aij,k` +Bij,k`)(x, u, p)

[
2Dkv + (µ0 − 2N0d)Dkd

]
D`d

≥ 1

2
F ij(Aij,k` +Bij,k`)(x, u, p)DkvD`v −

ε

2
(4M1 + 1)(|DppA|+ 2na0)|x|F ii

− C(µ0 + 2N0ρ)F ii,

(3.85)

trong đó p = t2Duε + (1− t2)Du, t2 ∈ (0, 1), |DppA| =
(∑n

i,j,k,`=1 |Dpkp`Aij|2
)1/2

, hằng số

C phụ thuộc thêm vào a0, không phụ thuộc vào µ0 và N0. Ở đây, ta đã sử dụng đánh giá

sau

|εx− 2Dv − 2(µ0 − 2N0d)Dd| = |εx− 2(Du−Du)| ≤ 4M1 + 1,

điều này được suy ra từ (3.67) và (3.79).

Từ (3.69), ta có µ(B) ≤ δmin{λu, λu}, trong đó µ(B) được xác định bởi (0.22) với Γ được

thay bởi Ωρ0 × R × Rn. Khi đó từ (3.78), ta có µ(B) ≤ δ′λuε , trong đó δ′ = δ
k0
∈ [0, 1).

Đặt δ∗ = max{δ, δ′} ∈ [0, 1). Dễ thấy R(x, u), R(x, uε) ∈ Dδ∗,µ(B), trong đó Dδ∗,µ(B) là tập

hợp được xác định tương tự như (0.26) với δ, µ lần lượt được thay bởi δ∗, µ(B). Chú ý

Dd⊗Dd ≥ 0, từ đó ta suy ra R(0) ≡ R(x, u), R(1) ≡ R(x, uε)+2N0Dd⊗Dd ∈ Dδ∗,µ(B). Do

đó ta có thể áp dụng Định lý 2.2.21 về tính d-lõm của hàm F (R) = log(detR) với R(0), R(1)

và thu được

F ij
[
Dijuε − (Aij +Bij)(x, uε, Duε) + 2N0DidDjd

]
− F ij

[
Diju− (Aij +Bij)(x, u,Du)

]
≥ log detR(1) − log detR(0) − d(n, δ∗)

≥ log det
[
ω(x, uε) + 2N0Dd⊗Dd

]
− f̂(x, u,Du)− d(n, δ∗),

(3.86)
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trong đó d(n, δ∗) = 2nδ∗2
(

1 + 4n2δ∗2

1−δ∗2

)
, bất đẳng thức cuối được suy ra từ Mệnh đề 2.2.2

và (3.31).

Từ (3.78) và chú ý các giá trị riêng của Dd⊗Dd là 0, . . . , 0, 1, ta suy ra

det
[
ω(x, uε) + 2N0Dd⊗Dd

]
≥
(
λuε
)n−1(

λuε + 2N0

)
≥
(
k0λu

)n−1(
k0λu + 2N0

)
.

Do đó ta có thể giả thiết đại lượng log det[ω(x, uε) + 2N0Dd⊗Dd] là lớn tùy ý bằng cách

chọn N0 đủ lớn. Giả sử N0 đủ lớn sao cho

log det
[
ω(x, uε) + 2N0Dd⊗Dd

]
≥ max

V

∣∣f̂(x, z, p)
∣∣+ d(n, δ∗) + M̃, (3.87)

trong đó M̃ là hằng số dương sẽ được xác định sau.

Đặt

m0 := max
(x,z,p)∈V

[
|DpA(x, z, p)|+ 4M1 + 1

2
|DppA(x, z, p)|

]
+
√
n δβ2λu + na0(4M1 + 1).

Giả sử ρ đủ nhỏ sao cho ρ < 1
4m0

. Khi đó từ (3.80)-(3.83) và (3.85)-(3.87), ta nhận được

Lv ≥ ε

2
F ii+

1

2
F ij(Aij,k`+Bij,k`)(x, u, p)DkvD`v−C(µ0+2N0ρ)F ii+M̃, trong Ωρ. (3.88)

Ta chọn

µ0 =
ε

8C
và ρ <

ε

16N0C
đủ nhỏ. (3.89)

Khi đó µ0 + 2N0ρ <
ε

4C . Vì C không phụ thuộc vào µ0 và N0, nên ta có thể giả thiết C đủ

lớn sao cho (3.84) được thỏa mãn.

Từ (3.88) và (3.89), ta có

Lv ≥ ε

4
F ii +

1

2
F ij(Aij,k` +Bij,k`)(x, u, p)DkvD`v + M̃.

Đặt φ0 = eK0v với hằng số dương K0 sẽ được xác định sau. Ta có

Lφ0 = K0e
K0vLv +K2

0e
K0vF ijDivDjv

≥ K0e
K0v
[ε

4
F ii +

1

2
F ij(Aij,k` +Bij,k`)(x, u, p)DkvD`v +K0F

ijDivDjv + M̃
]
.

Bằng phép quay các tọa độ, không mất tính tổng quát, ta giả thiết Dv = (D1v, 0, . . . , 0)

tại điểm tùy ý cho trước thuộc Ωρ. Khi đó ta có

Lφ0 ≥ K0e
K0v
[ε

4
F ii +

1

2
F ij(Aij,11 +Bij,11)(x, u, p)(D1v)2 +K0F

11(D1v)2 + M̃
]
. (3.90)

Từ (3.32), (3.40), (3.41) và (3.72), ta có

F ij(Aij,11 +Bij,11) ≥ −2θ
n∑
i=1

|A1i,11|F ii −
(

1

2θ

∑
i

|A1i,11|+ |A11,11|+ a0

)
F 11.
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Do đó từ (3.90), ta thu được

Lφ0 ≥ K0e
K0v

[(ε
4
− θ|A1i,11(x, u, p)|(D1v)2

)
F ii + M̃

+

(
K0 −

1

4θ

n∑
i=1

|A1i,11(x, u, p)| − 1

2
|A11,11(x, u, p)| − 1

2
a0

)
(D1v)2F 11

]
.

(3.91)

Bây giờ, ta chọn

θ =
ε

8(2M1 + 1)2 max
i,j,k,`

max
(x,z,p)∈V

|Aij,k`(x, z, p)|
,

rồi chọn K0 đủ lớn sao cho

K0 ≥ max
(x,z,p)∈V

(
1

4θ

n∑
i=1

|A1i,11(x, z, p)|+ 1

2
|A11,11(x, z, p)|

)
+

1

2
a0.

Khi đó từ (3.67), (3.79), (3.84) và (3.91), ta có

Lφ0 ≥ K0e
K0v
(ε

8
F ii + M̃

)
, trong Ωρ.

Do đó từ (3.67), (3.79) và (3.84), ta suy ra

Lφ0 = Lφ0 −Dpk f̂(x, u,Du)Dkφ0

≥ K0e
K0v
(ε

8
F ii + M̃ − |Dv|

∣∣Dpf̂(x, u,Du)
∣∣)

≥ K0e
−K0(2M0+µ0)

(ε
8
F ii + M̃ − (2M1 + 1)

∣∣Dpf̂(x, u,Du)
∣∣) , trong Ωρ.

(3.92)

Chọn M̃ =
ε

8
+ (2M1 + 1) max

(x,z,p)∈V

∣∣Dpf̂(x, z, p)
∣∣. Ta chú ý là hằng số M̃ bây giờ mới được

xác định, do đó các hằng số N0 và ρ cũng được chọn để đảm bảo cho (3.87) và (3.89) lần

lượt được thỏa mãn. Từ (3.92), ta nhận được

Lφ0 ≥ ε0

(
F ii + 1

)
, trong Ωρ,

trong đó ε0 =
ε

8
K0e

−K0(2M0+µ0). Từ đánh giá này và chú ý Lψ0 = L(1 − φ0), ta suy ra

được bất đẳng thức thứ nhất trong (3.77).

Từ (3.74) và (3.76), ta có ψ0 = 0 trên ∂Ω∩B(0; ρ). Hơn nữa, từ (3.74), (3.79) và (3.89),

ta có

v ≤ (−µ0 +N0d)d ≤ (−µ0 +N0ρ)d ≤ − ε

16C
d ≤ 0, trên Ω ∩ ∂B(0; ρ).

Suy ra φ0 = eK0v ≤ 1 và vì thế ψ0 = 1−φ0 ≥ 0 trên Ω∩ ∂B(0; ρ). Do đó ta nhận được bất

đẳng thức thứ hai trong (3.77). Bổ đề được chứng minh. �

Trước khi tiếp tục chứng minh Định lý 3.3.1, luận án sẽ làm rõ hơn tính chất của toán

tử tuyến tính L xác định bởi (3.33) qua nhận xét sau.
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Nhận xét 3.3.6 Ta dễ thấy toán tử tuyến tính L cho bởi (3.33) được biểu diễn dưới dạng

L = aij(x)Dij + bi(x)Di,

trong đó

aij(x) =
F ij(x) + F ji(x)

2
,

bi(x) = −
n∑

k,`=1

F k`(x) [DpiAk`(x, u,Du) +DpiBk`(x, u,Du)]−Dpif(x, u,Du),

với i, j = 1, . . . , n. Rõ ràng các hàm hệ số aij(x), bi(x) thuộc C(Ωρ0). Mặt khác, từ (3.32)

và R(x, u) > 0, ta suy ra [aij ]n×n = R−1+(R−1)T

2 > 0 trong Ωρ0 . Do đó toán tử L là elliptic

đều trong Ωρ0 và thỏa mãn các giả thiết của nguyên lý so sánh (Định lý 1.3.3).

Tiếp tục chứng minh Định lý 3.3.1. Trước tiên, ta sẽ thiết lập đánh giá

|D2u(0)| ≤ C. (3.93)

Để nhận được (3.93) ta sẽ lần lượt chứng minh các khẳng định sau.

Khẳng định 1. Ta có đánh giá cho các đạo hàm cấp hai theo phương tiếp tuyến

|Dαβu(0)| ≤ C, α, β = 1, . . . , n− 1. (3.94)

Thật vậy, từ (3.74) ta có u = u trên Tρ0 và do đóDαβu(0) = Dαβu(0), α, β = 1, . . . , n−1.

Từ đây ta suy ra đánh giá (3.94).

Khẳng định 2. Ta có đánh giá cho các đạo hàm cấp hai hỗn hợp theo các phương tiếp tuyến

và pháp tuyến

|Dαnu(0)| ≤ C, α = 1, . . . , n− 1. (3.95)

Thật vậy, áp dụng phương trình (3.36) với ξ = eα, α = 1, . . . , n, ta nhận được

L(Dαu) = F ij(DxαAij +DzAijDαu+DxαBij +DzBijDαu) +Dxα f̂ +Dzf̂Dαu. (3.96)

Từ Bổ đề 3.2.3, (3.70), (3.71) và (3.96), ta có

|L(Dα(u− u))| ≤ C
(
F ii + 1

)
, α = 1, . . . , n− 1, trong Ωρ, (3.97)

trong đó ρ là hằng số dương đã được xác định trong Bổ đề 3.3.5. Mặt khác, vì u = u trên

Tρ0 , nên ta có Dα(u− u) = 0 trên Tρ0 với α = 1, . . . , n− 1. Do đó

|Dα(u− u)| ≤ C|x|2, trên ∂Ωρ, α = 1, . . . , n− 1. (3.98)

Với hàm chắn ψ0 đã được xây dựng trong Bổ đề 3.3.5, tức là ψ0 = 1− eK0[(u−u)−µ0xn+N0x2n],

ta xét một hàm chắn mới ψ1 = aψ0 + b|x|2, trong đó a, b là các hằng số dương nào đó. Từ

(3.77), ta có với a� b,

Lψ1 ≤ −
aε0

2
(1 + F ii) trong Ωρ, ψ1 ≥ b|x|2 trên ∂Ωρ.
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Từ hệ thức trên và (3.97), (3.98), ta có với a� b� 1,

|L(Dα(u− u))|+ Lψ1 ≤ 0 trong Ωρ, |Dα(u− u)| ≤ ψ1 trên ∂Ωρ,

trong đó α = 1, . . . , n − 1. Do đó từ Nhận xét 3.3.6, ta có thể áp dụng nguyên lý so

sánh (Định lý 1.3.3) và nhận được |Dα(u − u)| ≤ ψ1 trong Ωρ. Từ bất đẳng thức này và

Dα(u − u)(0) = ψ1(0) = 0, ta suy ra |Dαn(u − u)(0)| ≤ Dnψ1(0). Ở đây, từ (3.74) ta có

Dnψ1(0) = aDnψ0(0) ≥ 0. Do đó ta nhận được (3.95).

Khẳng định 3. Ta có đánh giá cho đạo hàm cấp hai theo phương véc tơ pháp tuyến

|Dnnu(0)| ≤ C. (3.99)

Thật vậy, từ tính elliptic của u ta có Trω(0, u) > 0. Khi đó từ (3.94), ta nhận được

đánh giá đối với cận dưới của Dnnu(0),

Dnnu(0) ≥
n∑
i=1

Aii(0, u(0), Du(0))−
n−1∑
i=1

Diiu(0) ≥ −C.

Như vậy ta chỉ cần chứng minh

Dnnu(0) ≤ C. (3.100)

Chú ý Bnn = 0, từ (3.1) ta có

(Dnnu− Ann(x, u,Du)) detR′(x, u) +H = f(x, u,Du), (3.101)

trong đó R′(x, u) = ω′(x, u) − B′, ω′(x, u) = [Dαβu− Aαβ(x, u,Du)]1≤α,β≤n−1, B
′ =

[Bαβ(x, u,Du)]1≤α,β≤n−1 và H là đại lượng không phụ thuộc vào Dnnu − Ann(x, u,Du).

Từ (3.94) và (3.95) ta suy ra H là bị chặn tại x = 0. Mặt khác, từ Mệnh đề 2.2.2 ta có

detR′(x, u) ≥ detω′(x, u) > 0. Do đó từ (3.101), ta nhận thấy (3.100) sẽ được chứng minh

nếu ta chứng minh được đại lượng detω′(0, u) có một cận dưới dương.

Ký hiệu Sn−1 là tập hợp gồm các véc tơ đơn vị trong Rn−1.Với véc tơ ξ′ = (ξ1, . . . , ξn−1) ∈
Sn−1 cố định, ta đặt

Q(x, ξ′) : = Q[u](x, ξ′) = (ω′(x, u)ξ′, ξ′) =
[
Dαβu− Aαβ(x, u,Du)

]
ξαξβ

=
[
Dαβϕ− Aαβ(x, ϕ,D′ϕ,Dnu)

]
ξαξβ, trên Tρ0 ,

với Q > 0 nhờ tính elliptic của u. Ở đây D′ = (D1, . . . , Dn−1) là ký hiệu gradient tiếp

tuyến. Với xn ≥ 0, ta đặt ϕ(x′, xn) = ϕ(x′, 0) và

Q(x, ξ′) =
[
Dαβϕ− Aαβ(x, ϕ,D′ϕ,Dnu)

]
ξαξβ.

Khi đó D′ϕ(x′, 0) = D′ϕ(x′, 0) và Q(x, ξ′) = Q(x, ξ′), với mọi x = (x′, 0) ∈ Tρ0 . Hơn nữa,

ta dễ thấy hàm Q là bị chặn trên tập Ωρ0 × Sn−1. Do đó ta có thể chọn hằng số K đủ
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lớn sao cho hàm Q̃(x, ξ′) := Q(x, ξ′) + K|x|2 đạt giá trị cực tiểu trên Tρ0 × Sn−1 tại điểm

(x, ξ
′
), với x ∈ Tρ ⊂ Tρ0 và

Q̃(x, ξ′) ≥ Q̃(x, ξ
′
), ∀(x, ξ′) ∈ ∂Ωρ × Sn−1, (3.102)

trong đó ρ là hằng số đã được xác định trong Bổ đề 3.3.5. Bằng tính toán, ta có

LQ̃(x, ξ
′
) ≤ −L(Dnu)DpnAαβξαξβ − F ijDinuDjnuDpnpnAαβξαξβ + C(F ii + 1).

Từ tính chính quy của A và [F ij ]n×n > 0, ta có

−F ijDinuDjnuDpnpnAαβξαξβ = −(F ijDinuDjnu)(DpnpnAαβξαξβ) ≤ 0.

Từ phương trình (3.96) với α = n, Bổ đề 3.2.3, (3.70), (3.71), (3.73) và các đánh giá trên,

ta thu được

LQ̃(x, ξ
′
) ≤ C

(
F ii + 1

)
, trong Ωρ. (3.103)

Bây giờ, ta tiếp tục lợi dụng hàm chắn ψ0(x) đã được xây dựng trong Bổ đề 3.3.5 như trên.

Từ (3.77), (3.102) và (3.103), ta có thể chọn được một số dương h đủ lớn sao cho hàm số

ψ2 = −hψ0 + Q̃
(
x, ξ
′)

thỏa mãn

Lψ2(x) ≥ LQ̃
(
x, ξ
′)

trong Ωρ, ψ2(x) ≤ Q̃
(
x, ξ
′)

trên ∂Ωρ.

Do đó, từ nguyên lý so sánh (Định lý 1.3.3), ta nhận được ψ2(x) ≤ Q̃
(
x, ξ
′)

trong Ωρ. Từ

bất đẳng thức này và chú ý ψ2(x) = Q̃
(
x, ξ
′)
, ta suy ra Dnψ2(x) ≤ DnQ̃

(
x, ξ
′)

và do đó

Dnnu(x)DpnAαβ(x, ϕ,D′ϕ,Dnu)ξαξβ ≤ C. (3.104)

Từ (3.74), ta có

Q[u](x, ξ′) =
[
Dαβu− Aαβ(x, u,D′u,Dnu)

]
ξαξβ ≥ λu|ξ′|2 = λu > 0, ∀(x, ξ′) ∈ Tρ0 × Sn−1.

(3.105)

Từ (3.67) và (3.75), ta có

0 ≤ Dn(u− u) ≤ 2M1, trên Tρ0 . (3.106)

Bằng cách sử dụng khai triển Taylor và tính chính quy của A, ta suy ra

Q[u]
(
x, ξ
′)−Q[u]

(
x, ξ
′) ≥ Dn(u− u)(x)DpnAαβ(x, ϕ,D′ϕ,Dnu)ξαξβ. (3.107)

Bây giờ ta sẽ chỉ ra Q
(
x, ξ
′)

có một cận dưới dương. Điều này là dễ thấy từ (3.105)-(3.107)

nếu Dn(u − u)(x) = 0 hoặc Q[u]
(
x, ξ
′) ≥ τ0

2 , trong đó τ0 = λu. Do đó ta chỉ còn chứng

minh cho trường hợp là Dn(u−u)(x) > 0 và Q[u]
(
x, ξ
′)
<
τ0

2
. Thật vậy, từ (3.105)-(3.107),

ta thu được DpnAαβ(x, ϕ,D′ϕ,Dnu)ξαξβ >
τ0

4M1
. Từ đánh giá này và (3.104), ta suy ra
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Dnnu(x) ≤ C. Khi đó từ (3.26), (3.73) và chú ý Diiu(x) = Diiu(x), i = 1, . . . , n, ta dễ dàng

thu được một cận dưới dương cho Q(x, ξ
′
).

Ta đã vừa chỉ ra Q(x, ξ
′
) có một cận dưới dương. Từ khẳng định này và chú ý

Q(0, ξ′) = Q̃(0, ξ′) ≥ Q̃(x, ξ
′
) ≥ Q(x, ξ

′
), ∀ξ′ ∈ Sn−1,

ta nhận thấy Q(0, ξ′) cũng có một cận dưới dương. Do đó ta thu được một cận dưới dương

cho detω′(0, u), và vì thế từ (3.101), ta suy ra Dnnu(0) ≤ C. Như vậy ta nhận được (3.100)

và từ đó (3.99) được chứng minh.

Từ các đánh giá (3.94), (3.95) và (3.99), ta suy ra (3.93). Bằng cách sử dụng phép tịnh

tiến hệ tọa độ, ta nhận được |D2u(x)| ≤ C trên Tρ. Như vậy, với điểm x0 ∈ ∂Ω tùy ý, ta

có đánh giá |D2u(x)| ≤ C trong một cân cận đủ nhỏ của x0 ở trên biên. Bằng cách phủ

biên ∂Ω bởi một họ hữu hạn các lân cận như thế, ta thu được đánh giá (3.47). Từ (3.47)

và ω(x, u) = D2u− A(x, u,Du), ta suy ra (3.48). Định lý 3.3.1 được chứng minh. �

3.4 Đánh giá Hölder toàn cục đối với các đạo hàm cấp hai

của nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet cho phương

trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng

Trong các Mục 3.2 và 3.3, luận án đã đánh giá được chuẩn trong C2(Ω) đối với nghiệm δ-

elliptic u(x) ∈ C4(Ω) của bài toán Dirichlet (3.1)-(3.2) qua chuẩn của nó trong C1(Ω). Việc

thiết lập đánh giá trong C1(Ω) này sẽ được thực hiện trong Mệnh đề 3.5.2. Bình thường,

trong các bài báo khoa học về bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu Monge-Ampère đối

xứng, công việc đánh giá trong C2,α(Ω) có thể coi là kết thúc. Điều này có được bởi vì sau

khi có đánh giá trong C2(Ω), bằng việc sử dụng tính lõm của hàm log(detω) trên tập lồi

các ma trận đối xứng xác định dương ω ∈ Rn×n và các kỹ thuật do L.C. Evans và N.V.

Krylov đề xuất, người ta có thể đánh giá được chuẩn trong C2,α(Ω) đối với nghiệm elliptic

của bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu Monge-Ampère đối xứng ([11], Section 17.4

và Section 17.8). Trong bài báo [2] của Danh mục các công trình liên quan đến luận án,

việc chứng minh kết quả tương tự cho phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng

chỉ được chúng tôi nêu ra một cách ngắn gọn. Trong mục này, để hoàn thiện việc trình

bày, luận án sẽ thiết lập đánh giá Hölder toàn cục đối với các đạo hàm cấp hai của nghiệm

δ-elliptic của bài toán Dirichlet (3.1)-(3.2) qua chuẩn của nó trong C2(Ω). Nội dung của

mục này được tham khảo từ các tài liệu [6, 11, 14, 21, 23, 24].

3.4.1 Đánh giá Hölder bên trong miền đối với các đạo hàm cấp hai của nghiệm

δ-elliptic của phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng

Trong mục này, luận án sẽ thiết lập đánh Hölder bên trong miền Ω đối với các đạo hàm

cấp hai của nghiệm δ-elliptic của phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng (3.1).
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Kết quả chính của mục này là định lý dưới đây.

Định lý 3.4.1 Cho u(x) ∈ C4(Ω) là nghiệm δ-elliptic của phương trình (3.1) với δ ∈ [0, 1),

trong đó f(x, z, p) > 0 trong Γ. Giả sử u thỏa mãn

sup
x∈Ω
|u(x)| ≤M0, sup

x∈Ω
|Du(x)| ≤M1, sup

x∈Ω
|D2u(x)| ≤M2, (3.108)

trong đó M0,M1 và M2 là các hằng số dương. Khi đó với mọi hình cầu BR0 ⊂ Ω và R ≤ R0,

ta có đánh giá sau

osc
BR

D2u ≤ C

(
R

R0

)α0
(

osc
BR0

D2u+Rα0
0

)
, (3.109)

trong đó α0 ∈ (0, 1) là hằng số phụ thuộc vào M0,M1,M2, n, δ, A, f và Ω, còn hằng số

C > 0 phụ thuộc thêm vào B; ở đây, osc
BR

D2u := sup
x,y∈BR

|D2u(x) −D2u(y)|, BR0 và BR là

các hình cầu đồng tâm.

Chứng minh của định lý trên được dựa vào chứng minh của Định lý 17.14 ([11]) áp

dụng cho một lớp phương trình đạo hàm riêng phi tuyến hoàn toàn có dạng tổng quát

F (x, u,Du,D2u) = 0 với hai giả thiết quan trọng: F là elliptic đều đối với u và F là lõm

theo biến r trên miền giá trị của D2u. Đối với phương trình kiểu Monge-Ampère elliptic

đối xứng thì các giả thiết này luôn thỏa mãn vì một khi nó là elliptic đối với u thì nó là

elliptic đều và tính lõm được thỏa mãn (Mệnh đề 2.1.1). Do đó việc chứng minh kết quả

tương tự Định lý 17.14 nói trên trong trường hợp này là rất thuận lợi. Để chứng minh Định

lý 3.4.1 khi phương trình có dạng không đối xứng, luận án phải sử dụng các kết quả đã

được thiết lập như các Hệ quả 2.2.7, 2.2.15, công thức (3.26) để suy ra được các giả thiết

tương tự như trên (Bổ đề 3.4.5 dưới đây), cũng như sử dụng tính d-lõm của hàm số kiểu

Monge-Ampère không đối xứng (Định lý 2.2.20) để nhận được các đánh giá tương tự như

trong chứng minh của Định lý 17.14 ([11]).

Để chứng minh Định lý 3.4.1, ta cần đến một số bổ đề bổ trợ sau đây.

Bổ đề 3.4.2 ([11], Bổ đề 8.23) Cho w và σ là các hàm không giảm xác định trên khoảng

(0, R0], nhận giá trị không âm và thỏa mãn

w(τR) ≤ γw(R) + σ(R), ∀R ∈ (0, R0],

với các hằng số 0 < γ, τ < 1. Khi đó với các hằng số µ ∈ (0, 1) và R ∈ (0, R0] tùy ý, ta có

w(R) ≤ C

[(
R

R0

)α
w(R0) + σ

(
RµR1−µ

0

)]
,

trong đó C = C(γ, τ) và α = α(γ, τ, µ) là các hằng số dương; cụ thể, ta có

α =
(1− µ) log γ

log τ
.
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Bổ đề 3.4.3 ([11], Bổ đề 17.13) Ký hiệu S[λ,Λ] là tập hợp các ma trận đối xứng xác định

dương trong Rn×n và có các giá trị riêng thuộc đoạn [λ,Λ], trong đó 0 < λ < Λ. Khi đó

tồn tại một tập hợp gồm hữu hạn véc tơ đơn vị γ1, . . . , γN ∈ Rn và các số dương λ∗ < Λ∗,

chỉ phụ thuộc vào n, λ và Λ sao cho với ma trận tùy ý A = [aij ]n×n ∈ S[λ,Λ], ta biểu diễn

được dưới dạng

A =
N∑
k=1

βkγk ⊗ γk hay aij =
N∑
k=1

βkγkiγkj, i, j = 1, . . . , n,

trong đó N ≤ n(n+ 1)

2
và λ∗ ≤ βk ≤ Λ∗, k = 1, . . . , N. Hơn nữa, tập {γk, k = 1, . . . , N} có

thể được chọn sao cho nó chứa các tập {ei, i = 1, . . . , n} và
{

1√
2

(ei ± ej), 1 ≤ i < j ≤ n

}
.

Cho hàm số không âm g ∈ C(BR), trong đó BR là hình cầu bán kính R trong Rn. Đặt

Φp,R(g) :=

(
1

|BR|

∫
BR

gp

)1/p

, p ∈ (0,+∞). (3.110)

Bổ đề 3.4.4 Cho các hàm gi ∈ C(BR), gi ≥ 0 trong BR, i = 1, . . . ,m. Khi đó, với hằng

số p ∈ (0,+∞) tùy ý, ta có đánh giá sau

Φp,R

(
m∑
i=1

gi

)
≤ m1+1/p

m∑
i=1

Φp,R(gi). (3.111)

Chứng minh. Giả sử a1, . . . , am và s là các đại lượng không âm tùy ý, khi đó ta có( m∑
i=1

ai

)s
≤ ms

(
max
i
ai

)s
≤ ms

m∑
i=1

asi .

Do đó, từ (3.110) ta có

Φp,R

(
m∑
i=1

gi

)
=

 1

|BR|

∫
BR

(
m∑
i=1

gi

)p1/p

≤

 1

|BR|

∫
BR

mp
m∑
i=1

gpi

1/p

= m

 m∑
i=1

1

|BR|

∫
BR

gpi

1/p

≤ mm1/p
m∑
i=1

 1

|BR|

∫
BR

gpi

1/p

= m1+1/p
m∑
i=1

Φp,R(gi).

Từ đó ta nhận được (3.111). Bổ đề được chứng minh. �

Giả sử u(x) là một nghiệm δ-elliptic của phương trình (3.1) đã được cố định. Tương tự

như trong các mục trước, ta có thể biểu diễn (3.1) dưới dạng tương đương

F (R(x, u)) := log detR(x, u) = f̂(x, u,Du), trong Ω, (3.112)
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trong đó R(x, u) = D2u − A(x, u,Du) − B(x, u,Du) = ω(x, u) − B(x, u,Du) := R(x) và

f̂ = log f. Hơn nữa, ta có với i, j, k, ` = 1, . . . , n,

F ij(x) :=
∂F (R(x))

∂Rij
= Rji(x), F ij,k`(x) :=

∂2F (R(x))

∂Rij∂Rk`
= −R`i(x)Rjk(x), (3.113)

trong đó R(x) = [Rij(x)]n×n, R
−1(x) =

[
Rij(x)

]
n×n. Đặt ω(x) := ω(x, u).

Bổ đề 3.4.5 Giả sử các giả thiết của Định lý 3.4.1 được thỏa mãn và F là toán tử cho bởi

(3.112). Khi đó ta có các khẳng định sau:

(i) F là elliptic đều đối với u và thỏa mãn

λ|ξ|2 ≤ F ij(x) + F ji(x)

2
ξiξj ≤ Λ|ξ|2, ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, (3.114)

trong đó λ và Λ là các hằng số dương phụ thuộc vào M0,M1,M2, n, δ, A, f và Ω.

(ii) Với mọi x ∈ Ω, ta có

F ij,k`(x)PijPk` ≤ −ε0|P |2, ∀P = [Pij ]n×n ∈ Rn×n, P T = P, (3.115)

trong đó ε0 là hằng số dương phụ thuộc vào M0,M1,M2, n, δ, A và Ω.

Chứng minh. (i) Từ (3.108), ta suy ra

λmax(ω(x)) ≤ Λ0, ∀x ∈ Ω, (3.116)

trong đó Λ0 là hằng số dương phụ thuộc vào M0,M1,M2, A và Ω. Mặt khác, ta nhận thấy

R(x) ∈ Dδ,µ(B) và do đó ta có đánh giá (3.26). Từ (3.26) và (3.116), ta suy ra

λmin(ω(x)) ≥ λ0, ∀x ∈ Ω, (3.117)

trong đó λ0 =
(1 + δ2)−[n

2
]f0

Λn−1
0

, f0 = min
x∈Ω,|z|≤M0,|p|≤M1

f(x, z, p).

Từ (3.113), (3.116), (3.117) và Hệ quả 2.2.7, ta dễ dàng thu được (3.114) bằng cách chọn

λ =
1

(1 + δ2)Λ0
, Λ =

1

λ0
=

Λn−1
0

(1 + δ2)−[n
2

]f0

. (3.118)

(ii) Từ Hệ quả 2.2.15 và (3.116), ta dễ dàng thu được (3.115) bằng cách chọn ε0 =
1− δ2

(1 + δ2)2Λ2
0

. Bổ đề được chứng minh. �

Hệ quả 3.4.6 Giả sử λ và Λ là các hằng số dương thỏa mãn (3.114). Khi đó tồn tại một

tập hợp các véc tơ đơn vị {γk, k = 1, . . . , N} và các số dương λ∗ < Λ∗, chỉ phụ thuộc vào

n, λ và Λ sao cho

Rij(x) +Rji(x)

2
=

N∑
k=1

βk(x)γkiγkj, ∀x ∈ Ω, i, j = 1, . . . , n, (3.119)

trong đó λ∗ ≤ βk(x) ≤ Λ∗, k = 1, . . . , N. Hơn nữa, tập {γk, k = 1, . . . , N} có thể được chọn

sao cho nó chứa các tập {ei, i = 1, . . . , n} và
{

1√
2

(ei ± ej), 1 ≤ i < j ≤ n

}
.
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Chứng minh. Từ (3.113) và (3.114), ta có{
R−1(x) +

(
R−1

)T
(x)

2
, x ∈ Ω

}
⊂ S[λ,Λ].

Do đó ta có thể áp dụng Bổ đề 3.4.3 và suy ra kết luận của hệ quả. �

Hệ quả 3.4.7 Ký hiệu L̃ là toán tử tuyến tính cấp hai cho bởi

L̃ = aij(x)Dij , (3.120)

trong đó aij(x) = F ij(x)+F ji(x)
2 , i, j = 1, . . . , n. Khi đó L̃ là elliptic đều trong Ω và thỏa mãn

λ|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2, ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, (3.121)

trong đó λ và Λ là các hằng số dương thỏa mãn (3.114).

Chứng minh. Kết luận của hệ quả dễ dàng được suy ra từ (3.114). �

Chứng minh của Định lý 3.4.1. Giả sử γ ∈ Rn là véc tơ đơn vị tùy ý. Bằng cách lấy đạo

hàm hai vế của phương trình (3.112) theo γ hai lần, ta thu được phương trình tương tự

(3.37) với véc tơ ξ thay bởi γ. Từ đó ta có

F ijDijγγu = −F ij,k`DijγuDk`γu+KijγDijγu+ Lγ ,

trong đó

Kijγ = 2
n∑

k,`=1

F ij,k`(DγAk` +DγBk`) +
n∑

k,`=1

F k`(DpiAk` +DpiBk`)γj +Dpi f̂γj , i, j = 1, n,

Lγ = F ij
[
DγγAij + (DzzAij)(uγ)2 + (Dpkp`Aij)DkuγD`uγ + (DzAij)uγγ + 2(DγzAij)uγ

+ 2(DγpkAij)Dkuγ + 2(DzpkAij)(Dkuγ)uγ +DγγBij + (DzzBij)(uγ)2

+ (Dpkp`Bij)DkuγD`uγ + (DzBij)uγγ + 2(DγzBij)uγ + 2(DγpkBij)Dkuγ

+ 2(DzpkBij)(Dkuγ)uγ
]
−F ij,k`(DγAij +DγBij)(DγAk` +DγBk`) +Dγγ f̂ +

(
Dzzf̂

)
(uγ)2

+
(
Dpkp` f̂

)
DkuγD`uγ +

(
Dzf̂

)
uγγ + 2

(
Dγzf̂

)
uγ + 2

(
Dγpk f̂

)
Dkuγ + 2

(
Dzpk f̂

)
(Dkuγ)uγ .

Áp dụng đánh giá (3.115) với P = D2uγ , ta có −F ij,k`DijγuDk`γu ≥ ε0|Dijγu|2 và do đó

F ijDijγγu ≥ ε0|Dijγu|2 +KijγDijγu+ Lγ . (3.122)

Từ (3.122), ta nhận được đánh giá sau với mọi véc tơ đơn vị γ ∈ Rn,

F ijDijγγu ≥ KijγDijγu+ Lγ ≥ −
(
K0

∣∣D3u
∣∣+ L0

)
, (3.123)

trong đó K0 và L0 là các hằng số dương phụ thuộc vào M0,M1,M2, n, δ, A,B, f và Ω.
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Với các véc tơ đơn vị γ1, . . . , γN đã được xác định trong Hệ quả 3.4.6, ta đặt

hk =
1

2

(
1 +

Dγkγku

1 +M2

)
, k = 1, . . . , N. (3.124)

Khi đó, 0 < hk < 1, k = 1, . . . , N. Hơn nữa, từ (3.123) và (3.124), ta có

−F ijDijhk ≤
1

2(1 +M2)

(
K0

∣∣D3u
∣∣+ L0

)
. (3.125)

Nhân hai vế của (3.125) với hàm hk, rồi lấy tổng theo chỉ số k từ 1 đến N, ta thu được

−
N∑
k=1

F ij(Dijhk)hk ≤
C(n)

1 +M2

(
K0

∣∣D3u
∣∣+ L0

)
, (3.126)

ở đây, ta chú ý N ≤ n(n+1)
2 . Bây giờ, ta xét hàm số

v =
N∑
k=1

(hk)
2. (3.127)

Ta có

Div = 2
N∑
k=1

hkDihk, Dijv = 2
N∑
k=1

(DihkDjhk + hkDijhk), i, j = 1, . . . , n.

Suy ra
N∑
k=1

DihkDjhk −
1

2
Dijv = −

N∑
k=1

hkDijhk, i, j = 1, . . . , n.

Từ hệ thức này và (3.126), ta nhận được

N∑
k=1

F ijDihkDjhk −
1

2
F ijDijv ≤

C(n)

1 +M2

(
K0

∣∣D3u
∣∣+ L0

)
. (3.128)

Từ Hệ quả 3.4.6, (3.124) và chú ý |a− b|2 ≤ 2(|a|2 + |b|2), với ∀a, b ∈ Rn, ta có

4(1 +M2)2
N∑
k=1

|Dhk|2 ≥
1

4

∑
1≤i<j≤n

[
|D(uii + 2uij + ujj)|2 + |D(uii − 2uij + ujj)|2

]
+

n∑
i=1

|Duii|2 ≥ 2
∑

1≤i<j≤n
|Duij|2 +

n∑
i=1

|Duii|2 =
n∑

i,j=1

|Duij|2 = |D3u|2,

và do đó

|D3u| ≤ 2(1 +M2)

(
N∑
k=1

|Dhk|2
)1/2

. (3.129)

Từ (3.114), ta có
N∑
k=1

F ijDihkDjhk ≥ λ
N∑
k=1

|Dhk|2. (3.130)
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Giả sử ε ∈ (0, 1) là hằng số nào đó sẽ được xác định sau. Đặt

w = wk = hk + εv, k = 1, . . . , N. (3.131)

Từ (3.125) và (3.128)-(3.131), ta có

ελ

N∑
k=1

|Dhk|2 −
1

2
F ijDijw = ελ

N∑
k=1

|Dhk|2 −
1

2
F ijDijhk −

ε

2
F ijDijv

≤ ε

(
N∑
k=1

F ijDihkDjhk −
1

2
F ijDijv

)
− 1

2
F ijDijhk ≤ C

(
K0

1 +M2
|D3u|+ L0

1 +M2

)

≤ C

 K0

1 +M2

2(1 +M2)

(
N∑
k=1

|Dhk|2
)1/2

+
L0

1 +M2

 ,
và do đó

ελ
N∑
k=1

|Dhk|2 −
1

2
F ijDijw ≤ C

K0

(
N∑
k=1

|Dhk|2
)1/2

+
L0

1 +M2

 , C = C(n).

Từ đánh giá này và bất đẳng thức Cauchy, ta suy ra

F ijDijw ≥ 2ελ
N∑
k=1

|Dhk|2 −

2
√
ελ

(
N∑
k=1

|Dhk|2
)1/2

( CK0

2
√
ελ

)
− C L0

1 +M2

≥ 2ελ
N∑
k=1

|Dhk|2 −

(
2ελ

N∑
k=1

|Dhk|2 +
C2K2

0

8ελ

)
− C L0

1 +M2
≥ −C

(
K2

0

ελ
+

L0

1 +M2

)
.

Như vậy, với w = wk, k = 1, . . . , N, ta có

F ijDijw ≥ −λµ, µ =
C(n)

λ

(
K2

0

ελ
+

L0

1 +M2

)
. (3.132)

Giả sử BR và B2R là hai hình cầu đồng tâm tùy ý trong Ω, có bán kính lần lượt là R

và 2R. Với s = 1, 2 và k = 1, . . . , N, ta đặt

Wks = sup
BsR

wk, Mks = sup
BsR

hk, mks = inf
BsR

hk,

ω(sR) =
N∑
k=1

oschk =
N∑
k=1

(Mks −mks).
(3.133)

Từ (3.132), ta có với k = 1, . . . , N,

L̃(Wk2 − wk) = F ijDij(Wk2 − wk) ≤ λµ, trong Ω,

trong đó L̃ là toán tử cho bởi (3.120). Từ Hệ quả 3.4.7 và chú ý Wk2 − wk ≥ 0 trong B2R,

ta có thể áp dụng định lý Harnack (Định lý 1.3.8) cho hàm Wk2 − wk và nhận được

Φp,R(Wk2 − wk) =

 1

|BR|

∫
BR

(Wk2 − wk)p
1/p

≤ C(Wk2 −Wk1 + µR2), (3.134)
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trong đó p và C là các hằng số dương chỉ phụ thuộc vào n, λ và Λ.

Từ (3.127), (3.131), (3.133) và chú ý 0 < hk < 1, ta có với k = 1, . . . , N,

Wk2 − wk = sup
B2R

wk − wk = sup
B2R

(
hk + ε

N∑
k=1

(hk)
2

)
−

(
hk + ε

N∑
k=1

(hk)
2

)

≥

(
sup
B2R

hk + ε
N∑
k=1

(
inf
B2R

hk

)2
)
−

(
hk + ε

N∑
k=1

(hk)
2

)

=

(
sup
B2R

hk − hk
)
−ε

N∑
k=1

(
hk + inf

B2R

hk

)(
hk − inf

B2R

hk

)
≥ (Mk2 − hk)− 2ε

N∑
k=1

(
sup
B2R

hk − inf
B2R

hk

)
= (Mk2 − hk)− 2εω(2R), trong B2R,

trong đó bất đẳng thức thứ ba được suy ra từ đánh giá sau

sup
B2R

(
hk + ε

N∑
k=1

(hk)
2

)
≥ sup

B2R

hk − sup
B2R

(
−ε

N∑
k=1

(hk)
2

)
≥ sup

B2R

hk + ε
N∑
k=1

(
inf
B2R

hk

)2
.

Từ hệ thức trên, ta có với k = 1, . . . , N,

Mk2 − hk ≤ Wk2 − wk + 2εω(2R), trong B2R. (3.135)

Tương tự như trên và chú ý inf
BR

hk ≥ inf
B2R

hk, ta có với k = 1, . . . , N,

Wk2 −Wk1 = sup
B2R

(
hk + ε

N∑
k=1

(hk)
2

)
− sup

BR

(
hk + ε

N∑
k=1

(hk)
2

)

≤

(
sup
B2R

hk + ε

N∑
k=1

(
sup
B2R

hk

)2
)
−

(
sup
BR

hk + ε
N∑
k=1

(
inf
BR

hk

)2
)

= (Mk2 −Mk1) + ε
N∑
k=1

(
sup
B2R

hk + inf
BR

hk

)(
sup
B2R

hk − inf
BR

hk

)

≤ (Mk2 −Mk1) + 2ε
N∑
k=1

(Mk2 −mk2) = Mk2 −Mk1 + 2εω(2R).

(3.136)

Từ Bổ đề 3.4.4 và (3.134)-(3.136), ta có với k = 1, . . . , N,

Φp,R(Mk2 − hk) ≤ Φp,R(Wk2 − wk + 2εω(2R))

≤ 21+1/p[Φp,R(Wk2 − wk) + Φp,R(2εω(2R))]

≤ C
[
Wk2 −Wk1 + µR2 + 2εω(2R)

]
≤ C

[
Mk2 −Mk1 + µR2 + εω(2R)

]
,

và do đó

Φp,R(Mk2 − hk) ≤ C
[
Mk2 −Mk1 + µR2 + εω(2R)

]
, C = C(n, λ,Λ). (3.137)
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Từ Bổ đề 3.4.4, (3.137) và chú ý p phụ thuộc vào n, λ và Λ, ta có với ` cố định, ` = 1, . . . , N,

Φp,R

∑
k 6=`

(Mk2 − hk)

 ≤ (N − 1)1+1/p
∑
k 6=`

Φp,R(Mk2 − hk)

≤ C

∑
k 6=`

(Mk2 −Mk1) + µR2 + εω(2R)


≤ C

[
(1 + ε)ω(2R)− ω(R) + µR2

]
, C = C(n, λ,Λ),

(3.138)

trong đó bất đẳng thức cuối được suy ra từ đánh giá sau∑
k 6=`

(Mk2 −Mk1) ≤
N∑
k=1

(Mk2 −Mk1) ≤
N∑
k=1

[(Mk2 −mk2)− (Mk1 −mk1)] = ω(2R)− ω(R).

Tiếp theo, ta sẽ đánh giá cận trên cho Φp,R(hk − mk2), k = 1, . . . , N. Cho các điểm

x ∈ B2R, y ∈ BR tùy ý. Bằng cách áp dụng Định lý 2.2.20 cho hàm F (R) = log(detR) đối

với hai ma trận R(0) = R(y), R(1) = R(x) và sử dụng các công thức (3.117), (3.118), ta có

logf(x, u,Du)− log f(y, u,Du) = F (R(x))− F (R(y))

≤
n∑

i,j=1

F ij(R(y))(Rij(x)−Rij(y)) +
Λ2

2

(
1 +

4n2δ2

1− δ2

)
|B(x, u,Du)−B(y, u,Du)|2.

Do đó từ (3.112), (3.114), Bổ đề 3.2.3 và định lý giá trị trung bình, ta suy ra(
F ij + F ji

)
(R(y))

2
(Diju(y)−Diju(x)) ≤ D0|x− y|, (3.139)

trong đó D0 là hằng số dương phụ thuộc vào M0,M1,M2, n, δ, A,B, f và Ω.

Từ (3.113), (3.119) và (3.124), ta có(
F ij + F ji

)
(R(y))

2
(Diju(y)−Diju(x)) =

N∑
k=1

βk(y)γkiγkj (Diju(y)−Diju(x))

=
N∑
k=1

βk(y) (Dγkγku(y)−Dγkγku(x)) = 2(1 +M2)
N∑
k=1

βk(y)(hk(y)− hk(x)),

trong đó λ∗ ≤ βk(y) ≤ Λ∗, k = 1, . . . , N. Từ đây và (3.139), ta suy ra

N∑
k=1

βk(y)(hk(y)− hk(x)) ≤ D0|x− y|
2(1 +M2)

≤ 3D0R

2(1 +M2)
=

3

2
λµ̃R, µ̃ =

D0

λ(1 +M2)
, (3.140)

và vì thế, ta có với ` cố định,

h`(y)− h`(x) ≤ 1

λ∗
[β`(y)(h`(y)− h`(x))]

=
1

λ∗

 N∑
k=1

βk(y)(hk(y)− hk(x)) +
∑
k 6=`

βk(y)(hk(x)− hk(y))


≤ C

µ̃R +
∑
k 6=`

(Mk2 − hk(y))

 , C = C(n, λ,Λ).
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Như vậy, với ` = 1, . . . , N, ta có

h`(y)−m`2 = sup
x∈B2R

(h`(y)− h`(x)) ≤ C

µ̃R +
∑
k 6=`

(Mk2 − hk(y))

 , ∀y ∈ BR,
và do đó từ Bổ đề 3.4.4 và (3.138), ta nhận được

Φp,R(h` −m`2) ≤ C

Φp,R (µ̃R) + Φp,R

∑
k 6=`

(Mk2 − hk(y))


≤ C

[
(1 + ε)ω(2R)− ω(R) + µ̃R + µR2

]
, C = C(n, λ,Λ).

(3.141)

Từ Bổ đề 3.4.4, (3.137) và áp dụng đánh giá (3.141) với ` = k, ta có

Φp,R(Mk2 −mk2) = Φp,R [(Mk2 − hk) + (hk −mk2)]

≤ 21+1/p [Φp,R(Mk2 − hk) + Φp,R(hk −mk2)]

≤ C
[
(1 + ε)ω(2R)− ω(R) +Mk2 −Mk1 + µ̃R + µR2

]
, k = 1, . . . , N,

và do đó

Φp,R(ω(2R)) = Φp,R

(
N∑
k=1

(Mk2 −mk2)

)
≤ N1+1/p

N∑
k=1

Φp,R(Mk2 −mk2)

≤ C

[
N(1 + ε)ω(2R)−Nω(R) +

N∑
k=1

(Mk2 −Mk1) +Nµ̃R +NµR2

]
≤ C

[
(1 + ε)ω(2R)− ω(R) + µ̃R + µR2

]
, C = C(n, λ,Λ),

trong đó bất đẳng thức cuối được suy ra từ đánh giá sau

N∑
k=1

(Mk2 −Mk1) ≤
N∑
k=1

(Mk2 −mk2)−
N∑
k=1

(Mk1 −mk1) = ω(2R)− ω(R).

Từ đánh giá trên và chú ý Φp,R(ω(2R)) = ω(2R), ta nhận được

ω(2R) ≤ C
[
(1 + ε)ω(2R)− ω(R) + µ̃R + µR2

]
,

và do đó

ω(R) ≤
(

1 + ε− 1

C

)
ω(2R) +

(
µ̃R + µR2

)
,

trong đó C = C(n, λ,Λ), C không phụ thuộc vào ε mặc dù µ có phụ thuộc vào đại lượng

này. Ta luôn có thể chọn C sao cho C >
1

2
, khi đó bằng cách chọn ε =

1

2C
∈ (0, 1), ta có

ω(R) ≤ δ̃ω(2R) +
(
µ̃R + µR2

)
, (3.142)

trong đó δ̃ = 1− 1

2C
∈ (0, 1), δ̃ chỉ phụ thuộc vào n, λ và Λ.
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Giả sử BR0 ⊂ Ω và ký hiệu BR là hình cầu đồng tâm với BR0 , R ≤ R0. Vì các hằng số

δ̃, µ và µ̃ trong đánh giá (3.142) không phụ thuộc vào R nên từ (3.142), ta suy ra

ω

(
R

2

)
≤ δ̃ω(R) +

(
1

2
µ̃R +

1

4
µR2

)
≤ δ̃ω(R) +

(
µ̃R + µR2

)
, ∀R ≤ R0. (3.143)

Do đó ta có thể áp dụng Bổ đề 3.4.2 với τ =
1

2
∈ (0, 1), γ = δ̃ ∈ (0, 1) và σ(R) = µ̃R+µR2

và thu được

ω(R) ≤ C

[(
R

R0

)α0

ω(R0) + µ̃RµR1−µ
0 + µR2µR2−2µ

0

]
, ∀R ≤ R0, (3.144)

với mọi µ ∈ (0, 1), trong đó C = C(γ, τ) = C(n, λ,Λ) và α0 =
(1− µ) log δ̃

log 1/2
.

Ta chọn µ sao cho µ =
(1− µ) log δ̃

log 1/2
. Khi đó α0 = µ =

log δ̃

log 1/2 + log δ̃
∈ (0, 1) và từ (3.144),

ta thu được

ω(R) ≤ C

(
R

R0

)α0 (
ω(R0) + µ̃R0 + µR2

0

)
, ∀R ≤ R0, (3.145)

trong đó C và α0 ∈ (0, 1) là các hằng số chỉ phụ thuộc vào n, λ và Λ.

Từ (3.124) và (3.133), ta có

ω(R0) =
1

2(1 +M2)

N∑
k=1

osc
BR0

Dγkγku ≤ N osc
BR0

D2u ≤ n(n+ 1)

2
osc
BR0

D2u, (3.146)

trong đó bất đẳng thức thứ hai dễ dàng được suy ra từ đánh giá sau

|Dγkγku(x)−Dγkγku(y)| =
∣∣((D2u(x)−D2u(y)

)
γk, γk

)∣∣ ≤ ∣∣D2u(x)−D2u(y)
∣∣ , ∀x, y.

Tiếp theo, ta sẽ đánh giá cận dưới đối với ω(R). Ta có:

• Với γk = ei, thì osc
BR

Dγkγku = osc
BR

Diiu.

• Với γk =
1√
2

(ei + ej), thì

osc
BR

Dγkγku = sup
BR

(
1

2
Diiu+Diju+

1

2
Djju

)
− inf

BR

(
1

2
Diiu+Diju+

1

2
Djju

)
.

• Với γk =
1√
2

(ei − ej), thì

osc
BR

Dγkγku = sup
BR

(
1

2
Diiu−Diju+

1

2
Djju

)
− inf

BR

(
1

2
Diiu−Diju+

1

2
Djju

)
= −inf

BR

(
−1

2
Diiu+Diju−

1

2
Djju

)
+ sup

BR

(
−1

2
Diiu+Diju−

1

2
Djju

)
.
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Từ các hệ thức trên và chú ý tập {γk, k = 1, . . . , N} chứa các tập {ei, i = 1, . . . , n} và

{1/
√

2(ei ± ej), 1 ≤ i < j ≤ n}, ta dễ dàng suy ra

N∑
k=1

osc
BR
Dγkγku ≥ osc

BR
Diiu+ 2

∑
i<j

(
sup
BR

Diju− inf
BR
Diju

)
=

n∑
i,j=1

osc
BR

Diju ≥ osc
BR

D2u.

Từ đây và (3.124), (3.133), ta có

ω(R) =
1

2(1 +M2)

N∑
k=1

osc
BR

Dγkγku ≥
1

2(1 +M2)
osc
BR

D2u. (3.147)

Từ các đánh giá (3.145)-(3.147), ta nhận được

osc
BR

D2u ≤ C(1 +M2)

(
R

R0

)α0
(
osc
BR0

D2u+ µ̃R0 + µR2
0

)
, ∀R ≤ R0,

trong đó C và α0 ∈ (0, 1) là các hằng số chỉ phụ thuộc vào n, λ và Λ, µ và µ̃ là các hằng số

dương lần lượt được xác định bởi (3.132) và (3.140). Từ đánh giá này và chú ý các hằng

số λ,Λ phụ thuộc vào M0,M1,M2, n, δ, A, f và Ω, ta nhận được đánh giá (3.109). Định lý

được chứng minh. �

Từ Định lý 3.4.1, ta dễ dàng suy ra được hệ quả sau đây.

Hệ quả 3.4.8 Giả sử các giả thiết của Định lý 3.4.1 được thỏa mãn. Khi đó với miền con

tùy ý Ω′ ⊂⊂ Ω, ta có đánh giá [
D2u

]
α0;Ω′

≤ C, (3.148)

trong đó α0 ∈ (0, 1) là hằng số đã được xác định trong Định lý 3.4.1, C là hằng số dương

phụ thuộc vào M0,M1,M2, n, δ, A,B, f,Ω và dist (Ω′, ∂Ω).

3.4.2 Đánh giá Hölder tại điểm tùy ý trên biên đối với các đạo hàm cấp

hai của nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu

Monge-Ampère không đối xứng

Trong mục này, luận án sẽ thiết lập đánh giá Hölder đối với các đạo hàm cấp hai của

nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet (3.1)-(3.2) tại điểm tùy ý trên biên và với bậc

α ∈ (0, 1) tùy ý. Kết quả chính của mục này là định lý dưới đây.

Định lý 3.4.9 Cho u(x) ∈ C4(Ω) là nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet (3.1)-(3.2),

trong đó f(x, z, p) > 0 trong Γ, ϕ(x) ∈ C4(Ω) và ∂Ω ∈ C4. Giả sử u thỏa mãn

sup
x∈Ω
|u(x)| ≤M0, sup

x∈Ω
|Du(x)| ≤M1, sup

x∈Ω
|D2u(x)| ≤M2, (3.149)

trong đó M0,M1 và M2 là các hằng số dương. Khi đó với hằng số α ∈ (0, 1) tùy ý, ta có

|D2u(x)−D2u(x0)| ≤ C|x− x0|α, ∀x0 ∈ ∂Ω, x ∈ Ω, (3.150)

trong đó C là hằng số dương phụ thuộc vào α,M0,M1,M2, n, δ, A,B, f, ϕ và Ω.
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Chứng minh của định lý trên được dựa trên chứng minh của các Định lý 17.26, 17.26′

([11]) và tài liệu tham khảo [14]. Ý tưởng ở đây là ta cần thiết lập đánh giá nửa chuẩn

Hölder đối với các đạo hàm cấp hai của nghiệm trong lân cận đủ nhỏ của điểm biên x0 ∈ ∂Ω

tùy ý cho trước, rồi dùng lý thuyết phủ biên ∂Ω bởi một họ hữu hạn các lân cận đủ nhỏ.

Để làm được điều đó, ta làm phẳng phần biên trong lân cận đủ nhỏ của x0, rồi thiết lập

đánh giá trong không gian Lp, p ∈ (1,+∞) đối với các đạo hàm cấp ba của nghiệm để từ đó

có thể áp dụng được Định lý Morrey 1.2.6. Theo Định lý 1.3.9, việc thiết lập các đánh giá

trong Lp liên quan mật thiết đến việc đánh giá môđun liên tục của các hàm hệ số của một

toán tử elliptic tuyến tính hóa cấp hai và từ đó dẫn đến việc phải đánh giá được môđun

liên tục của các đạo hàm cấp hai của nghiệm tại x0.

a) Làm phẳng biên và đưa về điều kiện biên bằng không

Ta nhận thấy dạng của bài toán Dirichlet (3.1)-(3.2) và các giả thiết của Định lý 3.4.9

là bất biến dưới các phép tịnh tiến và phép quay các tọa độ. Do đó, với điểm x0 ∈ ∂Ω tùy

ý cho trước, không mất tính tổng quát, ta có thể giả thiết x0 trùng với gốc tọa độ và véc

tơ pháp tuyến trong đơn vị của biên ∂Ω tại điểm này có giá nằm trên trục tọa độ xn và

hướng theo chiều dương của trục này. Khi đó phần biên ∂Ω, nằm trong một lân cận N đủ

nhỏ của x0, là đồ thị của hàm

xn = h(x′), x′ = (x1, . . . , xn−1),

trong đó h ∈ C4, h(0) = 0 và Dh(0) = 0. Bây giờ, ta sẽ làm phẳng phần biên này. Cụ thể,

ta xét vi đồng phôi ψ = (ψ1, . . . , ψn) cho bởi

y = ψ(x) = (x′, xn − h(x′)), x = (x′, xn) ∈ Ω, y ∈ Ω̃ := ψ(Ω). (3.151)

Với phép đổi biến (3.151), ta đặt

v(y) = u(x)− ϕ(x) hay u(x) = v(y) + ϕ(x). (3.152)

Bằng tính toán, ta có

Du = JDv +Dϕ,

D2u = JD2vJT +
n∑
k=1

vkD
2ψk +D2ϕ,

(3.153)

trong đó J = [Jij ]n×n =
[∂ψj
∂xi

]
n×n là ma trận được xác định tương tự như trong (3.50).

Chú ý det J = 1, khi đó bài toán Dirichlet (3.1)-(3.2) được đưa về dạng

det
[
D2v − Ã(y, v,Dv)− B̃(y, v,Dv)

]
= f̃(y, v,Dv) trong Ω̃, (3.154)

v = 0 trên ∂Ω̃, (3.155)
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trong đó
Ã(y, z, p) = J−1

[
A(ψ−1(y), z + ϕ, Jp+Dϕ)−

∑n
k=1 pkD

2ψk −D2ϕ
](
J−1

)T
,

B̃(y, z, p) = J−1B
(
ψ−1(y), z + ϕ, Jp+Dϕ

)(
J−1

)T
,

f̃(y, z, p) = f
(
ψ−1(y), z + ϕ, Jp+Dϕ

)
.

(3.156)

Rõ ràng ÃT = Ã, B̃T = −B̃ và f̃ > 0 trong Ω̃×R×Rn. Hơn nữa, bằng các lập luận tương

tự như trong Mục 3.4.1, ta suy ra tồn tại hằng số ρ0 > 0 đủ nhỏ sao cho Bρ0(0) ⊂ Ñ và

v(y) là nghiệm δ̃-elliptic của (3.154) trong Ω̃ρ0 := Ω̃ ∩Bρ0(0) với 0 < δ̃ < 1.

Mặt khác, vì ψ ∈ C4 và khả nghịch nên ta suy ra tồn tại các hằng 0 < µ1 ≤ µ2 sao cho

µ1|x− x| ≤ |ψ(x)− ψ(x)| ≤ µ2|x− x|, ∀x, x ∈ Ω. (3.157)

Điều này có nghĩa là khoảng cách trong x-không gian là tương đương với khoảng cách trong

y-không gian.

b) Chứng minh của Định lý 3.4.9

Giả sử x0 ∈ ∂Ω là điểm tùy ý cho trước. Từ các lập luận trong mục trên, ta có thể giả

thiết x0 = 0 và phần biên ∂Ω nằm trong một lân cận đủ nhỏ của x0 có dạng phẳng. Cụ

thể, tồn tại hằng số ρ0 ∈ (0, 1) đủ nhỏ sao cho

Ωρ0 := Ω ∩Bρ0(0) = {x ∈ Rn | |x| < ρ0, xn > 0},

Tρ0 := ∂Ω ∩Bρ0(0) = {x ∈ Rn | |x| < ρ0, xn = 0}.

Thay vì bài toán (3.154)-(3.155), ta xét bài toán sau, trong đó ẩn hàm v(y) được ký hiệu

trở lại thành u(x),

det
[
D2u− A(x, u,Du)−B(x, u,Du)

]
= f(x, u,Du), trong Ωρ0 , (3.158)

u = 0, trên Tρ0 . (3.159)

Các giả thiết của Định lý 3.4.9 tiếp tục được thỏa mãn trong Ωρ0 . Cụ thể, ta giả thiết

u(x) ∈ C4(Ωρ0) là nghiệm δ-elliptic của bài toán (3.158)-(3.159) và thỏa mãn (3.149), trong

đó f(x, z, p) > 0 trong Ωρ0 × R × Rn, các hằng số mới M0,M1,M2, δ phụ thuộc vào ψ, ϕ

và các giá trị ban đầu của nó. Khi đó ta vẫn nhận được các hệ thức (3.112), (3.113), Bổ

đề 3.4.5, Hệ quả 3.4.6 và Hệ quả 3.4.7 trong Ωρ0 .

Mệnh đề sau đây thiết lập đánh giá Hölder đối với các đạo hàm cấp hai của nghiệm

trong lân cận đủ nhỏ của điểm x0 = 0.

Mệnh đề 3.4.10 Với hằng số α ∈ (0, 1) tùy ý, ta có đánh giá

|D2u(x)−D2u(x)| ≤ C|x− x|α, ∀x, x ∈ Ωρ1 , (3.160)

trong đó ρ1 ∈ (0, ρ0) và C là các hằng số dương phụ thuộc vào α,M0,M1,M2, n, δ, A,B, f,

ρ0 và Ωρ0 .
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Để chứng minh mệnh đề trên, trước tiên ta sẽ thiết lập đánh giá đối với môđun liên tục

của các đạo hàm cấp hai tại điểm biên x0 = 0. Cụ thể, ta có các bổ đề sau đây.

Bổ đề 3.4.11 Ta có đánh giá∣∣D2u(x)−D2u(0)
∣∣ ≤ C̃|x|β, ∀x ∈ Tρ0 , (3.161)

trong đó β ∈ (0, 1) phụ thuộc vào M0,M1,M2, n, δ, A, f và Ωρ0 , còn C̃ > 0 phụ thuộc thêm

vào B và ρ0.

Chứng minh. Ký hiệu Hij là phần bù đại số của Rij trong định thức detR với R = R(x, u).

Khai triển định thức này theo cột n, từ (3.158) ta có

(unn − Ann)Hnn = RnnHnn = f −
n−1∑
i=1

RinHin. (3.162)

Từ (3.113), (3.114) và (3.158), ta suy ra

Hnn = Rnn detR = Rnnf(x, u,Du) ≥ λf0 > 0, trong Ωρ0 ,

trong đó f0 = min
x∈Ωρ0 ,|z|≤M0,|p|≤M1

f(x, z, p) > 0. Do đó từ (3.162), ta có

unn =
f −

∑n−1
i=1 RinHin + AnnHnn

Hnn
= L (x, u,Du, (uk`)1≤k≤n−1,1≤`≤n) .

Bằng cách sử dụng định lý giá trị trung bình đối với vế phải của hệ thức trên, ta suy ra

|unn(x)− unn(0)| ≤ C

(
sup

1≤k≤n−1,1≤`≤n
|uk`(x)− uk`(0)|+ |x|

)
, ∀x ∈ Tρ0 , (3.163)

trong đó C là hằng số dương phụ thuộc vào λ,M0,M1,M2, n, δ, A,B, f và Ωρ0 .

Từ (3.159), ta có uk`|Tρ0 = 0, k, ` = 1, . . . , n − 1. Từ hệ thức này và (3.163) ta nhận thấy

để chứng minh (3.161), ta chỉ cần chứng minh đánh giá sau

|ukn(x)− ukn(0)| ≤ C|x|β, ∀x ∈ Tρ0 , k = 1, . . . , n− 1. (3.164)

Thật vậy, bằng cách lấy đạo hàm hai vế của (3.112) theo biến xk, ta có

F ij
(
Dijku−DxkAij −DzAijDku−Dp`AijDk`u−DxkBij −DzBijDku

−Dp`BijDk`u
)

= Dxk f̂ +Dzf̂Dku+Dp` f̂Dk`u, k = 1, . . . , n− 1.
(3.165)

Với chỉ số k cố định, k = 1, . . . , n−1, từ (3.159) và (3.165), ta suy ra hàm uk thuộc C
2(Ωρ0)

và thỏa mãn

L̃uk = gk(x) trong Ωρ0 , uk = 0 trên Tρ0 , (3.166)
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trong đó L̃ là toán tử tuyến tính cho bởi (3.120) với các hàm hệ số aij(x) ∈ C(Ωρ0), hàm

vế phải gk(x) ∈ C(Ωρ0) cho bởi

gk(x) = F ij
(
DxkAij +DzAijDku+Dp`AijDk`u+DxkBij +DzBijDku+Dp`BijDk`u

)
+Dxk f̂ +Dzf̂Dku+Dp` f̂Dk`u.

Từ (3.166) và Hệ quả 3.4.7, ta có thể áp dụng Định lý Krylov 1.3.10 trong B+
ρ0 = Ωρ0 và

nhận được đánh giá

osc
Tρ

∂uk
∂xn
≤ C

(
ρ

ρ0

)β (
sup
Ωρ0

|Duk|+
ρ0

λ
sup
Ωρ0

|gk|

)
, ∀ρ ≤ ρ0, k = 1, . . . , n− 1,

trong đó β ∈ (0, 1) và C chỉ phụ thuộc vào n, λ và Λ. Từ đây suy ra

osc
Tρ
ukn ≤ Cρβ, ∀ρ ≤ ρ0, k = 1, . . . , n− 1,

trong đó C phụ thuộc vào n, λ,Λ, ρ0, |D2u|0;Ωρ0
và |gk|0;Ωρ0

. Từ đánh giá này và chú ý các

hằng số λ và Λ phụ thuộc vào M0,M1,M2, n, δ, A, f và Ωρ0 , ta lần lượt suy ra (3.164) và

(3.161). Bổ đề được chứng minh. �

Bổ đề 3.4.12 Giả sử

|D2u(x)−D2u(0)| ≤ ε′, ∀x ∈ Tρ′ , (3.167)

trong đó ρ′ ∈ (0, ρ0) và ε′ là các hằng số dương. Khi đó ta có

|D2u(x)−D2u(0)| ≤ C ′ε′ + C ′′|x|, ∀x ∈ Ωρ′ , (3.168)

trong đó C ′ ≥ 1 phụ thuộc vào M0,M1,M2, n, δ, A, f và Ωρ0 , C
′′ > 0 phụ thuộc thêm vào

B, ρ0 và ρ′.

Chứng minh. Cho véc tơ đơn vị γ ∈ Rn tùy ý. Từ (3.122) và bất đẳng thức Cauchy, ta có

F ijDijγγu ≥ ε0|Dijγu|2 +

(
− 1

4ε0
|Kijγ|2 − ε0|Dijγu|2

)
+ Lγ ≥ −C1, trong Ωρ0 , (3.169)

trong đó C1 là hằng số dương phụ thuộc vào M0,M1,M2, n, δ, A,B, f và Ωρ0 .

Giả sử BR(y) là hình cầu ngoại tiếp biên ∂Ωρ0 tại x0 = 0. Xét hàm w cho bởi

w(x) = τ
(
R−σ − |x− y|−σ

)
= τ

(
R−σ − r−σ

)
, r = |x− y|, (3.170)

trong đó τ và σ là các hằng số dương sẽ được xác định sau. Bằng tính toán, ta có

Di

(
R−σ − r−σ

)
= σr−σ−1Dir,

Dij

(
R−σ − r−σ

)
= −σ(σ + 1)r−σ−2DirDjr + σr−σ−1Dijr

= −σ(σ + 1)r−σ−4(xi − yi)(xj − yj) + σr−σ−1

(
δij
r
− (xi − yi)(xj − yj)

r3

)
= −σ(σ + 2)r−σ−4(xi − yi)(xj − yj) + σr−σ−2δij .
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Từ hệ thức này và (3.170), ta có

F ijDijw = τσr−σ−2F ij
[
δij − (σ + 2)r−2(xi − yi)(xj − yj)

]
= τσr−σ−2

[
F ii − (σ + 2)r−2F ij(xi − yi)(xj − yj)

]
≤ τσr−σ−2[nΛ− (σ + 2)λ],

trong đó bất đẳng thức cuối được suy ra từ (3.114). Ta chọn σ > 0 đủ lớn sao cho

nΛ − (σ + 2)λ ≤ −1. Từ hệ thức này và chú ý r ≤ R + ρ0, ta có thể chọn τ đủ lớn

sao F ijDijw ≤ −τσ(R+ ρ0)−σ−2 ≤ −1. Như vậy, với các hằng số τ và σ đủ lớn, phụ thuộc

vào n, λ,Λ, ρ0 và R, ta có

F ijDijw ≤ −1, trong Ωρ0 . (3.171)

Từ (3.114), (3.169) và (3.171), ta có đánh giá sau với hằng số C2 > 0 đủ lớn

L̃

(
ε′ + C2w(x) + 2M2

|x|2

ρ′2

)
≤ −C2 +

4nM2Λ

ρ′2
≤ −C1 ≤ L̃(Dγγu(x)−Dγγu(0)), ∀x ∈ Ωρ′ ,

trong đó L̃ là toán tử cho bởi (3.120), C2 phụ thuộc vào n,M2,Λ, ρ
′ và C1.

Từ (3.149), (3.167) và chú ý w ≥ 0 trong Ωρ′ , ∂Ωρ′ = Tρ′ ∪ (Ω ∩ ∂Bρ′(0)), ta suy ra

Dγγu(x)−Dγγu(0) ≤ ε′ + C2w(x) + 2M2
|x|2

ρ′2
, ∀x ∈ ∂Ωρ′ .

Từ các hệ thức trên, ta có thể áp dụng nguyên lý so sánh (Định lý 1.3.3) và nhận được

Dγγu(x)−Dγγu(0) ≤ ε′ + C2w(x) + 2M2
|x|2

ρ′2
, ∀x ∈ Ωρ′ .

Mặt khác, ta luôn có thể giả thiết σ ∈ N∗. Bằng cách sử dụng công thức nhị thức Newton,

từ (3.170) và chú ý 0 < ρ′ < 1, ta suy ra

w(x) = τ
|x− y|σ −Rσ

Rσ|x− y|σ
≤ τ
|x− y|σ −Rσ

R2σ
≤ τ

(|x|+R)σ −Rσ

R2σ
≤ C3|x|, ∀x ∈ Ωρ′ ,

trong đó C3 là hằng số dương phụ thuộc vào τ, R và σ.

Từ các đánh giá trên và chú ý ta có thể chọn hình cầu ngoại tiếpBR(y) với y = (0, . . . , 0,−ρ0/4)

và R = ρ0/4, ta suy ra

Dγγu(x)−Dγγu(0) ≤ ε′ + C4|x|, ∀x ∈ Ωρ′ ,

với mọi véc tơ đơn vị γ ∈ Rn và do đó

Dγkγku(x)−Dγkγku(0) ≤ ε′ + C4|x|, ∀x ∈ Ωρ′ , k = 1, . . . , N, (3.172)

trong đó γ1, . . . , γN là các véc tơ đơn vị đã được xác định trong Hệ quả 3.4.6, C4 là hằng

số dương phụ thuộc vào M0,M1,M2, n, δ, A,B, f,Ωρ0 , ρ0 và ρ′.

Bây giờ, ta sẽ chứng minh

Dγkγku(0)−Dγkγku(x) ≤ C5ε
′ + C6|x|, ∀x ∈ Ωρ′ , k = 1, . . . , N, (3.173)
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trong đó C5 ≥ 1 là hằng số phụ thuộc vào M0,M1,M2, n, δ, A, f và Ωρ0 , C6 ≥ C4 cũng phụ

thuộc vào các đại lượng này và B, ρ0 và ρ′. Thật vậy, từ (3.113), (3.119) và lý luận tương

tự như trong chứng minh của Định lý 3.4.1, ta nhận được đánh giá tương tự (3.139),

N∑
k=1

βk(0)(Dγkγku(0)−Dγkγku(x)) =

(
F ij + F ji

)
(R(0))

2
(Diju(0)−Diju(x)) ≤ D0|x|,

với mọi x ∈ Ωρ0 , trong đó 0 < λ∗ ≤ βk(0) ≤ Λ∗, k = 1, . . . , N và D0 là hằng số dương phụ

thuộc vào M0,M1,M2, n, δ, A,B, f và Ωρ0 . Từ đánh giá này và (3.172), ta có

βk(0)
(
Dγkγku(0)−Dγkγku(x)

)
=

N∑
`=1

β`(0)
(
Dγ`γ`u(0)−Dγ`γ`u(x)

)
+
∑
` 6=k

β`(0)
(
Dγ`γ`u(x)−Dγ`γ`u(0)

)
≤ D0|x|+ (N − 1)Λ∗(ε′ + C4|x|), k = 1, . . . , N.

Bằng cách chia hai vế của bất phương trình trên cho βk(0) và chú ý βk(0) ≥ λ∗, N ≤ n(n+1)
2 ,

ta dễ dàng thu được (3.173) với C5 ≥ 1 và C6 ≥ C4.

Bằng cách kết hợp (3.172) và (3.173), ta có

|Dγkγku(x)−Dγkγku(0)| ≤ C5ε
′ + C6|x|, ∀x ∈ Ωρ′ , k = 1, . . . , N. (3.174)

Áp dụng đánh giá (3.174) với γk = ei, ta nhận được

|Diiu(x)−Diiu(0)| ≤ C5ε
′ + C6|x|, i = 1, . . . , n.

Từ hệ thức trên và áp dụng đánh giá (3.174) với γk = 1/
√

2(ei + ej), ta nhận được

|Diju(x)−Diju(0)| ≤ 1

2
|Diiu(x)−Diiu(0)|+ 1

2
|Djju(x)−Djju(0)|

+

∣∣∣∣(1

2
Diiu(x) +Diju(x) +

1

2
Djju(x)

)
−
(

1

2
Diiu(0) +Diju(0) +

1

2
Djju(0)

)∣∣∣∣
≤ 2(C5ε

′ + C6|x|), 1 ≤ i < j ≤ n.

Từ các đánh giá trên ta dễ dàng suy ra (3.168). Bổ đề được chứng minh. �

Chứng minh của Mệnh đề 3.4.10. Ta sẽ thiết lập đánh giá trong Lp cho |D3u| trong một

lân cận đủ nhỏ của x0 = 0. Với mọi p ∈ (1,+∞), từ Hệ quả 3.4.7 và (3.166), ta có thể áp

dụng Định lý 1.3.9 và nhận được đánh giá trong Lp đối với các đạo hàm cấp hai của uk,

‖D2uk‖Lp(Ωρ∗/2) ≤ C(n, p, λ,Λ, ρ∗)
(
‖uk‖Lp(Ωρ∗)

+ ‖gk‖Lp(Ωρ∗)

)
, k = 1, . . . , n−1, (3.175)

trong đó ρ∗ là hằng số dương thỏa mãn

m(ρ∗) = sup
x∈Ωρ0 ,|x|≤ρ∗

|a(x)− a(0)| ≤ m∗, a(x) = [aij(x)]n×n, (3.176)
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trong đó m∗ là hằng số dương phụ thuộc vào n, p và λ.

Bây giờ ta sẽ đánh giá ρ∗. Ký hiệu Hij là phần bù đại số của Rij (i, j = 1, . . . , n) trong

định thức detR(x, u). Từ (3.113) và (3.158), ta có với i, j = 1, . . . , n,

aij(x) =
Rij +Rji

2
=
Hji +Hij

2 detR
=
Hij +Hji

2f
= Lij(x, u(x), Du(x), D2u(x)).

Do đó, bằng cách áp dụng định lý Lagrange cho các hàm số

hij(t) = Lij
(
tx, tu(x) + (1− t)u(0), tDu(x) + (1− t)Du(0), tD2u(x) + (1− t)D2u(0)

)
,

với i, j = 1, . . . , n, ta thu được đánh giá sau với mọi x ∈ Ωρ0 ,

|a(x)− a(0)| ≤
n∑

i,j=1

|aij(x)− aij(0)| =
n∑

i,j=1

|hij(1)− hij(0)|

≤
n∑

i,j=1

sup
t∈[0,1]

|h′ij(t)| ≤ K0(|x|+ |D2u(x)−D2u(0)|),
(3.177)

trong đó K0 là hằng số dương phụ thuộc vàoM0,M1,M2, n, δ, A,B, f và Ωρ0 . Từ đây suy ra

môđun liên tục của ma trận a(x) được đánh giá qua môđun liên tục của ma trận D2u(x).

Với C ′ ≥ 1 là hằng số đã được xác định trong Bổ đề 3.4.12, ta chọn hằng số ε′ > 0 sao

cho K0C
′ε′ < m∗

2 hay ε′ < m∗

2K0C′
. Với ε′ > 0 vừa được xác định, từ Bổ đề 3.4.11 ta suy ra

tồn tại hằng số ρ′ ∈ (0, ρ0) sao cho |D2u(x) −D2u(0)| ≤ C̃|ρ′|β ≤ ε′, với mọi x ∈ Tρ′ . Do

đó từ Bổ đề 3.4.12, ta nhận được (3.168). Kết hợp (3.168) với (3.177), ta có

|a(x)− a(0)| ≤ K0(|x|+ C ′ε′ + C ′′|x|) < K0(1 + C ′′)|x|+ m∗

2
, ∀x ∈ Ωρ′ .

Từ đây ta dễ dàng suy ra (3.176) bằng cách chọn ρ∗ thỏa mãn ρ∗ < min
{
ρ′, m∗

2K0(1+C′′)

}
.

Như vậy, ρ∗ phụ thuộc vào p,M0,M1,M2, n, δ, A,B, f, ρ0 và Ωρ0 .

Từ (3.175) và phương trình (3.165) với k = n, ta dễ dàng suy ra được đánh giá tương

tự cho đạo hàm cấp ba Dnnnu. Từ các đánh giá này và đặt ρ′′ = ρ∗/2, ta nhận được

‖D3u‖Lp(Ωρ′′)
≤ C, (3.178)

trong đó ρ′′ ∈ (0, ρ0) và C > 0 phụ thuộc vào p,M0,M1,M2, n, δ, A,B, f, ρ0 và Ωρ0 .

Chú ý Ωρ′′ = Bρ′′(0) ∩ {xn > 0}. Với các chỉ số i, j cố định, i, j = 1, . . . , n, ta đặt

v(x) =

uij(x), x ∈ Bρ′′(0) ∩ {xn ≥ 0},

−3uij(x1, . . . , xn−1,−xn) + 4uij(x1, . . . , xn−1,−xn/2), x ∈ Bρ′′(0) ∩ {xn < 0}.

Khi đó v ∈ C1(Bρ′′(0)) và v là thác triển của uij lên hình cầu Bρ′′(0). Từ (3.178), ta có

‖Dv‖
Lp
(
Bρ′′(0)

) ≤ C.



83

Giả sử α ∈ (0, 1) là hằng số tùy ý cho trước. Khi đó từ đánh giá trên và áp dụng bất

đẳng thức Hölder (Định lý 1.2.5) với p = n
1−α ∈ (n,+∞), ta có∫

Bρ(y)∩Bρ′′(0)

|Dv(x)|dx ≤ ‖Dv‖
Lp
(
Bρ(y)∩Bρ′′(0)

)‖1‖
Lq
(
Bρ(y)∩Bρ′′(0)

) ≤ C
(
ωnρ

n
)1/q

= Kρn−1+α,

với mọi y ∈ Bρ′′(0) và ρ > 0, trong đó K = Cω
1/q
n , ωn là thể tích hình cầu đơn vị, q = p

p−1

và n
q = n− 1 + α. Từ Định lý Morrey (Định lý 1.2.6), ta suy ra osc

Bρ
v ≤ C(n, α,K)ρα, với

mọi hình cầu Bρ ⊂ Bρ′′(0) và do đó [v]α;Ωρ′′/2
= [uij ]α;Ωρ′′/2

≤ C(n, α,K). Từ đây suy ra

|uij(x)− uij(x)| ≤ C(n, α,K)|x− x|α, ∀x, x ∈ Ωρ′′/2, i, j = 1, . . . , n.

Do đó ta nhận được đánh giá (3.160) với ρ1 = ρ′′/2. Mệnh đề được chứng minh. �

Chứng minh của Định lý 3.4.9. Cho điểm x0 ∈ ∂Ω tùy ý. Nhờ các lập luận trong mục a)

và Mệnh đề 3.4.10, ta có đánh giá

|D2u(x)−D2u(x)| ≤ C|x− x|α, ∀x, x ∈ Ωρ, Ωρ := Ω ∩Bρ(x0),

với mọi α ∈ (0, 1), trong đó ρ và C là các hằng số dương phụ thuộc vào α,M0,M1,M2, n, δ, A,

B, f, ϕ, ψ và Ω. Do đó, từ tính compact của biên ∂Ω, ta có thể phủ biên ∂Ω bởi một số hữu

hạn hình cầu Bρi/2(xi), i = 1, . . . ,m, trong đó xi ∈ ∂Ω sao cho

|D2u(x)−D2u(x)| ≤ Ci|x− x|α, ∀x, x ∈ Ωρi , Ωρi := Ω ∩Bρi(xi), (3.179)

trong đó ρi, Ci là các hằng số dương phụ thuộc vào α,M0,M1,M2, n, δ, A,B, f, ϕ và Ω. Đặt

C0 = max
i=1,m

Ci, ρ0 = min
i=1,m

ρi. (3.180)

Giả sử x0 ∈ ∂Ω là điểm tùy ý cho trước. Khi đó x0 ∈ Bρi0/2(xi0) với i0 nào đó. Cho

điểm x ∈ Ω tùy ý, ta xét hai trường hợp sau:

(i) Trường hợp 1: |x− x0| ≥ ρi0/2. Khi đó từ (3.149) và (3.180), ta có

|D2u(x)−D2u(x0)| ≤ |D
2u(x)−D2u(x0)|

(ρi0/2)α
|x− x0|α ≤ 2(2/ρ0)αM2|x− x0|α. (3.181)

(ii) Trường hợp 2: |x− x0| < ρi0/2. Khi đó |x− xi0| ≤ |x− x0|+ |x0− xi0| < ρi0 . Do đó

x0, x ∈ Bρi0 (xi0) và vì thế x0, x ∈ Ωρi0
. Từ (3.179) và (3.180), ta có

|D2u(x)−D2u(x0)| ≤ Ci0|x− x0|α ≤ C0|x− x0|α. (3.182)

Từ (3.181) và (3.182), ta nhận được đánh giá (3.150) với C = max{2(2/ρ0)αM2, C0}.
Định lý được chứng minh. �
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Hệ quả 3.4.13 Giả sử các giả thiết của Định lý 3.4.9 được thỏa mãn. Khi đó với hằng số

α ∈ (0, 1) tùy ý, ta có đánh giá

osc
BR(x0)∩Ω

D2u ≤ CRα, ∀x0 ∈ ∂Ω, R > 0, (3.183)

trong đó C là hằng số dương phụ thuộc vào α,M0,M1,M2, n, δ, A, B, f, ϕ và Ω.

Chứng minh. Giả sử x và x là các điểm tùy ý thuộc BR(x0) ∩ Ω. Từ Định lý 3.4.9, ta có

|D2u(x)−D2u(x)| ≤ |D2u(x)−D2u(x0)|+ |D2u(x)−D2u(x0)|

≤ C|x− x0|α + C|x− x0|α ≤ 2CRα.

Từ đó ta dễ dàng suy ra (3.183). Hệ quả được chứng minh. �

3.4.3 Đánh giá Hölder toàn cục đối với các đạo hàm cấp hai của nghiệm δ-

elliptic của bài toán Dirichlet

Bằng việc kết hợp các đánh giá Hölder ở bên trong miền và tại các điểm biên tùy ý đã

thiết lập trong các mục trước, ta nhận được định lý sau đây.

Định lý 3.4.14 Giả sử các giả thiết của Định lý 3.4.9 được thỏa mãn. Khi đó ta có

[D2u]α0;Ω ≤ C, (3.184)

trong đó α0 ∈ (0, 1) và C là các hằng số dương phụ thuộc vào M0,M1,M2, n, δ, A,B, f, ϕ

và Ω.

Chứng minh. Giả sử x, y ∈ Ω là các điểm tùy ý cho trước. Đặt d := dist (x, ∂Ω) = |x− x0|,
với điểm x0 ∈ ∂Ω nào đó. Ta xét hai trường hợp sau:

(i) Trường hợp 1: |x−y| < d. Khi đó B|x−y|(x) ⊂ Bd(x) ⊂ Ω. Bằng cách lần lượt áp dụng

Định lý 3.4.1 với BR = B|x−y|(x), BR0 = Bd(x) và Hệ quả 3.4.13 với BR(x0) = B2d(x
0),

α = α0, trong đó α0 ∈ (0, 1) là hằng số được xác định bởi Định lý 3.4.1, ta có

|D2u(x)−D2u(y)| ≤ osc
B|x−y|(x)

D2u ≤ C

(
|x− y|
d

)α0
(

osc
Bd(x)

D2u+ dα0

)
≤ C

(
|x− y|
d

)α0
(

osc
B2d(x0)∩Ω

D2u+ dα0

)
≤ C

(
|x− y|
d

)α0

dα0 ≤ C|x− y|α0 .

(3.185)

(ii) Trường hợp 2: |x− y| ≥ d. Khi đó ta có

|y − x0| ≤ |x− y|+ |x− x0| = |x− y|+ d ≤ 2|x− y|.

Suy ra x, y ∈ B(x0; 2|x − y|). Bằng cách áp dụng Hệ quả 3.4.13 với BR(x0) = B2|x−y|(x
0)

và α = α0, ta có

|D2u(x)−D2u(y)| ≤ osc
B2|x−y|(x0)

D2u ≤ C(2|x− y|)α0 ≤ C|x− y|α0 . (3.186)
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Từ (3.185) và (3.186), ta suy ra

|D2u(x)−D2u(y)| ≤ C|x− y|α0 , ∀x, y ∈ Ω,

và do đó ta nhận được đánh giá (3.184). Định lý được chứng minh. �

3.5 Đánh giá chuẩn C2,α(Ω) đối với nghiệm δ-elliptic của bài

toán Dirichlet

Để kết thúc chương này, luận án sẽ phát biểu và chứng minh một trong những kết quả

chính về đánh giá tiên nghiệm trong C2,α(Ω) đối với nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet

cho phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng. Định lý sau đây là mở rộng của

Định lý 0.0.2 sang trường hợp phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng.

Định lý 3.5.1 Giả sử u(x) ∈ C4(Ω) là nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet (3.1)-

(3.2), trong đó A(x, z, p) = [Aij(x, z, p)]n×n ∈ C
2(Γ;Rn×n), B(x, z, p) = [Bij(x, z, p)]n×n ∈

BC2(Γ;Rn×n), f(x, z, p) ∈ C2(Γ;R), ϕ(x) ∈ C4(Ω) và ∂Ω ∈ C4. Ta cũng giả sử tồn

tại một nghiệm dưới δ-elliptic u(x) ∈ C2(Ω) của bài toán Dirichlet (3.3)-(3.2), trong đó

B(x, z, p) ≡ 0 và u(x) = ϕ(x) trên ∂Ω. Giả sử các điều kiện sau được thỏa mãn:

(i) Ma trận A(x, z, p) thỏa mãn điều kiện cấu trúc

A(x, z, p) ≥ −γ0

(
1 + |p|2

)
E, (3.187)

λmax(A(x, z, 0)) ≥ 0, (3.188)

với mọi x ∈ Ω, z ∈ R, p ∈ Rn, trong đó γ0 là hằng số dương;

(ii) DzA(x, z, p) = [DzAij(x, z, p)]n×n ≥ 0, trong Γ;

(iii) A(x, z, p) là chính quy chặt trong Γ thỏa mãn (3.18) với a0 > 0;

(iv)
∣∣Bij(x, z, p)ξiξj∣∣ ≤ δmin{λu, λu}|ξ|2;

(v)
∣∣DzBij(x, z, p)ξiξj

∣∣ ≤ β1 min{λu, λu}|ξ|2;

(vi)
∣∣DxkBij(x, z, p)ξiξjηk

∣∣, ∣∣DpkBij(x, z, p)ξiξjηk
∣∣ ≤ β2 min{λu, λu}|ξ|2|η|;

(vii)
∣∣Dxkx`Bij(x, z, p)ξiξjηkη`

∣∣, ∣∣Dxkp`Bij(x, z, p)ξiξjηkη`
∣∣ ≤ β3|ξ|2|η|2,∣∣DxkzBij(x, z, p)ξiξjηk

∣∣, ∣∣DzpkBij(x, z, p)ξiξjηk
∣∣ ≤ β3|ξ|2|η|,∣∣DzzBij(x, z, p)ξiξj

∣∣ ≤ β3|ξ|2;

(viii)
∣∣Dpkp`Bij(x, z, p)ξiξjηkη`

∣∣ ≤ b0|ξ|2|η|2;

(ix) f(x, z, p) > 0, trong Γ;
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(x) inf
(x,z,p)∈Γ

(
Dzf

f

)
(x, z, p) ≥ nδ

1 + δ2
β1,

trong đó δ, β1, β2, β3, b0 là các hằng số, 0 ≤ δ < 1, β1 ≥ 0, β2 > 0, β3 > 0, 0 ≤ b0 ≤ a0, các

điều kiện (iv)-(viii) thỏa mãn với mọi (x, z, p) ∈ Γ và ξ ∈ Cn, η ∈ Rn.
Khi đó ta có các đánh giá sau

sup
x∈Ω
|u(x)| ≤M0, sup

x∈Ω
|Du(x)| ≤M1, (3.189)

sup
x∈Ω

λmax(ω(x, u)) ≤ C0, (3.190)

λu ≥ λ0, (3.191)

|u|2,α0;Ω ≤ C1, (3.192)

trong đó M0,M1, C0, λ0, 0 < α0 < 1, C1 là các hằng số dương chỉ phụ thuộc vào n, γ0, a0, δ,

β1, β2, β3, b0, A, f, u, ϕ và Ω, M0 ≥ sup
Ω
|u|, M1 ≥ sup

Ω
|Du|, λ0 được xác định bởi

λ0 =
(1 + δ2)

−[n
2

]
f0

Cn−1
0

, f0 = min
x∈Ω,|z|≤M0,|p|≤M1

f(x, z, p). (3.193)

Chứng minh. Trước tiên, ta sẽ thiết lập các đánh giá tiên nghiệm trong (3.189). Kết quả

và chứng minh của mệnh đề sau đây được dựa trên các tài liệu tham khảo [11] và [18].

Mệnh đề 3.5.2 Dưới các giả thiết của Định lý 3.5.1, ta có các đánh giá sau

sup
x∈Ω
|u(x)| ≤M0, (3.194)

sup
x∈Ω
|Du(x)| ≤M1, (3.195)

trong đó M0 phụ thuộc vào |u|0;Ω và |ϕ|0;Ω, M0 ≥ sup
Ω
|u|, M1 phụ thuộc vào n, γ0, |u|1;Ω,

|ϕ|2;Ω và Ω, M1 ≥ sup
Ω
|Du|.

Chứng minh. Từ các giả thiết của Định lý 3.5.1, ta có thể sử dụng các lập luận như trong

Nhận xét 3.3.2 và nhận được

u(x) ≥ u(x), ∀x ∈ Ω. (3.196)

Ta sẽ đánh giá cận trên của u. Giả sử u đạt giá trị cực đại trên Ω tại điểm x ∈ Ω. Khi đó

Du(x) = 0, D2u(x) ≤ 0 và do đó từ tính elliptic của u, ta có A(x, u(x), 0) < 0. Điều này

mâu thuẫn với giả thiết (3.188) và từ đó ta suy ra u đạt giá trị cực đại tại điểm thuộc biên

∂Ω, nghĩa là

u(x) ≤ max
∂Ω

ϕ, ∀x ∈ Ω. (3.197)

Kết hợp (3.196) và (3.197), ta thu được (3.194) với M0 = max
{
|u|0;Ω, |ϕ|0;Ω

}
.
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Tiếp theo, ta sẽ chứng minh (3.195). Xét hàm số ψ(x) = e2γ0u(x)|Du(x)| và giả sử ψ đạt

giá trị cực đại trên Ω tại điểm x∗. Nếu |Du(x∗)| ≤ 1 thì từ (3.194), ta suy ra

|Du(x)| ≤ e2γ0(u(x∗)−u(x)) ≤ e4γ0M0 , ∀x ∈ Ω. (3.198)

Do đó ta chỉ cần xét trường hợp |Du(x∗)| > 1. Giả sử x∗ ∈ Ω, khi đó Diψ
(
x∗
)

= 0,

i = 1, . . . , n. Bằng tính toán, ta có

n∑
i=1

DiuDiψ = 2γ0e
2γ0u|Du|3 +

e2γ0u

|Du|

n∑
i,j=1

DijuDiuDju,

suy ra

2γ0|Du|4 +
n∑

i,j=1

DijuDiuDju = 0, tại x∗.

Do đó, từ tính elliptic của u và (3.187), ta có

2γ0|Du|4 − γ0

(
1 + |Du|2

)
|Du|2 < 0, tại x∗. (3.199)

Vì γ0 > 0 và |Du(x∗)| > 1 nên vế trái của (3.199) là dương và do đó (3.199) không thể xảy

ra. Điều này có nghĩa là hàm ψ = e2γ0u|Du| phải đạt giá trị cực đại tại x∗ ∈ ∂Ω. Do đó

sup
x∈Ω
|Du(x)| ≤ C, C = C

(
M0, γ0, sup

∂Ω
|Du|

)
. (3.200)

Bây giờ, ta sẽ đánh giá đại lượng sup
∂Ω
|Du|. Chú ý Dτu(x) = Dτu(x), do đó

sup
x∈∂Ω

|Dτu(x)| = sup
x∈∂Ω

|Dτu(x)|, (3.201)

trong đó τ là véc tơ tiếp tuyến đơn vị của biên ∂Ω tại điểm x.

Mặt khác, từ Nhận xét 3.3.2, ta có

Dνu(x) ≥ Dνu(x), ∀x ∈ ∂Ω, (3.202)

trong đó ν là véc tơ pháp tuyến trong đơn vị của biên ∂Ω tại điểm x. Đánh giá đối với cận

trên của Dνu được thiết lập qua bổ đề sau đây.

Bổ đề 3.5.3 Dưới giả thiết của Mệnh đề 3.5.2, ta có đánh giá

Dνu ≤ C, trên ∂Ω, (3.203)

trong đó C là hằng số dương phụ thuộc vào n, γ0,M0, |ϕ|2;Ω và Ω.

Chứng minh. Chứng minh của bổ đề này được dựa trên chứng minh của Định lý 14.1 ([11]).

Trước tiên, từ (3.187), ta có Aii(x, u,Du) ≥ −γ0(1 + |Du|2), i = 1, . . . , n. Do đó từ tính

elliptic của u, ta suy ra

0 < Tr (D2u− A(x, u,Du)) = ∆u−
n∑
i=1

Aii(x, u,Du) ≤ ∆u+ nγ0(1 + |Du|2), trong Ω.
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Từ đánh giá này và điều kiện biên (3.2), ta suy ra hàm u thỏa mãn

∆u+ nγ0(1 + |Du|2) > 0 trong Ω, u = ϕ trên ∂Ω.

Đặt v = u− ϕ, khi đó từ hệ thức trên ta suy ra hàm v thỏa mãn

Qv = ∆v + b(x,Dv) > 0 trong Ω, v = 0 trên ∂Ω, (3.204)

trong đó b(x, p) = ∆ϕ + nγ0

(
1 + |p+Dϕ|2

)
. Ta sẽ chỉ ra toán tử Q thỏa mãn điều kiện

cấu trúc

|p|+ |b| ≤ h(|z|)|p|2, (3.205)

với mọi (x, z, p) ∈ Ω × R × Rn thỏa mãn |p| ≥ h(|z|), trong đó h là hàm không giảm xác

định trên [0,+∞). Thật vậy, ta có

|p|+ |b| ≤ |p|+ |∆ϕ|+ nγ0

(
1 + |p+Dϕ|2

)
≤ |p|+ |∆ϕ|+ nγ0

(
1 + 2|p|2 + 2|Dϕ|2

)
≤ h0|p|2,

với mọi |p| ≥ h0, trong đó h0 = (3nγ0 + 1) + 2nγ0

(
sup

Ω
|Dϕ|

)2
+sup

Ω
|∆ϕ|. Như vậy, toán tử

Q thỏa mãn điều kiện cấu trúc (3.205) với hàm h ≡ h0.

Bây giờ, giả sử x0 ∈ ∂Ω là điểm tùy ý cho trước. Từ giả thiết ∂Ω ∈ C4, ta suy ra Ω

thỏa mãn điều kiện hình cầu ngoại tiếp đều.và do đó tồn tại hình cầu B = BR(y) sao cho

x0 ∈ B ∩ Ω = B ∩ ∂Ω. Ta xét hàm d(x) = dist (x, ∂B), x ∈ Ω và đặt

w = ψ(d), (3.206)

trong đó ψ là hàm số nào đó sẽ được xác định sau, ψ ∈ C2([0,+∞)) và ψ′ > 0.

Xét lân cận N = Nx0 =
{
x ∈ Ω | d(x) < a

}
, trong đó a là hằng số dương sẽ được xác

định sau. Ta sẽ xây dựng hàm ψ sao cho w(x0) = 0 và

Qv ≥ Qw, trong N ∩ Ω, (3.207)

v ≤ w, trên ∂(N ∩ Ω). (3.208)

Bằng tính toán, ta có với i, j = 1, . . . , n,

Diw = ψ′Did, Dijw = ψ′′DidDjd+ ψ′Dijd =
ψ′′

(ψ′)2
DiwDjw + ψ′Dijd. (3.209)

Dễ thấy, d(x) = |x− y| −R và do đó

Did =
xi − yi
|x− y|

, Dijd =
δij
|x− y|

− (xi − yi)(xj − yj)
|x− y|3

, i, j = 1, . . . , n.

Từ các hệ thức trên và chú ý |x− y| ≥ R, ta có

Qw =
ψ′′

(ψ′)2
|Dw|2+ψ′

n− 1

|x− y|
+b ≤ ψ′′

(ψ′)2
|Dw|2+

(
1 +

n− 1

R

)
(ψ′+|b|), trong Ω, (3.210)
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trong đó b = b(x,Dw). Giả sử hàm ψ thỏa mãn

ψ′(d) ≥ h0, ∀d ∈ [0, a]. (3.211)

Từ (3.209) và (3.211), ta có |Dw| = ψ′ ≥ h0. Do đó, từ (3.205) và (3.210), ta suy ra

Qw ≤
(

ψ′′

(ψ′)2
+ ν0

)
|Dw|2, trong N ∩ Ω, ν0 =

(
1 +

n− 1

R

)
h0. (3.212)

Bây giờ, ta sẽ tìm hàm ψ dưới dạng

ψ(d) =
1

ν0
log(1 + kd), (3.213)

trong đó k là hằng số dương sẽ được xác định sau. Dễ thấy,
ψ′′

(ψ′)2
= −ν0 và do đó từ

(3.212), ta suy ra Qw ≤ 0, trong N ∩Ω. Từ hệ thức này và (3.204), ta nhận được (3.207).

Tiếp theo, ta sẽ xác định các hằng số a và k để (3.208) được thỏa mãn. Nhận thấy:

• Trên ∂N ∩ ∂Ω, ta có v = 0, w ≥ 0 và do đó v ≤ w.

• Trên ∂N ∩ Ω, ta có d = a và w = ψ(a). Do đó hệ thức v ≤ w sẽ được thỏa mãn nếu

ψ(a) =
1

ν0
log(1 + ka) = K0, hay ka = eν0K0 − 1, K0 = M0 + |ϕ|0;Ω. (3.214)

Từ các đánh giá trên và chú ý ∂(N ∩ Ω) = (∂N ∩ ∂Ω) ∪ (∂N ∩ Ω), ta nhận được (3.208).

Cuối cùng, ta cần kiểm tra điều kiện (3.211). Từ (3.213) và (3.214), ta có

ψ′(d) =
k

ν0(1 + kd)
≥ k

ν0(1 + ka)
=

k

ν0eν0K0
, ∀d ∈ [0, a].

Do đó, (3.211) được thỏa mãn với k = h0ν0e
ν0K0 .

Như vậy, ta đã xây dựng được hàm w sao cho các hệ thức (3.207), (3.208) được thỏa

mãn. Bằng cách áp dụng Hệ quả 1.3.5, ta suy ra v ≤ w trong N ∩ Ω. Từ đây và chú ý

v(x0) = w(x0) = 0, ta suy ra

Dνv(x0) ≤ Dνw(x0).

Từ (3.206), (3.213) và chú ý d(x0) = 0, |x0 − y| = R, ta có

Dνw(x0) =
(
Dw(x0), ν(x0)

)
=

k

ν0

(
Dd(x0), ν(x0)

)
=

k

ν0

(
x0 − y
R

,
x0 − y
R

)
=

k

ν0
= h0e

ν0K0 .

Từ các hệ thức trên, ta suy ra

Dνv(x0) ≤ C, (3.215)

trong đó C là hằng số dương phụ thuộc vào n, γ0,M0, |ϕ|2;Ω và R. Hơn nữa, vì x0 ∈ ∂Ω

là điểm tùy ý và hằng số R có thể được chọn chung cho mọi x0 nên từ (3.215) và chú ý

u = v + ϕ, ta dễ dàng suy ra (3.203). Bổ đề được chứng minh. �
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Như vậy, nếu hàm ψ = e2γ0u|Du| đạt giá trị cực đại tại x∗ thỏa mãn |Du(x∗)| > 1

thì từ (3.194) và (3.200)-(3.203), ta suy ra sup
Ω
|Du| ≤ K, trong đó K phụ thuộc vào

n, γ0, |u|1;Ω, |ϕ|2;Ω và Ω. Từ đây và (3.198), ta suy ra (3.195) bằng cách chọn M1 =

max
{
e4γ0M0 , K, sup

Ω
|Du|

}
. Mệnh đề 3.5.2 được chứng minh. �

Tiếp tục chứng minh Định lý 3.5.1. Từ các giả thiết của Định lý 3.5.1 và Mệnh đề 3.5.2, ta

có thể áp dụng các Định lý 3.2.1, 3.3.1 và 3.4.14 và lần lượt nhận được các đánh giá (3.19)-

(3.20), (3.47)-(3.48) và (3.184). Từ (3.19), (3.48) và (3.189), ta suy ra (3.190). Từ (3.190)

và sử dụng các lập luận như trong chứng minh Bổ đề 3.4.5, ta suy ra (3.191) với hằng

số λ0 cho bởi (3.193). Từ (3.20), (3.47), (3.184), (3.189)-(3.191) và ‖B(x, z, p)‖BC2(Γ) ≤
C(n, δ, β1, β2, β3, b0, λu), ta suy ra (3.192). Định lý được chứng minh. �

KẾT LUẬN CHƯƠNG 3

Trong chương này, luận án đã thiết lập các đánh giá tiên nghiệm trong C2,α(Ω) với

α ∈ (0, 1) nào đó đối với nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu

Monge-Ampère không đối xứng. Cụ thể, luận án đã chứng minh được các kết quả sau:

- Đã thiết lập nguyên lý so sánh cho phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng

khi nó là δ-elliptic đối với các hàm được so sánh (Định lý 3.1.1). Đây là một công cụ quan

trọng trong việc thiết lập các đánh giá tiên nghiệm.

- Đã thiết lập đánh giá của chuẩn trong C2(Ω) đối với nghiệm δ-elliptic của bài toán

Dirichlet qua chuẩn của nó trong C1(Ω) (Định lý 3.2.1 và Định lý 3.3.1).

- Đã thiết lập đánh giá Hölder toàn cục bậc α đối với các đạo hàm cấp hai của nghiệm

δ-elliptic của bài toán Dirichlet qua chuẩn của nghiệm trong C2(Ω) (Định lý 3.4.14).

- Đã đưa vào các điều kiện đủ đối với các dữ kiện của bài toán Dirichlet đối với phương

trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng để nhận được đánh giá tiên nghiệm trong C1(Ω)

và từ đó nhận được đánh giá của chuẩn trong C2,α(Ω) đối với nghiệm δ-elliptic của bài

toán Dirichlet (Định lý 3.5.1).



Chương 4

Tính giải được của bài toán Dirichlet

cho phương trình kiểu

Monge-Ampère không đối xứng

Trong chương này, luận án nghiên cứu sự tồn tại duy nhất nghiệm δ-elliptic trong

C2,α(Ω) đối với bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng

dạng sau đây

det
[
D2u− A(x, u,Du)−B(x, u,Du)

]
= f(x, u,Du) trong Ω, (4.1)

u(x) = ϕ(x) trên ∂Ω, (4.2)

trong đó Ω ⊂ Rn là miền bị chặn có biên ∂Ω trơn, A(x, z, p) = [Aij(x, z, p)]n×n, B(x, z, p) =

[Bij(x, z, p)]n×n và f(x, z, p) lần lượt là ma trận đối xứng, ma trận phản đối xứng và hàm

vô hướng trơn xác định trên Γ := Ω×R×Rn, ϕ(x) là hàm vô hướng trơn xác định trên Ω.

Khi B(x, z, p) ≡ 0, ta có phương trình kiểu Monge-Ampère đối xứng tương ứng với

(4.1),

det
[
D2u− A(x, u,Du)

]
= f(x, u,Du), trong Ω. (4.3)

Nội dung của chương này được viết dựa trên bài báo [2] trong Danh mục các công trình

liên quan đến luận án.

4.1 Một điều kiện cần cho sự tồn tại nghiệm δ-elliptic của

phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng

Định lý sau cho chúng ta một điều kiện cần đối với ma trận phản đối xứng B(x, z, p) cho

sự tồn tại nghiệm δ-elliptic của phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng (4.1).
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Định lý 4.1.1 Ký hiệu Uδ(Ω) với δ ∈ (0, 1) là tập hợp tất cả các nghiệm δ-elliptic u của

phương trình (4.1) trong Ω sao cho

sup
x∈Ω
|u(x)| ≤M0, sup

x∈Ω
|Du(x)| ≤M1, (4.4)

trong đó M0,M1 là các hằng số dương. Khi đó, nếu tập Uδ(Ω) là khác rỗng thì điều kiện

cần là bất đẳng thức sau được thỏa mãn

µ(B) ≤ δ(1 + δ2)
1
n

[n
2

]
f

1/n
1 , (4.5)

trong đó µ(B) là đại lượng được xác định bởi (0.22) và f1 = max
x∈Ω,|z|≤M0,|p|≤M1

f(x, z, p).

Chứng minh. Giả sử u ∈ Uδ(Ω). Khi đó R = R(x, u, y, z, p) ≡ ω(x, u)−B(y, z, p) ∈ Dδ,µ(B),

với mọi x, y ∈ Ω, z ∈ R và p ∈ Rn. Bằng cách áp dụng Mệnh đề 2.2.2 cho R(x, u) và Mệnh

đề 2.2.4 cho R, ta nhận được

1

δn
‖B(y, z, p)‖n +

(
2[n

2
] − 1

)
detB(y, z, p) ≤ detR(x, u, y, z, p) ≤

(
1 + δ2

)[n
2

]
detω(x, u)

≤
(
1 + δ2

)[n
2

]
R(x, u) =

(
1 + δ2

)[n
2

]
f(x, u,Du), ∀x, y ∈ Ω, z ∈ R, p ∈ Rn.

Vì B là ma trận phản đối xứng nên detB(y, z, p) ≥ 0, và do đó từ hệ thức trên ta có

1

δn
‖B(y, z, p)‖n ≤

(
1 + δ2

)[n
2

]
f(x, u,Du), ∀x, y ∈ Ω, z ∈ R, p ∈ Rn.

Từ đánh giá trên ta dễ dàng suy ra (4.5). Định lý được chứng minh. �

Nhận xét 4.1.2 Điều kiện cần (4.5) nói lên rằng bài toán Dirichlet (4.1)-(4.2) không phải

lúc nào cũng có nghiệm. Để bài toán có nghiệm thì độ lớn của B(x, z, p) phải bị khống chế

bởi độ lớn của vế phải f(x, z, p).

4.2 Các điều kiện đủ cho sự tồn tại nghiệm δ-elliptic của bài

toán Dirichlet cho phương trình kiểu Monge-Ampère

không đối xứng

Từ Nhận xét 4.1.2 chúng ta thấy rằng, để chứng minh tính giải được của bài toán

Dirichlet cho phương trình kiểu Monge-Ampère elliptic không đối xứng (4.1)-(4.2), chúng

ta phải đặt ra một số điều kiện về độ lớn đối với ma trận phản đối xứng B(x, z, p). Trong

mục này, luận án sẽ thiết lập các điều kiện đủ về độ lớn của B(x, z, p) và các đạo hàm

riêng cấp một của nó cho sự tồn tại và duy nhất nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet

(4.1)-(4.2).

Cho δ, β1, b0 là các hằng số không âm và β2, β3 là các hằng số dương, trong đó 0 ≤ δ <

1, 0 ≤ b0 ≤ a0, a0 là hằng số dương được xác định trong công thức (4.8) dưới đây. Giả sử

tồn tại hàm u(x) ∈ C2(Ω) là nghiệm dưới elliptic của (4.3) sao cho u = ϕ trên ∂Ω.
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Định nghĩa 4.2.1 Ta ký hiệu W = W (δ, β1, β2, β3, b0, λu) là tập hợp các ma trận phản

đối xứng B(x, z, p) = [Bij(x, z, p)]n×n ∈ BC
2
(
Γ;Rn×n

)
và thỏa mãn các điều kiện sau với

mọi ξ ∈ Cn, η ∈ Rn, ξ, η 6= 0,

(a) sup
(x,z,p)∈Γ

∣∣Bij(x, z, p)ξiξj∣∣ < δλu|ξ|2 nếu δ > 0, và B ≡ 0 nếu δ = 0;

(b) sup
(x,z,p)∈Γ

∣∣DzBij(x, z, p)ξiξj
∣∣ < β1λu|ξ|2 nếu β1 > 0, và DzB ≡ 0 nếu β1 = 0;

(c) sup
(x,z,p)∈Γ

(∣∣DxkBij(x, z, p)ξiξjηk
∣∣, ∣∣DpkBij(x, z, p)ξiξjηk

∣∣) < β2λu|ξ|2|η|;

(d)
∣∣Dxkx`Bij(x, z, p)ξiξjηkη`

∣∣, ∣∣Dxkp`Bij(x, z, p)ξiξjηkη`
∣∣ ≤ β3|ξ|2|η|2,∣∣DxkzBij(x, z, p)ξiξjηk

∣∣, ∣∣DzpkBij(x, z, p)ξiξjηk
∣∣ ≤ β3|ξ|2|η|,∣∣DzzBij(x, z, p)ξiξj

∣∣ ≤ β3|ξ|2, ∀(x, z, p) ∈ Γ;

(e)
∣∣Dpkp`Bij(x, z, p)ξiξjηkη`

∣∣ ≤ b0|ξ|2|η|2, ∀(x, z, p) ∈ Γ.

Định nghĩa 4.2.2 Giả sử B = [Bij(x, z, p)]n×n là ma trận tùy ý thuộc W. Ta ký hiệu

U = U(δ, β1, β2, B) là tập hợp các hàm u(x) ∈ C2
(
Ω
)
và thỏa mãn các điều kiện sau:

1. λu := min
x∈Ω

min
ξ∈Rn,|ξ|=1

(Diju(x)− Aij(x, u(x), Du(x)))ξiξj > 0;

2. sup
(x,z,p)∈Γ

∣∣Bij(x, z, p)ξiξj∣∣ < δλu|ξ|2, ∀ξ ∈ Cn, ξ 6= 0 nếu δ > 0;

3. sup
(x,z,p)∈Γ

∣∣DzBij(x, z, p)ξiξj
∣∣ < β1λu|ξ|2, ∀ξ ∈ Cn, ξ 6= 0 nếu β1 > 0;

4. sup
(x,z,p)∈Γ

(∣∣DxkBij(x, z, p)ξiξjηk
∣∣, ∣∣DpkBij(x, z, p)ξiξjηk

∣∣) < β2λu|ξ|2|η|, ∀ξ ∈ Cn, η ∈

Rn, ξ, η 6= 0.

Việc sử dụng các kết quả đánh giá tiên nghiệm đối với nghiệm δ-elliptic trong C2,α(Ω)

đưa tới định lý dưới đây, một trong các kết quả chính của luận án, trong đó khẳng định

rằng với những điều kiện nhất định, tương tự như trường hợp phương trình đối xứng tương

ứng (Định lý 0.0.3), bài toán Dirichlet (4.1)-(4.2) sẽ có duy nhất nghiệm δ-elliptic nếu ma

trận phản đối xứng B(x, z, p) là đủ nhỏ, theo nghĩa là nó thỏa mãn các điều kiện (a)’, (b)’

và (c)’ được nói đến trong định lý dưới đây.

Định lý 4.2.3 Giả sử Ω ⊂ Rn là miền bị chặn có biên ∂Ω ∈ C5 và giả sử các điều kiện

sau được thỏa mãn:

(i) Ma trận A(x, z, p) = [Aij(x, z, p)]n×n ∈ C
3(Γ;Rn×n) là đối xứng và thỏa mãn điều kiện

cấu trúc

A(x, z, p) ≥ −γ0

(
1 + |p|2

)
E, (4.6)

λmax(A(x, z, 0)) ≥ 0, (4.7)

với mọi x ∈ Ω, z ∈ R, p ∈ Rn, trong đó γ0 là hằng số dương;
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(ii) DzA(x, z, p) = [DzAij(x, z, p)]n×n ≥ 0, trong Γ;

(iii) A(x, z, p) là chính quy chặt trong Γ, nghĩa là tồn tại hằng số a0 > 0 sao cho

Aij,k`(x, z, p)ξiξjηkη` ≥ a0|ξ|2|η|2, (4.8)

với mọi (x, z, p) ∈ Γ và ξ, η ∈ Rn, ξ ⊥ η;

(iv) Hàm vô hướng f(x, z, p) ∈ C3(Γ;R) thỏa mãn f(x, z, p) > 0, trong Γ;

(v) inf
(x,z,p)∈Γ

(
Dzf

f

)
(x, z, p) ≥ nδ

1 + δ2
β1;

(vi) Tồn tại một nghiệm dưới elliptic u(x) ∈ C5(Ω) của phương trình (4.3), thỏa mãn

u = ϕ trên ∂Ω, trong đó ϕ ∈ C5(Ω).

Giả sử W = W (δ, β1, β2, β3, b0, λu) là tập hợp đã được mô tả trong Định nghĩa 4.2.1. Khi

đó tồn tại các hằng số dương λ∗ ≤ λu và α∗ ∈ (0, 1), chỉ phụ thuộc vào n, γ0, a0, δ, β1, β2, β3,

b0, A, f, u, ϕ và Ω sao cho, nếu B(x, z, p) là ma trận tùy ý đủ nhỏ thuộc W ∩C3
(
Γ;Rn×n

)
,

tức là nó thỏa mãn thêm các điều kiện sau với mọi ξ ∈ Cn, η ∈ Rn, ξ, η 6= 0,

(a)’ sup
(x,z,p)∈Γ

∣∣Bij(x, z, p)ξiξj∣∣ < δλ∗|ξ|2 nếu δ > 0, và B ≡ 0 nếu δ = 0;

(b)’ sup
(x,z,p)∈Γ

∣∣DzBij(x, z, p)ξiξj
∣∣ < β1λ∗|ξ|2 nếu β1 > 0, và DzB ≡ 0 nếu β1 = 0;

(c)’ sup
(x,z,p)∈Γ

(∣∣DxkBij(x, z, p)ξiξjηk
∣∣, ∣∣DpkBij(x, z, p)ξiξjηk

∣∣) < β2λ∗|ξ|2|η|,

thì bài toán Dirichlet (4.1)-(4.2) có duy nhất nghiệm δ-elliptic thuộc C2,α∗
(
Ω
)
.

Nhận xét 4.2.4 Định lý 4.2.3 là mở rộng của Định lý 0.0.3 từ trường hợp phương trình

kiểu Monge-Ampère elliptic đối xứng sang trường hợp nói chung là không đối xứng. Như

đã giải thích trong phần Mở đầu, luận án đặt ra giả thiết về độ trơn của các dữ kiện của

bài toán Dirichlet (4.1)-(4.2) là mạnh hơn so với giả thiết đặt ra trong Định lý 0.0.3 để

đảm bảo cho việc áp dụng được phương pháp liên tục vào việc chứng minh tính giải được

của bài toán này.

Chứng minh. Với hàm w(x) ∈ C2(Ω) tùy ý, ta đặt

F [w](x) := F (R(x,w)) = log det
[
D2w − A(x,w,Dw)−B(x,w,Dw)

]
,

G[w](x) := F [w]− log f(x,w,Dw).
(4.9)

Giả sử B(x, z, p) là ma trận tùy ý thuộc W. Để áp dụng phương pháp liên tục giải bài toán

Dirichlet (4.1)-(4.2), với mỗi t ∈ [0, 1], ta xét bài toán Dirichlet sau đây:

det
[
D2u(t) − A

(
x, u(t), Du(t)

)
−B
(
x, u(t), Du(t)

)]
= g(t) trong Ω, (4.10)

u = ϕ trên ∂Ω, (4.11)

trong đó g(t) = g(t)
(
x, u(t), Du(t)

)
= f

(
x, u(t), Du(t)

)
e(1−t)G[u](x).
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Bổ đề 4.2.5 Giả sử các điều kiện (i)-(vi) của Định lý 4.2.3 được thỏa mãn. Giả sử

B(x, z, p) ∈ W và u(t) ∈ U ∩ C4
(
Ω
)
là nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet tương

ứng (4.10)-(4.11), trong đó U = U(δ, β1, β2, B) là tập được xác định bởi Định nghĩa 4.2.2.

Khi đó tồn tại các hằng số dương M0,M1, C∗, λ∗, α∗ và C∗∗, α∗ ∈ (0, 1), M0 ≥ sup
Ω
|u|,

M1 ≥ sup
Ω
|Du|, λ∗ ≤ λu, chỉ phụ thuộc vào n, γ0, a0, δ, β1, β2, β3, b0, A, f, u, ϕ và Ω sao cho

u(t) ∈ C2,α∗(Ω) và ta có các đánh giá sau

sup
x∈Ω

∣∣u(t)(x)
∣∣≤M0, sup

x∈Ω

∣∣Du(t)(x)
∣∣≤M1, (4.12)

sup
x∈Ω

λmax

(
ω
(
x, u(t)

))
≤ C∗, (4.13)

λu(t) ≥ λ∗, (4.14)∣∣u(t)
∣∣
2,α∗;Ω

≤ C∗∗, (4.15)

trong đó λ∗ được xác định bởi

λ∗ =
(1 + δ2)

−[n
2

]
f0

Cn−1
∗

, f0 = min
x∈Ω,|z|≤M0,|p|≤M1

f(x, z, p). (4.16)

Hơn nữa, các đánh giá này là đều đối với B(x, z, p) ∈ W và t ∈ [0, 1].

Chứng minh. Trước tiên, ta nhận thấy bài toán Dirichlet (4.10)-(4.11) có dạng tương tự

với bài toán Dirichlet (3.1)-(3.2), trong đó hàm vế phải f(x, z, p) trong (3.1) được thay bởi

g(t)(x, z, p) = f(x, z, p)e(1−t)G[u](x). (4.17)

Từ điều kiện (vi) và Mệnh đề 2.2.2, ta có

G[u](x) = log det
[
D2u−A(x, u,Du)−B(x, u,Du)

]
− log f(x, u,Du) ≥ 0, trong Ω. (4.18)

Từ (4.17), (4.18) và các điều kiện (iv)-(v), ta có

g(t)(x, z, p) ≥ f(x, z, p) > 0, trong Γ,

inf
(x,z,p)∈Γ

(
Dzg

(t)

g(t)

)
(x, z, p) = inf

(x,z,p)∈Γ

(
Dzf

f

)
(x, z, p) ≥ nδ

1 + δ2
β1.

Mặt khác, từ (4.18) ta có G[u](x) ≥ (1−t)G[u](x), với mọi x ∈ Ω, t ∈ [0, 1]. Do đó ta suy ra

u cũng là nghiệm dưới δ-elliptic của (4.10). Từ giả thiết của bổ đề và các lập luận vừa thu

được, ta suy ra tất cả các giả thiết của Định lý 3.5.1 cho bài toán Dirichlet (4.10)-(4.11)

được thỏa mãn và do đó ta có thế áp dụng các kết quả của định lý này. Bằng cách áp

dụng Mệnh đề 3.5.2 cho bài toán (4.10)-(4.11), ta nhận được (4.12) với các hằng số M0,M1

thỏa mãn (3.194) và (3.195). Từ (4.12), ta nhận được các đánh giá tương tự với (3.190) và

(3.191) là (4.13) và λu(t) ≥ λ
(t)
0 , trong đó

λ
(t)
0 =

(1 + δ2)
−[n

2
]
g

(t)
0

Cn−1
∗

, g
(t)
0 = min

x∈Ω,|z|≤M0,|p|≤M1

g(t)(x, z, p).
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Từ đây và chú ý g
(t)
0 ≥ f0, với mọi t ∈ [0, 1], ta dễ dàng suy ra đánh giá (4.14) bằng cách

chọn hằng số λ∗ cho bởi công thức (4.16). Vì u là nghiệm của bài toán (4.10)-(4.11) khi

t = 0 nên ta có λu ≥ λ∗. Cuối cùng, từ (4.12)-(4.14), ta nhận được đánh giá tương tự với

(3.192) là đánh giá (4.15). Bổ đề được chứng minh. �

Với hằng số α∗ ∈ (0, 1) đã được xác định trong Bổ đề 4.2.5, ta đặt

V = V(δ, β1, β2, α∗, B) := U(δ, β1, β2, B) ∩ C2,α∗
(
Ω
)
.

Khi đó tập V là mở trong C2,α∗(Ω). Để chứng minh định lý, ta sẽ tìm nghiệm của bài toán

Dirichlet (4.1)-(4.2) trong V . Xét toán tử G cho bởi (4.9), khi đó G ánh xạ V vào C0,α∗(Ω).

Hơn nữa, bổ đề sau đây sẽ chỉ ra G là khả vi liên tục Fréchet trong V .

Bổ đề 4.2.6 Toán tử G : V → C0,α∗(Ω) là khả vi liên tục Fréchet tại mọi u ∈ V với đạo

hàm Gu cho bởi

Guh = aij(x)Dijh+ bi(x)Dih+ c(x)h, ∀h ∈ C2,α∗(Ω), (4.19)

trong đó

aij(x) =
F ij [u](x) + F ji[u](x)

2
, i, j = 1, . . . , n,

bi(x) = −
n∑

k,`=1

F k`[u](x)Dpi(Ak` +Bk`)(x, u,Du)−
(Dpif

f

)
(x, u,Du), i = 1, . . . , n,

c(x) = −
n∑

k,`=1

F k`[u](x)Dz(Ak` +Bk`)(x, u,Du)−
(Dzf

f

)
(x, u,Du),

(4.20)

ở đây, F ij [u](x) = ∂F (R(x,u))
∂Rij

= Rji(x, u) với R = [Rij ]n×n, R
−1 = [Rij ]n×n. Hơn nữa, toán

tử Gu là elliptic đều trong Ω với các hàm hệ số aij , bi, c thuộc C0,α∗(Ω) và c ≤ 0 trong Ω.

Chứng minh. Lấy u ∈ V tùy ý và cố định nó. Giả sử h(x) ∈ C2,α∗(Ω) là hàm tùy ý cho

trước. Với t đủ nhỏ, ta áp dụng định lý Lagrange cho hàm g(t) := G[u+ th] và nhận được

G[u+ th]−G[u] = g(t)− g(0) = g′(τ)t,

trong đó τ là số nằm giữa 0 và t, và khi t→ 0 thì τ → 0. Do đó

lim
t→0

G[u+ th]−G[u]

t
= lim

t→0

g′(τ)t

t
= lim

τ→0
g′(τ) = g′(0) = Luh, (4.21)

trong đó đẳng thức thứ ba được suy ra từ tính liên tục của hàm g′(t) trong một lân cận

đủ nhỏ của 0, Lu là toán tử được xác định bởi

Lu := aij(x)Dij + bi(x)Di + c(x), (4.22)
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trong đó các hàm hệ số aij(x), bi(x) và c(x) được cho bởi (4.20). Dễ thấy ánh xạ Lu ∈
L(C2,α∗(Ω), C0,α∗(Ω)), trong đó L(C2,α∗(Ω), C0,α∗(Ω)) là tập hợp tất cả các ánh xạ tuyến

tính bị chặn đi từ C2,α∗(Ω) vào C0,α∗(Ω). Như vậy, toán tử G khả vi Gâteaux tại u ∈ V với

đạo hàm Gâteaux là ánh xạ Lu. Ta dễ thấy ánh xạ đi từ V vào L(C2,α∗(Ω), C0,α∗(Ω)) biến

phần tử u thành ánh xạ Lu là liên tục trên V . Từ đó suy ra G là khả vi liên tục Gâteaux

trên V và do đó nó khả vi liên tục Fréchet trên V với đạo hàm Fréchet Gu tại u là Lu. Hơn

nữa, từ các đánh giá (4.13)-(4.14), ta có thể sử dụng các lập luận tương tự như trong chứng

minh của Bổ đề 3.4.5 để suy ra Gu là elliptic đều trong Ω. Mặt khác, vì u ∈ V nên ta suy

ra các hàm hệ số aij , bi, c thuộc C0,α∗(Ω), còn khẳng định c(x) ≤ 0 trong Ω được suy ra từ

các lập luận tương tự như trong chứng minh của Định lý 3.1.1. Bổ đề được chứng minh. �

Tính giải được của bài toán Dirichlet (4.1)-(4.2) được suy ra từ bổ đề sau đây về phương

pháp liên tục giải phương trình toán tử.

Bổ đề 4.2.7 Cho λ∗ và α∗ ∈ (0, 1) là các hằng số dương đã được xác định trong Bổ đề

4.2.5. Giả sử B = B(x, z, p) là ma trận tùy ý thuộc W ∩ C3
(
Γ;Rn×n

)
và thỏa mãn thêm

các điều kiện (a)’, (b)’ và (c)’. Khi đó bài toán Dirichlet (4.10)-(4.11) là giải được trong V
với mọi t ∈ [0, 1].

Chứng minh. Giả sử u(t) ∈ V là một nghiệm của bài toán (4.10)-(4.11), nghĩa là u(t) ∈
C2,α∗

(
Ω
)
là nghiệm δ-elliptic của bài toán (4.10)-(4.11). Khi đó từ các giả thiết về độ trơn

của A,B, f, ϕ, u và ∂Ω, ta có thể áp dụng Định lý 1.4.3 về tính chính quy của nghiệm và

suy ra u(t) ∈ C4,α∗
(
Ω
)
. Do đó u(t) ∈ C4

(
Ω
)
và vì thế ta có thể áp dụng Bổ đề 4.2.5 để

nhận được các đánh giá (4.12)-(4.15).

Đặt v(t) = u(t)− u và T
[
v(t), t

]
= G

[
v(t) + u

]
−(1− t)G[u]. Chú ý u = ϕ trên ∂Ω, khi đó

bài toán (4.10)-(4.11) được đưa về dạng

T
[
v(t), t

]
= 0 trong Ω, v(t) = 0 trên ∂Ω. (4.23)

Đặt

X =
{
v ∈ C2,α∗

(
Ω
)
| v = 0 trên ∂Ω

}
, X̃ = {v ∈ X | v + u ∈ V} , Y = C0,α∗

(
Ω
)
.

Khi đó X là không gian Banach và X̃ là tập mở trong X. Ta đặt

I =
{
t ∈ [0, 1] | ∃v(t) ∈ X̃ : T

[
v(t), t

]
= 0
}
,

E =
{
v(t) ∈ X̃ | ∃t ∈ [0, 1] : T

[
v(t), t

]
= 0
}
.

Tính giải được của bài toán (4.23) tương đương với khẳng định t ∈ I. Dễ thấy, T [0, 0] = 0.

Từ đó suy ra 0 ∈ I và I 6= ∅. Ta sẽ chứng minh I = [0, 1]. Để làm được điều này, ta sẽ

chứng minh I là tập vừa mở vừa đóng trong đoạn [0, 1].

Khẳng định 1: I là tập mở. Trước tiên, ta nhận thấy ánh xạ T : X × [0, 1] → Y là

khả vi liên tục Fréchet trên tập X̃ × [0, 1] và đạo hàm riêng Fréchet theo biến thứ nhất tại
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(
v(t), t

)
∈ X̃×[0, 1], ký hiệu là Tv(t) , trùng với đạo hàm Fréchet Gu(t) của G tại u(t) = v(t)+u,

được xác định bởi (4.19)-(4.20) với u thay bởi u(t). Do đó từ Hệ quả 1.3.7 và Bổ đề 4.2.6,

ta suy ra đạo hàm riêng Fréchet Tv(t) là khả nghịch.

Giả sử t0 ∈ I, nghĩa là T
[
v(t0), t0

]
= 0 với hàm v(t0) ∈ X̃ nào đó. Khi đó từ các lập luận

ở trên, ta có thể áp dụng Định lý hàm ẩn 1.4.7 và suy ra, với mọi t ∈ [0, 1] thuộc một lân

cận đủ nhỏ của t0, luôn tồn tại một hàm v(t) ∈ X̃ sao cho T
[
v(t), t

]
= 0. Như vậy t ∈ I với

mọi t đủ gần t0, và do đó I là tập mở.

Khẳng định 2: I là tập đóng. Cho {tk} ⊂ I là dãy số hội tụ tới t∗ ∈ [0, 1]. Giả sử{
v(tk)

}
⊂ X̃ thỏa mãn T

[
v(tk), tk

]
= 0. Khi đó u(tk) = v(tk) + u ∈ V và u(tk) là nghiệm

của bài toán Dirichlet (4.10)-(4.11) với mọi k. Từ (4.15), dãy
{
u(tk)

}
là bị chặn đều trong

C2,α∗(Ω) và do đó từ định lý Arzelà-Ascoli ta suy ra tồn tại một dãy con
{
u(t′k)

}
hội tụ

trong C2
(
Ω
)
tới một hàm u ∈ C2,α∗

(
Ω
)
nào đó. Khi đó, từ (4.14) ta có λu ≥ λ∗ > 0.

Do đó từ các điều kiện (a)’, (b)’ và (c)’, ta suy ra u ∈ V . Chú ý T [v, t] là liên tục từ

C2(Ω)× [0, 1] vào C(Ω), nên từ đó ta có dãy
{
v(t′k)

}
=
{
u(t′k) − u

}
hội tụ trong C2

(
Ω
)
tới

hàm v = u − u ∈ X̃ thỏa mãn T [v, t∗] = 0. Điều này có nghĩa là t∗ ∈ I và do đó I là tập

đóng.

Ta đã chứng minh sự tồn tại của nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet (4.1)-(4.2)

trong V . Tính duy nhất của nghiệm δ-elliptic dễ dàng được suy ra từ nguyên lý so sánh

(Định lý 3.1.1). Định lý được chứng minh. �

Nhận xét 4.2.8 Để gắn kết các điều kiện đủ (a)’, (b)’ và (c)’ với điều kiện cần (4.5), ta

sẽ viết lại các điều kiện này dưới dạng khác. Đặt

γ =
(1 + δ2)

−[n
2

]
f

(n−1)/n
0

Cn−1
∗

.

Khi đó hằng số λ∗ cho bởi (4.16) có dạng λ∗ = γf
1/n
0 . Do đó, tương tự như trong Nhận xét

3.2.2, các điều kiện (a)’, (b)’ và (c)’ có thể viết lại như sau

(a)” µ(B) < δγf
1/n
0 nếu δ > 0, B ≡ 0 nếu δ = 0;

(b)” µ(DzB) < β1γf
1/n
0 nếu β1 > 0, DzB ≡ 0 nếu β1 = 0;

(c)” µ(DxkB), µ(DpkB) < β2γf
1/n
0 , k = 1, . . . , n.

Mặt khác, từ (3.26), (4.10), (4.13) và (4.17), ta suy ra

Cn
∗ ≥ detω

(
x, u(t)

)
≥ (1 + δ2)

−[n
2

]
g(t)
(
x, u(t), Du(t)

)
≥ (1 + δ2)

−[n
2

]
f0.

Từ đây suy ra C∗ ≥ (1 + δ2)
− 1
n

[n
2

]
f

1/n
0 và do đó

γ =
(1 + δ2)

−[n
2

]
f

(n−1)/n
0

Cn−1
∗

= (1 + δ2)
− 1
n

[n
2

]

(
(1 + δ2)

− 1
n

[n
2

]
f

1/n
0

C∗

)n−1

≤ (1 + δ2)
− 1
n

[n
2

]
.

Từ bất đẳng thức trên và chú ý f0 ≤ f1, ta nhận thấy ngoài các điều kiện (b)”, (c)” phải

được thỏa mãn, bản thân điều kiện (a)” là chặt hơn so với điều kiện cần (4.5).
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4.3 Một số ví dụ

Trong mục này, luận án đưa ra một số ví dụ mà ở đó ta có thể kiểm tra các giả thiết

của Định lý 4.2.3.

4.3.1 Phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng trong Hình học bảo

giác

Ví dụ 4.3.1 Xét bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng

sau đây

det
[
D2u−

(1

2
|Du|2E −Du⊗Du

)
−B(x,Du)

]
=

1

5n
(
1 + eu

)(
1 + |Du|2

)
trong Ω,

(4.24)

u = 0 trên ∂Ω, (4.25)

trong đó Ω = B1(0) = {x ∈ Rn : |x| < 1}. Ở đây, A = A(p) =
1

2
|p|2E − p⊗ p, BT (x, p) =

−B(x, p), f(x, z, p) =
1

5n
(
1 + ez

)(
1 + |p|2

)
. Phương trình (4.24) với B(x, p) ≡ 0 xuất hiện

trong lĩnh vực Hình học bảo giác ([41]).

Ta sẽ chỉ ra bài toán (4.24)-(4.25) thỏa mãn các điều kiện (i)-(vi) của Định lý 4.2.3.

Thật vậy, vì 0 ≤ p⊗ p ≤ |p|2E nên A ≥ −1

2
|p|2E > −1

2

(
1 + |p|2

)
E. Do đó ta dễ thấy ma

trận A thỏa mãn các điều kiện (i) và (ii) với γ0 =
1

2
. Hơn nữa, bằng tính toán, ta có với

mọi ξ, η ∈ Rn, ξ ⊥ η,

Aij,k`ξiξjηkη` = (δijδk` − δikδj` − δjkδi`)ξiξjηkη` = |ξ|2|η|2 − 2(ξ, η)2 = |ξ|2|η|2.

Điều này có nghĩa là A là chính quy chặt trong Γ = Ω × R × Rn và thỏa mãn (4.8) với

a0 = 1. Như vậy, điều kiện (iii) được thỏa mãn.

Tiếp theo, ta dễ dàng nhận thấy f(x, z, p) > 0 trong Γ và inf
(x,z,p)∈Γ

(
Dzf

f

)
(x, z, p) = 0. Điều

này có nghĩa là các điều kiện (iv) và (v) được thỏa mãn với β1 = 0.

Cuối cùng, ta kiểm tra điều kiện (vi). Ta chọn u(x) =
1

2

(
|x|2 − 1

)
. Dễ thấy u ∈ C∞(Ω) và

thỏa mãn u = 0 trên ∂Ω. Hơn nữa, ta có Du(x) = x,D2u(x) = E và do đó

ω(x, u) = D2u− A(x, u,Du) = E −
(1

2
|x|2E − x⊗ x

)
≥ 1

2
E, ∀x ∈ Ω.

Suy ra, λu =
1

2
. Do đó, ta có với n ≥ 2,

detω(x, u) ≥
(1

2

)n
>

4

5n
≥ 1

5n

(
1 + e

1
2
(|x|2−1)

) (
1 + |x|2

)
= f(x, u,Du), ∀x ∈ Ω.

Từ đánh giá trên ta suy ra u là một nghiệm dưới elliptic của phương trình tương ứng với

(4.24) mà trong đó B ≡ 0.
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Giả sử δ, β2, β3, b0 là các số thực cho trước thỏa mãn 0 < δ < 1, β2 > 0, β3 > 0, 0 ≤
b0 ≤ a0 = 1. Khi đó Định lý 4.2.3 khẳng định rằng, tồn tại các số thực dương 0 < λ∗ ≤
1
2 , 0 < α∗ < 1, phụ thuộc vào n, δ, β2, β3, b0 sao cho nếu B(x, p) là ma trận tùy ý thuộc

W
(
δ, 0, β2, β3, b0, λu

)
∩ C3

(
Γ;Rn×n

)
và thỏa mãn các điều kiện (a)’ và (c)’ thì bài toán

Dirichlet (4.24)-(4.25) có duy nhất một nghiệm δ-elliptic thuộc C2,α∗
(
Ω
)
.

Ví dụ 4.3.2 Xét bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng

sau đây

det
[
D2u− (a|Du|2E − bDu⊗Du)−B(x, u,Du)

]
= f(x, u,Du) trong Ω, (4.26)

u = 0 trên ∂Ω, (4.27)

trong đó a, b là các hằng số, a > 0, A(p) = a|p|2E − bp⊗ p, BT (x, z, p) = −B(x, z, p) và

Ω = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | k1x
2
1 + · · ·+ knx

2
n < 1, ki > 0, i = 1, . . . , n}.

Ta sẽ kiểm tra các các điều kiện (i)-(vi) của Định lý 4.2.3 đối với bài toán (4.26)-(4.27).

Vì 0 ≤ p ⊗ p ≤ |p|2E nên A ≥ (a − |b|)|p|2E ≥ −(|a − |b||)
(
1 + |p|2

)
E. Do đó ta dễ thấy

ma trận A thỏa mãn các điều kiện (i) và (ii) với γ0 = |a− |b||+ 1 > 0. Hơn nữa, bằng tính

toán, ta có với mọi ξ, η ∈ Rn, ξ ⊥ η,

Aij,k`ξiξjηkη` = (2aδijδk` − b(δikδj` + δjkδi`))ξiξjηkη`

= 2aξ2
i η

2
k − 2bξiξjηiηj = 2a|ξ|2|η|2 − 2b(ξ, η)2 = 2a|ξ|2|η|2.

Điều này có nghĩa là A là chính quy chặt trong Γ và thỏa mãn (4.8) với a0 = 2a > 0. Như

vậy, điều kiện (iii) được thỏa mãn.

Đặt u(x) =
c

2
(k1x

2
1 + · · ·+ knx

2
n− 1), trong đó c là hằng số dương sẽ chọn sau. Dễ thấy

u ∈ C∞(Ω) và thỏa mãn u = 0 trên ∂Ω. Đặt kmin = min
i
ki, kmax = max

i
ki. Khi đó ta có

trong Ω,

|Du|2 = c2
(
k2

1x
2
1 + · · ·+ k2

nx
2
n

)
≤ c2kmax

(
k1x

2
1 + · · ·+ knx

2
n

)
≤ c2kmax,

D2u = c diag (k1, . . . , kn) ≥ ckminE,

và vì thế

ω(x, u) = D2u−A(x, u,Du) ≥ D2u− (a+ |b|)|Du|2E ≥ dE, d = c
(
kmin− c(a+ |b|)kmax

)
.

Từ đó ta suy ra u là nghiệm dưới elliptic của bài toán Dirichlet (4.26)-(4.27) nếu hằng số

dương c là đủ nhỏ sao cho d > 0 và hàm vế phải f(x, z, p) ∈ C3(Γ;R) được chọn sao cho

f > 0, Dzf ≥ 0, trong Γ và f(x, u,Du) ≤ dn, trong Ω.

Việc chọn hàm vế phải f(x, z, p) thỏa mãn các điều kiện trên là khá dễ dàng. Khi đó đối

với bài toán (4.26)-(4.27), ta cũng có kết luận tương tự như đối với bài toán (4.24)-(4.25).
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4.3.2 Phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng phụ thuộc tham số

Ví dụ 4.3.3 Xét bài toán Dirichlet sau đây cho phương trình kiểu Monge-Ampère không

đối xứng phụ thuộc vào tham số σ, |σ| ≤ Σ, Σ > 0,

det
[
D2u− A(x, u,Du)− σB(0)(x, u,Du)

]
= f(x, u,Du) trong Ω, (4.28)

u = ϕ(x) trên ∂Ω, (4.29)

trong đó Ω ⊂ Rn là miền bị chặn có biên ∂Ω ∈ C5.

Giả sử các giả thiết của Định lý 4.2.3 được thỏa mãn và W = W (δ, β1, β2, β3, b0, λu) là

tập hợp đã được mô tả trong Định nghĩa 4.2.1, trong đó δ, β1, β2, β3, b0 là các hằng số dương

cho trước với 0 < δ < 1, 0 < b0 ≤ a0. Giả sử B(0)(x, z, p) ∈ BC2(Γ;Rn×n)∩C3(Γ;Rn×n) là

ma trận phản đối xứng và thỏa mãn các điều kiện sau với các hằng số dương δ(0), β
(0)
1 , β

(0)
2 ,

β
(0)
3 , b

(0)
0 và với mọi (x, z, p) ∈ Γ, ξ ∈ Cn, η ∈ Rn,

1.
∣∣B(0)

ij (x, z, p)ξiξj
∣∣≤ δ(0)λu|ξ|2;

2.
∣∣DzB

(0)
ij (x, z, p)ξiξj

∣∣≤ β
(0)
1 λu|ξ|2;

3.
∣∣DxkB

(0)
ij (x, z, p)ξiξjηk

∣∣, ∣∣DpkB
(0)
ij ξiξjηk

∣∣≤ β
(0)
2 λu|ξ|2|η|;

4.
∣∣Dxkx`B

(0)
ij (x, z, p)ξiξjηkη`|, |Dxkp`B

(0)
ij (x, z, p)ξiξjηkη`

∣∣≤ β
(0)
3 |ξ|2|η|2,∣∣DxkzB

(0)
ij (x, z, p)ξiξjηk

∣∣, ∣∣DzpkB
(0)
ij (x, z, p)ξiξjηk

∣∣≤ β
(0)
3 |ξ|2|η|,∣∣DzzB

(0)
ij (x, z, p)ξiξj

∣∣≤ β
(0)
3 |ξ|2;

5.
∣∣Dpkp`B

(0)
ij (x, z, p)ξiξjηkη`

∣∣≤ b
(0)
0 |ξ|2|η|2.

Khi đó tồn tại các hằng số dương 0 < α∗ < 1 và 0 < Σ∗ ≤ Σ, trong đó α∗ phụ thuộc vào

n, γ0, a0, δ, β1, β2, β3, b0, A, f, u, ϕ và Ω, Σ∗ phụ thuộc thêm vào δ(0), β
(0)
1 , β

(0)
2 , β

(0)
3 và b

(0)
0 ,

sao cho với σ tùy ý thỏa mãn |σ| < Σ∗, bài toán Dirichlet (4.28)-(4.29) có duy nhất một

nghiệm δ-elliptic thuộc U(δ, β1, β2, σB
(0))∩C2,α∗(Ω), trong đó U(δ, β1, β2, σB

(0)) được xác

định bởi Định nghĩa 4.2.2 với B được thay bởi σB(0).

Thật vậy, ta đặt

γ = min

(
δ

δ(0)
,
β1

β
(0)
1

,
β2

β
(0)
2

,
β3

β
(0)
3

,
b0

b
(0)
0

,Σ

)
, Σ∗ = γ

λ∗
λu
, (4.30)

trong đó 0 < λ∗ ≤ λu là hằng số đã được xác định trong Định lý 4.2.3.

Giả sử σ là số thực tùy ý thỏa mãn |σ| < Σ∗. Suy ra |σ| < Σ∗ ≤ γ. Do đó từ các giả thiết

và (4.30), ta suy ra ma trận σB(0)(x, z, p) thuộc W ∩ C3
(
Γ;Rn×n

)
và thỏa mãn các điều

kiện bổ sung (a)’-(c)’ của Định lý 4.2.3. Do đó, từ Định lý 4.2.3 ta suy ra bài toán Dirichlet

(4.28)-(4.29) có duy nhất một nghiệm δ-elliptic thuộc U(δ, β1, β2, σB
(0)) ∩ C2,α∗(Ω), trong

đó U(δ, β1, β2, σB
(0)) là tập được xác định bởi Định nghĩa 4.2.2 với B được thay bởi σB(0),

α∗ ∈ (0, 1) là hằng số phụ thuộc vào các đại lượng tương tự như λ∗, đã được xác định trong

Định lý 4.2.3.
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KẾT LUẬN CHƯƠNG 4

Chương này nghiên cứu về tính giải được của bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu

Monge-Ampère không đối xứng. Cụ thể, luận án đã chứng minh được các kết quả sau:

- Đã thiết lập một điều kiện cần cho sự tồn tại nghiệm δ-elliptic của phương trình kiểu

Monge-Ampère không đối xứng (Định lý 4.1.1).

- Đã thiết lập các điều kiện đủ áp đặt lên ma trận đối xứng và vế phải của phương

trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng để nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet tồn

tại duy nhất trong C2,α∗(Ω) với α∗ ∈ (0, 1) nào đó khi ma trận phản đối xứng có mặt trong

phương trình là đủ nhỏ theo một nghĩa nào đó (Định lý 4.2.3). Việc chứng minh sự tồn

tại duy nhất nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet dựa trên phương pháp liên tục để giải

phương trình toán tử phi tuyến đã được giới thiệu trong Chương 1 và các đánh giá tiên

nghiệm đã được thiết lập trong Chương 3.

- Đã trình bày một số ví dụ cụ thể đối với bài toán Dirichlet cho phương trình kiểu

Monge-Ampère elliptic không đối xứng.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

1. Các kết quả đạt được của luận án

Luận án đã nghiên cứu tính giải được trong không gian C2,α(Ω), α ∈ (0, 1) đối với bài

toán Dirichlet cho phương trình kiểu Monge-Ampère elliptic không đối xứng trong miền bị

chặn Ω ⊂ Rn và nhận được các kết quả chính sau đây:

- Đưa vào một lớp nghiệm δ-elliptic với δ ∈ [0, 1) cho phương trình kiểu Monge-Ampère

không đối xứng và nhận được một điều kiện cần cho sự tồn tại loại nghiệm này.

- Đưa vào khái niệm d-lõm với d ≥ 0, một mở rộng của khái niệm lõm thông thường;

đã chứng minh tính d-lõm của hàm số kiểu Monge-Ampère trên một tập lồi không bị chặn

của tập hợp các ma trận xác định dương không đối xứng. Tính d-lõm là một công cụ quan

trọng trong việc thiết lập các đánh giá tiên nghiệm đối với nghiệm δ-elliptic.

- Bằng cách đặt ra các điều kiện để ma trận phản đối xứng có mặt trong phương trình là

nhỏ theo nghĩa nào đó, qua một số bước tiến hành, luận án đã thiết lập được đánh giá tiên

nghiệm trong C2,α(Ω) với α ∈ (0, 1) nào đó đối với nghiệm δ-elliptic của bài toán Dirichlet

cho phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng, đồng thời các đánh giá này là đều

đối với một lớp các ma trận phản đối xứng.

- Sử dụng phương pháp liên tục giải phương trình toán tử phi tuyến trong không gian

Banach, luận án đưa ra các điều kiện đủ áp đặt lên các dữ kiện của bài toán Dirichlet

cho phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng để nghiệm δ-elliptic của bài toán

Dirichlet tồn tại và duy nhất trong C2,α(Ω) khi ma trận phản đối xứng có mặt trong phương

trình là đủ nhỏ theo một nghĩa nào đó.

2. Kiến nghị một số vấn đề nghiên cứu tiếp theo

Bên cạnh các kết quả đạt được trong luận án, chúng tôi kiến nghị một số vấn đề cần

được tiếp tục nghiên cứu như:

- Nghiên cứu các phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng xuất hiện trong các

lĩnh vực như: Vận chuyển tối ưu, Hình học bảo giác, Dự báo khí tượng,...

- Nghiên cứu bài toán Neumann cho phương trình kiểu Monge-Ampère không đối xứng.
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