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Giai tich phi tuyén tng dung va nhiing linh vyc lién quan dén téi uu
lien tuc v bat ding thic bién phan da trai qua qua trinh hoan thién hon
ba muoi nam. Trong d6, giai tich 16i 1a mot linh vige bao gom nhiéu van dé
trong toan hoc va ting dung ctia né déng vai tro quan trong trong syt phat
trien nay. Dinh 1y tach cac tap 16i va bién doi lien hop Legendre - Fenchel
la nhiing khai niém co ban c¢6 déng goéop quan trong cho qué trinh phat
trién trén. Cé hai khai niém quan trong khac gép phan lam cho giai tich
10i trd thanh cong cu manh, ma thudng xuyén bi gidu kin, 1& khai niem ve
non tiém can va ham tiém can.

Trong qua trinh tim cyc tiéu ctia bai toan t6i wu ta phai déi mit véi
truong hop tinh compact bi vi pham va ton tai day khong bi chin. Diéu
ta quan tam t6i 1 biéu dién ctia cdc day nay & vo ciing. Tt day dan dén
cic khai niém nén tiém can vd ham tiém can. Trong mot cudn sach dugc
cong b6 vao nam 2000, A. Auslender va M. Teboulle [3] d&a dua ra nhiing
két quad vé nén tiem can va ham tiem can. Céac tac gid da chi ra nhing
tinh chat quan trong va thu vi ciia chiing trong ca hai truong hop 1oi va
khong 16i.

Luan vin nay trinh bay mot s6 két qui chinh ciia Chuong 2 “Nén
tiem can va ham tiém can” (“ Asymptotic cones and functions”) trong cudn
chuyén khéo [3] ctia A. Auslender va M. Teboulle da duge nhic t6i 6 tren.,
Cac doi tuong duge xét 6 day 1a nén tiém can, ham tiém can va ap dung
cia chiing dé xét su ton tai nghiém trong bai toan t6i uu.

Luan van gom ba chuong.

Chuong 1 “Kién thitc chuan bi” dé cap t6i mot s6 khai niém co ban
trong giai tich 16i. Do phan nay chi mang tinh hé trg, nén sé khong chiing
minh cac két qua dua ra & day.



L1 NOT DAU

Chuong 2 “Ham tiém can” trinh bay quéa trinh xay dung khai niém nén
tiem can va ham tiem can thong qua trén do thi ctia n6é. Stt dung cong cu
clia giai tich ¢6 dién vd mot sé khai niem hinh hoc cho ta biéu dién tiem
can cua mot tap, mot ham va cac phép toan cam sinh khéac, va cho phép
nhan dugc két qua rieng thi vi trong ca hai truong hop 16i va khong 16i.

Chuong 3 “Ung dung ctia ham tiém can” gi6i thieu mot s6 ting dung clia
ham tiém can va trinh bay cu thé hon 4p dung ham tiém can dé nghien
citu su ton tai va 6n dinh cho bai toan cuc tieu 16i.

Do thdi gian c6 han nén luan van méi chi dimg lai § viec tim hiéu, tap
hop tai lieu, sap xép va trinh bay cac két qua nghién citu da cé theo chii
dé dat ra. Trong qué trinh viét luan van cling nhu trong xit I¥ van ban
chic chin khong tranh khoi nhitng sai s6t nhat dinh. Tac gid luan van rat
mong nhan dudc st dong gép clia cac thay c¢o va ban dong nghiép dé luan
van dugce hoan thién hon.

Luan van dugc hoan thanh tai Vién Toan hoc, Vién Han lam Khoa hoc
va Cong nghé Viéet Nam, dudi sy huéng dan ctia PGS. TS. Truong Xuan
Drc Ha.

Tac gid xin bay t6 long cAm on sau sic tdi co Truong Xuan Dic Ha da
tan tinh giup do trong sudt qua trinh lam luan vin.

Tac gia cling xin bay t6 long biét on cac thay co va can bo cong nhan
vién ctia Vien Toan hoc da quan tam gitp dd trong sudt qué trinh hoc tap
va nghién citu tai Vién.

Ha Noi, ngiy 15 thang 08 nam 2014

Hoang Thi Anh Nguyét
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Chuong 1

Kién thitc chuan bi

Chuong nay trinh bay mot sé dinh nghia va két qua chinh cta giai tich 16

sé dugc stt dung & cac chuong sau. Noi dung ctia né chi yéu lay tu [1] va [2].

Mot s kién thiic co ban vé giai tich 16i

Cho R" = {z = (21, ,2,), ¥; € R} 1a khong gian Euclidean n chiéu,

Tich vo hudng trong R™ duge dinh nghia nhu sau

n
(x,y) := inyi, z,y € R".
i=1

Hinh cau don vi déng trong R™ ki hiéu la

B:= {z € R"| ||z|| < 1}.

Dinh nghia 1.1. Tap C' C R" 13 16i néu Va,b € C thi doan thang
[a,b] :={ta+ (1 —1¢)b| t €]0,1]}

noi hai diem a, b ciing nam trong C.



Chuong 1. KIEN THUC CHUAN BI

Mot sd phép toan ve tap 16i: Giao ctia mot ho bat k¥ cac tap 1oi 1a tap
16i. Tich Descartes ctia mot s6 hitu han tap 16i cling la tap 16i. Tong cla
mot s6 hitu han cac tap 1oi 1a tap 1oi. Anh va nghich anh ctia mot tap 1oi

qua anh xa tuyén tinh 1a tap 1oi.

Mat phiang, doan thing, duong théang, hinh cau trong R" 13 nhiing vi

du quen thudc vé tap 16i. Trong khi d6 mit cau khong phai 1a tap 10i.

Dinh nghia 1.2. Tap K C R" dudc goi la nén néutr € K ,Vx € K, t >
0. Néu K Ia tap 1oi thi noé sé 1a non loi.

Mot vi du quan trong vé noén 16i trong R™ 14 nén orthant duong

RY :={z]2; >0,i=1,...,n}.

Dinh nghia 1.3. Tap C C R” 1a tap 1oi khac rong. Tap
Ne () ={veR"|(v,x —) <0 ,Vx € (C}

dudc goi 1a non phdp tuyén cta C taiz € C.

Vi du 1.4. (a) V6i C = R2 ta c6

Ne((0,0)) = {(z,y)| z, y < 0}.

(b) Véi tap C = B = {x € R"| ||z|]| < 1} ta ¢6 nén phap tuyén cta C tai

(0,0) chinh I vecto khong, va nén phap tuyén tai diem (0,1) 1a

Ny((0,1)) = {(0,y)|y > 0},



Chuong 1. KIEN THUC CHUAN BI

Dinh nghia 1.5. Mot tap C' C R” la khac rong. Tap
posC :={\x|z € C,\>0}

duge goi 1a non duong (hay bao nén) sinh bdi tap C' va 1a nén nhd nhat

chua tap C.

Dinh nghia 1.6. Tap C C R" 1a da tap affine (tap affine hay khong gian

con affine) néu Va,b € C thi duong thing
L(a,b) :=={ta+ (1 —1t)b|t € R}

di qua a, b déu nam trong C.

Khong gian R”, diém, dudng va nhiing siéu phang trong R” 1a nhiing
da tap affine. Trong khi d6, hinh cau, hinh da gidc néi chung khong phai
14 tap affine. Mot tap affine 1a dong va 16i. R rang tap affine 1a truong

hop riéng ctia tap 1oi.

Mot tap C' C R™, ki hisu

conv C = {itzl’lxzec, t; >0, itzl},
i=1 i=1
aff C .= {itixi|xi60, t; € R, i%‘:l}
=1 =1

tuong ting 12 bao 167 va bao affine clia C. Dé thay, conv C' 13 giao clia tat
ci cac tap loi chia C' va 1a tap 10i nhé nhat chita C. Bao affine ctia C' 1a
giao clia tat ca cac da tap affine chita C'. V6i moi tap C # (), aff C bao gio

cling ton tai va duy nhat.



Chuong 1. KIEN THUC CHUAN BI

Dinh nghia 1.7. Tap C C R" 1a tap 16i. Phan trong va bao déng cia C

cling 1a tap 16i va duge ky hiéu

intC' = {xER”\EI€>O Saochox—l—dB%CC}a

cC = ﬂ (C +¢B).

e>0

Mot diém a ctia tap 161 C' goi 1a diém trong tuong doi néu ¥V € R déu
c6 mot sd € > 0 dé

a+e(x—a)eC.

Tap cic diém trong tuong doi cia C duge ki hieu ri C, cling 1a tap 16i.

Dinh nghia 1.8. Mot tap con 16i F' ciia mot tap 16i C goi 1a mot dién
cia Cnéuzx,y € Cma (1—Ax)+ Ay € F, 0 <\ <1th|z,y] CF,
nghia 1a néu mot doan thang bat ki thuoc C' c6 mot diem trong tuong ddi

thuoc F' thi ca doan thing ay phai nam tron trong F'.

Mot dién c6 sé chieu bang 0 goi 1a mot diém cuc bién ctia C. N6i cach
khéc, d6 1a mot diem thuoc C' ma né khong thé 1a mot diém trong tuong
doi clia mot doan thang bat ky nao véi hai dau mit khac nhau thuoc C.
Tap cdic diém cuc bién cia C ky hieu la ext C. Vi du nhu trong mot da
giac 16i thi dinh ctia n6 chinh la cac diém cuc bién.

Néu mot tap 16i C' c6 dien 1a mot nita duong thang thi vecto chi phuong
clia nita dudng thang nay goi 1a mot phuong cuc bién. Tap cdc phuong cuc
bién ctia C ki hieu la extray C'. Chang han nén orthant duong R% c¢6 duy
nhat mot diém cye bien 1a (0,0) va hai phuong cyc bién, d6 1a cac vecto

don vi el = (1,0) va e = (0, 1).



Chuong 1. KIEN THUC CHUAN BI

Tap 10i c¢6 thé biéu dién duge qua cac diém cuc bién va phuong cuc

bién.

Dinh ly 1.9. (Dinh ly Krein- Milman)

Mot tap loi C C R”, khdc rong va khong chita duong thiang nao thi
C' = conv (ext C' U extray C).
Khi C' 14 mot tap compact, lic dé ext C' # (). Tap C c6 thé biéu dién
duge dudi dang C' = conv ext C.
Mot dinh 1y rat quan trong ctia giai tich 16i thuong duge stt dung trong
Iy thuyét toi wu do 1a dinh ly tdch cdc tap 1oi. Siéu phang
(t,x)y =a, t#0

dudc goi 1a tach hai tap C, D néu

sup(t, z) < a < inf (t,y);
xeC yeb

tach han hai tap C, D € R" néu

sup(t,r) < a < inf (t,y).
zcC yeD

Dinh 1y 1.10. (Dinh 1y tach tht nhét)

Hai tap loi C, D khong rong ma roi nhau thi c6 mot siéu phang tach ching.

Dinh 1y 1.11. (Dinh 1y tach th hai)
Hai tap loi déng C, D khong rong ma roi nhau va moét trong hai tap ay

compact thi cé6 mot siéu phing tdch han ching.

9



Chuong 1. KIEN THUC CHUAN BI

Ta ki hiéu R := [—o00, +00] 1a tap s6 thuc mé rong. Dic biét trong bai
toan toi uu ta thuong lam viéc véi md rong ctia ham s thiyc. Nghia 13 cac
ham 14y gia tri trong R” — R U {4o00}. Trong moi tinh toan trén tdp so

thiic md rong R := [—00, +00] ta sé theo cic quy wéc thong thusng
00+ 00 =00; a.00=00,Va>0; inf ) = oco; sup ) = —c0.
V6i ham f : R® — R, ta dinh nghia cac tap

dom f := {x € R"| f(z) < +o0},

epi f = {(z,a) e R" x R| f(x) < a}.

lan luot duge goi 1a mién hitu hiéu va trén do thi clia f. Ngoai ra, véi mdi

a € R, ta goi tap mic ciia ham f (v6i mic «) la
lev (f,a) :={z eR"| f(z) < a}.
C6 thé thay méi tuong quan ctia tap mic va trén do thi cta f do 1a
(r,a) €epif <=z €lev(f,a).
Ham f dudc goi 1a chinh thuong néu

dom f#0va f(zx)>—00 VaeR"

Dinh nghia 1.12. Ham f : R" — R 1 nia lién tuc dudi tai  néu
f (x) < liminf f (y)
Y—T
va nia lién tuc dudi trén R™ néu f nita lién tuc dudi véi moi o € R™.

Dinh 1y sau néu mot s tinh chat dic trung ciia ham nia lién tuc dudi.

10



Chuong 1. KIEN THUC CHUAN BI

Dinh 1y 1.13. Ham f : R" — R thi cdc phat biéu sau la tuong duong
(a) f nia lien tuc dudi trén R".
(b) Tap trén do thi epi f la déng trong R™ X R.

(c) Tap maiclev (f,«) la dong trong R™.
Dinh nghia 1.14. Ham f : R” — RU {400} dugc goi la
- 107 néu
fle+ @ =t)y) <if(z)+ (1 =1)f(y), Va,y e RVt €0, 1];
- 107 chdt néu
fx+ (1 —-t)y) <tf(x)+(1—¢t)f(y), Ve,y e R", x £y, Vt e (0, 1);
- lom néu — f 1a 10oi;
- affine néu f vira 1a 16i vita 1a 16m.
Vi du 1.15. Mot s6 ham 161
e Ham affine f(z) = (c,z) + a véic € R", a € R.
e Ham chi cia tap 1oi C C R", trong d6

0 néux e C,
50 (SC) =
+o0o néuzx ¢ C.

e Ham tua cla tap 1oi C C R", trong d6

oc(d) = sup{{(z,d)|z € C}.

11



Chuong 2
Ham tiém can

Trong chuong nay, chiing ta sé phan tich su phat sinh ctia ham tiém can.
T mot tap con trong R™ ta quan tam tdéi bién thién ctia n6 ¢ vo cung.
Chinh dieu nay sé dan dén cac khai niém vé nén tiém can va ham tiém

can thong qua tap trén do thi cia né.

2.1 Non tiém can
Mot day {z;} C R™ goi 1a hoi tu t6i 2 néu
|z — || — 0 khi k — oo,

Nhéc lai rang, mdi day trong R” hoi tu t6i x khi va chi khi né bi chan va
diém tu x 14 duy nhat. Didu ma ta quan tam téi 1a gidi quyét van dé trong
truong hop day {x;} C R" khong bi chian. Trudc tién xét

Lk
d == ——

, vOoixr # 0,k € N.
]

T gidi tich c¢o dién, ap dung dinh 1y Bolzano- Weierstrass c¢6 thé lay

mot day hoi tu d = Enl%dk, K C N, d # 0. Gia st day {zx} C R" ma
=

12



Chuong 2. HAM TIEM CAN

||xk|] = +o00. Khi d6

x
Ity := ||zk]| , £ € K C N sao cho limt; = 400 va lim =% = d.
keK keK 1y,

Diéu nay dan dén mot s6 khai niem sau.

Dinh nghia 2.1. Day {z;} C R", k € N dugc goi 1a hoi tu vé phuong

d € R" néu

x
3{t;} v6ity — +o0 sao cho lim i
k—oo Ty

Dinh nghia 2.2. Cho () # C C R" ta ky hiéu nén tiém cin cia tap C la

Cy = {dER"| dt, — +oo,3x, € C' v6i lim Tk :d}

k—oo T,
do la tap cac vecto d € R", la giéi han theo huéng cta nhiing day

{zr} C C. Tuong ty mot dinh nghia khéc cho nén tiem can

Cy = {d € R”\Vaz e C,dd, e R",d, — d,ds;, — 0o sao cho x+s,dy, € C}
Tt dinh nghia suy ra mot s6 tinh chat co ban cho nén tiém can.

Meénh dé 2.3. Mot tap O # C C R" thi
(a) Co la non dong.

(b) (clC),, = Cw.

(c) C la non thi Cy = clC.

Chitng minh. (a) Lay A > 0, gid stt d € C, tit dinh nghia ctia nén tiém

can ta co

3 {x} C C, It — 00 sao cho lim ﬁZCZEC'OO.

k—o00 tk

13



Chuong 2. HAM TIEM CAN

Xét
A= A lim 2F = lim AZE = Jim -k
k—oo T, k—oo Ty k—00 (tk>

A
t 00 .
Dotk—>oo,va>\>0suyraxki)w.VithéAdethayleanén.

Gid st d, € Cy, dj, — d. Theo dinh nghia ctia nén tiém can ta c6 ducc

dx, € C,3dt, — 400 ma lim %:dk € Cy.

k—oo T,
Khi k — oo thi d;. — d, ta dugc

Tk k—oo
7

d.

Suy ra

lim — =d vé6i x € C, t, — 0.
k—oo T}

Vay d € (', hay (', la dong. Do d6 C4 1a nén dong.
(b) Vi C' C clC suy ra Cy C (¢l C)np.

Nguge lai, gid stt d € (clC) tic la

X
dty — 400, dx; € clC sao cho t—k — d.
k

1
Do d6 Vk, dyi € C sao cho ||y — zi|| < o Khi k — oo, xét gt/—k ta duge
k k
— T+ - x 1
Yk _ Yk k k:Hyk "7H+—k§—2+d—>d.
i 172 Lk i1 [

Suy ra d € Cy. Vivay nén Cy, = (cl ().

(c) Ta sé chi ra c1C' C Cy. Dau tién xét truong hop = € C. Dt

th=k; xp=kxvoik=1,2...

14



Chuong 2. HAM TIEM CAN

x
ta sé duoc t_k =zsuyraz € Cy.
k

Truong hop x € ¢l C, nhu vay sé ton tai v, € C sao cho y, — . Dat

tk:k; xk:kykvéik:1,2...

k
Xét%:%:yk%x.DodéxECoo.Suyrach’CC’oo.
k

Ngugc lai, gid stt d € Cy, theo (b) ta c6 d € (cl (). Thic la

X
dtp — 400, dx € cl C sao cho t_k — d.
k

Mat khéac, C' 1a nén, nén cl C ciing la nén suy ra

Tk e,V
7
Do clC' la tap déng, nén % — d € clC. Vi thé ta c6 duge Cy, C clC.
k
Vay Cy = cl C. O

Meénh dé 2.4. Tap C' C R™ bj chan khi va chi khi Coy = {0}.
Ching minh. Tap C la bi chan thi theo Dinh nghia 2.2 ta ¢6 nén tiém
can ctia C chi la diém gbc 0.

Ngugc lai, bang phan ching gid sit rang tap C khong bi chan, tic 1a
3{:%} C C, v6ixp #0,Vk € N thi t; := HZUkH — Q.

Ta duge day vecto
X
dpy =2 ec{d:|d|=1}.
7%

Lay gi6i han day {d;} ta co

limdy, = lim =% = lim —*_ véi k € N.
keK keK b keK ||zl

15



Chuong 2. HAM TIEM CAN

Do do
limd, =d, ||d| =1, ke KCN.
k—oo

Tt dinh nghia nén tiém can ta c6 d € Cu, mat khac theo gid thiét

Csx = {0}, cho nén d = 0. Khi d6

x
lim —*— = 0 hay 25 ~2°% 0,
keK ||z
mau thuan véi diéu gid st 1a x # 0. Vay tap C 1a bi chin. O

Dinh nghia 2.5. Tap C' C R” 1a tap khac rong va ki hiéu

cl .= {deR”|Vtk—>+oo,3xk € C'v6i lim il :d}.

>0 k—oo Ty,

Ta n6i tap C 1a chinh quy tiém can néu Cy = C’éo.

Meénh dé 2.6. Tap C la mot tap loi khdc rong trong R™ thi C' la chinh

quy tieém can.

Chitng minh. T dinh nghia ctia CL va C luon c6 duge bao ham thiic

Cl cCy.

Dé ching minh bao ham thitc ngudc lai, gia st rang d € Co. Tt dinh

nghia ctia nén tiém can cho mot tap C' khac rong ta co

3 {xx} C C, Is — oo sao cho lim Tk _q.
k—oo S,

T — X

Lay x € C dat dj, = thi

Sk

lim dj, = d v6i x + spdi, € C.

k—o0

16



Chuong 2. HAM TIEM CAN

Dé thay

T — L Tk T k—oo
dk _— - - — > d-
Sk Sk Sk

:U :U by . « £ ~
Khi s; cang I6n thi — — 0 nén d — — dan t6i vecto d. Tiep tuc, chon day
Sk Sk

{tr} tuy ¥ sao cho

lim tk = +00.
k—o0

C6 dinh m, ton tai ham k phu thudoc m véi

. _ P .
n]Ll_rgok (m) = +00 va ty, < Spim)

2 i=ax+ tmdk(m)

Thim) — &
Sk(m)
tm tm
= (1 — ) T+ Lk(m)-
Sk(m) Sk(m)

tm

Sk(m)

Do tinh 16i ctia tap C va t,, < Spy) tiic la < 1 ¢6 ngay a/,, € C.

Chuyén qua giéi han duge

x x+ tyd .
m =™ = lim — R gy + dp(m) — d.
m—00 T, m—00 tim m—00 T,
Béi vi
/
x
d= lim =~ véi 2/, € C, Vtmk_)—OO>+oo
m—oQ m
nén
de CL ticla Cy C CL.
Vay C'y, = C’;O hay tap C' la chinh quy tiém can. O

Luu ¥ ring mot tap co thé khong 16i nhung van 1a chinh quy tiém can.
Dé dang kiém chimg didu nay qua vi du sau. Véi tap C khong 161 duge

17



Chuong 2. HAM TIEM CAN

cho béi €' := S + K ma S 1a compact va K 1a mot nén 16i dong. T tinh
compact cua tap S suy ra no bi chan. Liac d6 S, = {0} ma K, = K nén
Co = CL. Vay tinh 16i 1a diéu kién di nhung khong phai 1 diéu kien can

cho cho tinh chinh quy tiém can.

Meénh dé 2.7. Mot tap loi C khac rong trong R", ky hiéu tap chuan hoa

Cy = {d c Rn| El{xk} C C, HLCk:H — +00, vdi d = lim &} .
k—o0 kaH

Khi d6 Co = pos C, vdi pos C' = { x| z € C; X > 0}.

Chimg minh. Gia st Add € pos Cy, v6id € Cy, A > 0. Vid € Cy nén

I {ax} € O, |lax]| = +oo vad = lim —— |ld| = 1.
k—oo HLUkH
Lac do
A = A lim 25— fim
k—oo HIkH k—o00 HZL’kH
A
el
bat —— = {; lay qua giéi han dugc

k—o0

ty —— +00 (Vi ||z]] = +00).

Do d6 lim —* — d, ticlad € Cy. Suy ra Ad € Cy nghiala pos Cy C Cx.

k—oo T

Ngugc lai gid st ring 0 # d € C,,, theo dinh nghia nén tiém can ctla
tap C ton tai t — oo, 3 € C sao cho

T L T
k—oo T} k—oo Ty ”ka

x
Khi k£ — oo thi day {Ht—kH} la mot day bi chian khong am, theo nguyén
k
Iy Bolzano - Weierstrass nén né phai chita mot day con hoi ty, nghia la

H{M} i K CN v im0y s o)
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2 2 i
viéc ¢o dinh k & day de chi ra day con hoi tu. Mit khac ﬁ ‘ = 1 nén
Tk
x
lim — ¢ C, kéo theo d € posCy. Vi vay Cy = pos Cly. ]
k—o00 kaH

Sau day 14 mot s6 bieu dién ctia nén tiém can cho tap 1oi.

Meénh dé 2.8. Mot tap loi C khdc rong trong R™. Khi dé non tiem can

Cy la non loi déng. Ta dinh nghia cdc tap

D(z):={deR"\z+tdeclC)Vt >0}V eC,
E :={deR"dz € C sao cho x+td € c1C,Vt > 0},

F:={deR"d+clC CclC}.

Khi dé6 D(x) khong phu thudc vio x, cé thé biéu thi né bdi D wva
Cx = D=FE = F.

Chitng minh. Do C' 1a tap 16i nén C, 1a nén 16i déng. Ta sé chitng minh
ba cong thitc trén la tuong duong theo cac budc sau:

Dau tién ta chitng minh

Layd e D,z € C, véi moi t > 0 ta c6

z(t) =x+td e clC.
z(t)

Cho t — oo nhan dugc -~ — d, trong d6 x(t) € clC. Tu dinh nghia nén
tiém can ta c6 ngay d € (c1C)q hay d € Cy (Vi (clC),, = Cx). Do d6
D c Cy

19



Chuong 2. HAM TIEM CAN

Dé dang kiém chitng dudec Coo C D. Gid st d € Cy, 1 € C, t > 0.

Tu Dinh nghia 2.2 ¢6 ngay

x
dty — 400, dag € C' sao cho d = lim -k
k—oo tk
Lay x € C, dat d;, = mkt_ * ta dugc
k
d= lim dj,  + tyd, € C.
k—o00
Chon k du 16n sao cho t < t;.. Lac do
tr tx t t
r4+tdp=0v+———+td,=(1—— SU—I——(ZU—{—tkdk).
Uy tr 7 (73

Két hop v6i tinh 16i ctia C suy ra = + td;, € C. D& dang kiém tra duge
lim x + td, = x + td, kéo theo d € D, do d6 chiing minh dugc bao ham

k—o00

thic C,o C D. Vi vay nén Cy, = D. Tiép theo ta chiing minh
D(z) = F = Cx.
Theo dinh nghia ctia D(x) va E, ta c6 ngay bao ham thic D(x) C E. Mt
khac & trén ta da ching minh duge D(z) = C, dé tiép tuc can ching t6
EcCy. Layd e E vax € C sao cho
z(t):=x+tdeclC, Vit > 0.

Cho t — oo thi
t
x()—>d.

t

Theo dinh nghia ctia nén tiem can suy ra d € (clC)y mat khdac Cy =

(clC)o nén suy ra d € Cy, tiic 1a £ C Cy. Vay D(z) = E = Cl.

R6 rang, D(z) la tap céc vecto d trong R", ma z +td € c1C, Vo € C,

do d6 D(z) khong phu thuoc vao x. Cho nén c¢6 thé viét thanh
D(x)=D=Cyx =E.
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Cubi cuing ta chiing minh réng
Cyw = F.
St dung biéu dién Cx = D. V6it =1 vad € Cy thi 32 € C sao cho
r+tdeclC

do vay
d+clC C clC.

T dinh nghia ctua tap F' suy ra
d e F, nghiala Cy C F.
Dé ching minh bao ham thtc nguge lai F' C Cy, lay d € F, bang mo
ta cua tap F ludn co

d+clC CclC,
Xét 2d+clC =d+ (d+clC),

Cd+clC.
Nhu vay 2d 4+ cl C' C cl C, khai quat hoa qua trinh nay lén ta dugc
clC+mdcCclC, Vm € N.
Do d6 v6i x € C ta c6 thé biéu dién duéi dang
dy :=x+md e clC, Vm € N.

d .
Khi m — oo nhan dugec — — d. Ap dung dinh nghia nén tiém can suy
m

ra
de Cy hay F C C.
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Vivay F = Cy. O

Tém lai ba cong thic trén 1a tuong duong va la biéu dién thay thé duge
cho Cy. Khi C 1a 16i déng thi Cy, con dugc goi 1a nén cdc phuong vo
tan (phuong lui za). Mot cong thite biéu thi khac clia nén tiem can trong

truong hop C' 1a tap 16i dong ky hiéu 1a

Coo 1= ﬂtil(C —x), Vo e C.

>0
Duéi day trinh bay mot s6 két qua clia nén tiem can khi xét mot tap

14 161, déng trong R™.

Ménh dé 2.9. Véi moi tap loi dong khdic rong C trong R™ thi
C =0C 4+ Cx.
Ching minh. Truée tién ta xét truong hgp tap C' la bi chan. Suy ra
Cs = {0} cho nén
C=C+{0}=C.
Vay dang thic C = C + Cy, 1a ding.
Truong hop tap C' 1a khong bi chéin, ta luon ¢

CcC+Cy.

Dé ching minh bao ham thtc nguge lai ta gia st z € C' 4+ Cx. Do do ton

tai c € C,d € Cy sao cho x = ¢+ d. T dinh nghia nén tiém can suy ra

d
ddy, € C, 3t — oo sao cho lim k.

k—oo T}

Do tap C 1 16i nén vé6i k du 16n thi

1 1
11— — —d C.
( tk>c+tk ke
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Lay qua gidi han ta c6

1 00
(1——>c+ dkk_>—>c+d—sc60
17 14

Do d6 C+Cyx C C. Vivaynén C' = C + C. O

Meénh dé 2.10. Véi moi tap C C R™ 1oi, dong, khdc rong va khong chia

duong thang nao thi

C' = conv (ext C') + C.

Chitng minh. Tu Dinh Iy 1.9 ta c6 mot tap 1oi déng, khong chita duong
thing nao sé biéu dién duge bing bao 16i ctia cac diém cuc bién va cac
phuong cuc bién ctia né. Véi tap C da cho théa man Dinh 1y 1.9, ¢6 thé
mo tad z € C' bdi mot to hop 161

x_ZAxZ+ Z Nid;,

i=k+1

m
trong d6 >N\, =1, \; >0, i = 1,m, v6i x; € ext C, d; € extray C'. Nghia
i=1

1a

d; =e;+ v, mae; €extC,v; € Cx.

Tu day suy ra

x—z/\xﬂr Z Ai (e + v;)

1=k+1
—Z)\ZL’Z—F Z Aie; + Z Ai;.
i=k+1 1=k+1

m
Do C 16, x;, ¢; € ext O, Y\, =1, \; >0, i = 1,m nén x c6 dang
i=1

x—ZﬁzymL Z Aiv;,
i=k+1
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m k m m
trong d6 v; € Co, va > By = Do Nixs + Y. Aieg, >, A = 1. Lic nay
i=1 i=1 i=k+1 i=1

x € conv (ext C') + Cy, tiic 1a C' C conv (ext C') + Cw..

Nguge lai, extC' C C, do d6 conv(extC) C convC =C (C
16i néen convC = C). St dung Ménh de 2.8 ta c¢6 bao ham thic

Cx + conv (extC) C C. Nhu vay C = conv (ext C') + Cx. O

Duéi day 1a mot s6 phép toan quan trong ciia nén tiém can cho cac tap

tuy y trong R".

Meénh dé 2.11. Cdc tap C; CR™, i € I la tap chi so bat ky. Lic do
(a) (ﬂ Cl)oo C N (Cl)oo khi N C; # 0.
iel iel iel
(b) (U Ci) D U (Cy)
icl iel
Bao ham thite (a) tré thanh dang thiic khi C; la cdc tap 10i dong va cé giao

o

khac rong. Néu I la mot tap chi so hitu han thi bao ham thic (b) trd thanh

dang thic.

Chitng minh. (a) Dé chitng minh khang dinh (a) ta sé st dung dinh nghia
clia nén tiém can va phép toan lay giao clia mot ho bat ky cac tap 10i dong
14 161 dong.
That vay, DI C; # 0 suy ra 3 (DI Ci)e va la tap dong. Gia st
1€ 1€
d € ( N Cz)oo thi

el
X
dtp — 0o, dap € N C} sao cho L N
1€l t
Do do

s
Ity — oo, Jai € O, vz'elmat—’““—“%d,
k
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ticla d € (Cj),, Vi € 1. Lac do

de N (C),,Viel

i€l

Nhu vay ta thu duge két qua

(ﬂ Cz)oo C N (Cl)oo khi 'ﬂI C; # 0.
1€

iel il
Nguoc lai, gid st them tinh 16i va déng cho cac tap Cj,¢ € I ta sé chi
ra N (Ci)oeo C (N Ci)oo. Gla st d € N(C))o suy ra d € (Cy)oo, Vi € I.
iel il iel

Tit bieu dién ctia D(x) 6 Ménh dé 2.8 ta c6 duge
Vee(C;suyrax+tde C;, Vi el
TaclaVax € _ﬂIC’Z- thix +td € C;, Vi € I. Suy ra
1€

r+td e N C;.
1el
Do dé d e (N Cy)o hay N(Ci)oe C (N C)) o
1el 1€l i€l
(b) Chitng minh tuong tu (a) gia sit réng d € ‘UI (Ci) - Dicu nay dan
1€
dén Jie1déd e (C;),. Do do6
Ly
dt, — oo, dxy, € C; sao cho . — d.
k
Vi thé 34 € T sao cho

X
dt, — oo, dap € U C; vai LN
1€l T

00"

Vay d € U (C)),, suy ra (U Cj)oo D U (C)
iel el

el
Ngugc lai, khi thém diéu kién hitu han cho tap chi sé I ta ching minh
duge chieu "C" ctia bao ham thite. That vay, 1y d € (U ). Lic nay
i€l
Tk
dx, € U C;, It — 00 sao cho — — d.
el t
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Do z}, € _UI C; va I hitu han nén 37 € I va ton tai day con
1€

x
dzy, € C;, ty, = o0 mat—kl — d.
ky

Tu day suy ra d € (C;)o0, hay d € Y (C)oo- Thic 1a (_UI Ci)oo C Y (Ci) oo,
1€ 1€ 1€
do d6 ménh dé dugc chitng minh.

[

Meénh dé 2.12. Céc tiap C; C R", i = 1, m thi
(C1 % ... xCh)y C (Cr)y X oo X (C) o
Bao ham thic tro thanh d(fng thic khi thém diéu kién 107 va khdc rong cho
moi C;.
Chitng minh. Khéng dinh
(Crx...xChp)y C(C)y X...x(Cp)yy, C;CRY i=1,m

dugc chitng minh triye tiép tir dinh nghia clia nén tiém can. That vay, gia

strang d € (Cy X ... x Cy) ., ticlad = (dy, ..., dp)
. L.

day, € Cj, 1 =1, m, It — oo sao cho t_ — d;.
k

Vivay d; € (Cj)oo nén d € [] (Cy) ., hay
i=1

(C1 % ... xCh)y C(C1)y X ... x (C)

00*

Ngudc lai, khi cac tap C; 1a 10i, khac rong thi cac tap C; 1a chinh quy

tiem can. Gid st d € [ (C;), hay d = (di,...,dp) v6i d; € (Cj)oo, @ =
i=1

1,m thi

SCkZ.

tr — 0o, Jxy, € C;, i = 1,m sao cho — d; € (Ci)o

17
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Do doé
i T,
Jty — oo, g, € C;, i = 1,m sao cho n L — d;.
k
Viét mot cach tuong minh nghia 1a
Jxp = (Tgy, ..., xp,,) VO xp, € C, i =1,m

suy ra

m
, T
ElkaHCz’; dt. — oo de t—:—)d
=1

va khi d6 d € ([] Ci)eo, hay (C1) X ... X (Cp)y C (C1 X ... X C) -
i=1
Nhu vay khi them diéu kién cac tap O, ..., C,, 12 16i vd khac rdng ta da

chitng minh dugc rang nén tiém can ctia mot tich Descartes clia m tap

Ci,...,C,, chinh la tich Descartes cia m nén tiém can ctia no. O

Meénh dé 2.13. Anh za A : R" — R™ la mot dnh za tuyén tinh va C la

tap loi dong trong R™ sao cho nghich dnh cia C la khdc rong, thi

Chitng minh. Vi A 14 4nh xa tuyén tinh, ma C' 1a tap 16i déng nén nghich
anh ctia C' qua A ciing bdo toan tinh 16i, dong. Gia st rang x € A~ (C)
thi d € (A1 (C))_ khi va chi khi

A(w+td) = Az +tAd C C, Yt > 0.

Suy ra Ad € Cy, tic la d € A~! (Cy). Nhu vay da chiing minh dugc ring
noén tiém can ctia nghich anh ctia C' qua anh xa tuyén tinh A bang dang

nghich anh ctia nén tiém can cia C. U
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2 4 ~ N ~ 2 - 2 . 2 [N ~ ~ 4
Dé ket thiic muc nay ta sé xem xét bieu dién nén tiém can cho mot so

tap quen thudc.

Vidu 2.14. (a) Cho C'la mot nén trong R” thi nén tiém can cia C' chinh
14 bao déng ctia né. Khang dinh nay da dudc ching minh trong Ménh dé
2.3.
(b) Véi C 1a mot tap affine thi C, 1a khong gian con tuyén tinh song song
véi C.
Do C la tap affine nén ta c6 thé biéu dién né dusi dang

C=x+ L v6ixe C va L lamot khong gian con.
C6 thé viét lai thanh

L=C—-x, véixel.

Mat khac tit Ménh dé 2.8 ta da c6 mot biéu dién thay thé khac cho nén

tiem can Cy trong truong hop C' la tap 16i dong 1a

Co =t (C—2), VzeC.

t>0

Do d6 L = C hay C4 1a khong gian con tuyén tinh song song véi C.
(c) Tap 161 da dien C dugc cho boi

C:={zr eR"| Az < b}
trong d6 A 1a ma tran cap m x n, b € R™ thi
Co ={deR"| Ad <0} .
(d) Cho C = {z € R?| zy > z;?} thi
Coo={deR’d =0, dy>0}.
(e) Hinh cau don vi B = {z € R"| ||z|| < 1} 1a tap bi chin nen B, = {0}.

28



Chuong 2. HAM TIEM CAN

2.2 Ham tiém can

Sau khi xay dung dugce khai niém nén tiém can ta quan tam t6i viéc nghién

cttu dac trung ctia né trong md rong ham
f:R" =5 RU{+o0}.

Truée tien xét F' 1a mot tap dong khac réng trong R™*! théa méan

(z,u) € F = (z,u') € F, Vu' > u. (2.1)

Dé thay tir tinh chat nay ctia F' lam ndy sinh mot va chi mot ham ¢ sao

cho epig = F' ttc la ham ¢ dugc xac dinh béi
g (z) ;= inf {u| (z,u) € F}.

Gia thiét f : R” — R U {+oc} 1a chinh thudong thi epi f # 0, do d6

(epi f),, # 0 va la nén dong trong R"*! théa man (2.1) tic 1a
(z,u) € (epi f), = (x,u') € (epif),, V u' > .

Ap dung dinh nghia nén tiém can cho tap epi f ta nhan dugc

1
3 (x, ux) € epi f, It — 0o ma - (g, ug) hvoo, (x,u).
k

ur =y + (U — u) ty,

vi ' > u nén ta c¢6 uy’ > ur > f(xg) hay f (zr) < ur’. Cho k — oo ta

duoc

1
— (zp, up') = (2, ).
7

29



Chuong 2. HAM TIEM CAN

Tu day suy ra

/

(z,u') € (epif),, u' > wu.

Nhu vay, c6 thé xay dung nén tiém can thong qua tap trén do thi ciia né.

Dinh nghia 2.15. V6i mdi ham chinh thuong f : R” — R U {+oc} ton
tai duy nhat ham f,, : R" — RU{+o00} goi la dnh za tiém can (ham tiém
cdn) néu

epl foo = (epi f).-

Dé thay, trén do thi cia mot 4nh xa tiém can 14 mot nén déng. Nhac lai
rang, mot ham 7 : R” — R U {400} 1a thuan nhat duong néu 0 € dom 7
va 7 (Ax) = A (x) v6i moi x € R™ va A > 0. Dbi v6i ham tiém can ta

cling chi ra dugc tinh nita lién tuc duéi va thuan nhat duong ctia no.

Ménh dé 2.16. Ham f : R" — RU {+oco} la chinh thuong thi
(a) foo la nita lien tuc dudi va thuan nhat duong.

(b) f (0) =0 hodc fx (0) = —00.

(c) Néu fs (0) =0 thi fu la chinh thuong.

Chitng minh. (a) Theo Dinh nghia 2.15 ta luon c6 epi foo = (epi f) .,
hon nita (epi f),, 1a mot nén dong. Kéo theo epi fo cing 1a nén déng. T
tinh dong ctia n6 suy ra f, la nita lién tuc dudi.

Tiép tuc ta chiing minh tinh thuan nhat duong ca f,.. That vay, vi f 1a
chinh thuong nén 0 € dom f,,. Trudc tién ta xét truong hop x € dom fo..

Hon nita epi f 1a nén dong, xét (x, fo (7)) € epi foo suy ra

(A2, Moo () € epi fr, YA > 0,
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dan t6i
foo (Az) < Moo (2) -
Xét
(Az, foo (AZ)) € epi foo, Vo € dom for, VA > 0.

Ap dung cho tap epi f~ 1& mot non, véi A~! > 0 ta nhan duge
(x, A ()\x)) € epi fuo.
Thc la
foo () S A Mo (Az) VA > 0 hay A () < foo (A2) .
Két hop v6i chiing minh trén ta cé

Moo () = foo (Az) , VA >0, V2 € dom f.

Trudng hgp con lai, v6i z ¢ dom f thi Ax ¢ dom f, VA > 0 suy ra
foo (AT) = Ao (z) = 0.

Nhu vay fs 1 thuan nhat duong.
(b) Tit gia thiét f 1a chinh thuong ta c6 epi f # 0. Khong mat tinh tong
quét gia st fo (0) = —oo. Trudng hop con lai khi f (0) 1a hitu han. St

dung tinh thuan nhat duong ctia f da chira & (a) c6 ngay
foo (0) = )\foo (0) =0, V> 0.

(c) Bang phéan chiing, gia st rang f., khong la chinh thuong nghia la ton

tai x sao cho fy () = —oo. Lay {\x} C R, la day duong hoi tu t6i 0
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thi Az 22%% 0. Do foo ntta lien tuc dudi va thuan nhat duong, két hop
voi gid thiét f (0) = 0 nén

_ < T T _
0= fx(0) < hlgriloglf foo (M) hlgriloglf Ak foo () 0.

—00
Diéu nay 1 khong the. Vay f. 1a chinh thudng. ]
Dinh 1y duéi day dua ra nhitng biéu dién giai tich co ban ciia mot anh

xa tiém can.

DPinh Iy 2.17. Cho ham f : R — R U {+o0} la chinh thuong. Anh zq

tiem can cua f la

td'
foo (d) = lim inf / (t ), (2.2)
t—+o00
hodc twong duong
o (d) = inf {liin WAL |t — 400, dfp — d} . (2.3)
—00 k

vdi {tp},{dx} lan lugt la cac day trong R va R™.

Ching minh. Ta sé ching minh hai Cong thitc (2.2) va (2.3) la tuong

duong. Dat

g (d) := inf {hﬂ(igf %l;dk) |ty — +oo, dj — d}

N g
~"

vé phai cia (2.3)
ta sé chi ra rang (epi ), = epig.
Gia st (d,u) € (epi f),, tit Dinh nghia 2.2 ap dung v6i non tiém can
cho tap epi f ta co

3ty — 00, 3 (di, ur) € epi f sao cho t, ! (dy, uy) LN (d,u) .
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Mat khéac f (dx) < ug khi t — oo kéo theo
t (6 dits) <t g

Gig cho k£ — oo ta dugc

1
lim / <tk dktk) < lim %

k—o0 tr T koo t,

Lay infimum hai vé ta c6 g (d) < u kéo theo (d,u) € epig. Diéu nay dan
dén bao ham thc (epi ), C epig.
Nguge lai 1ay (d,u) € epig, tit cach dat cho g(d) sé ton tai day

{dy} C R"vaday {t;} C R sao cho

g(d) = lim [ (trdy)

k—o00 Lk

, tp — 00, dr — d.

Do (d,u) € epig tic 1a g (d) < u, viét tuong minh ta co

lim f (tds)

k—o0 Tk

< whay f (trdr) < ut.
Tu day suy ra v6i moi € > 0 va cho méi k£ € N du 16n thi

[ (trdi) < (u+e)ty.

bat
2 =ty (d, u+¢€) thi 2, € epif.
Luc do
te tzp = (dp,u+€) koo, (d,u+¢)
cho nén

(d,u+¢e) e (epif),.
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Hon ntta (epi ) 1a dong nén Ve > 0 tuy ¥ thi

(d7 u) < (epl f)oo

Dan t6i bao ham thic epig C (epi f),, . B6i vay epig = (epi f),., c6 nghia
hai Cong thitc (2.2) va (2.3) 1a tuong duong. O

Mot 16p bai todn quan trong trong tdi wu phi tuyén 1a cic bai toan toi
uu 16i. Dé dam bao cho bai toan c6 nghiem ta thusng xét dicéu kien mé
rong 1a tinh nia lién tuc dudi ciia ham. Phan 16n cac ham 16i gip trong
thuc té déu chinh thuong. Vi vay ta sé gia thiét rang cdc ham s6 dugc xét

14 chinh thuong, 10i, nita lién tuc.

Ménh dé 2.18. Mot ham f : R" — RU {+oco} la chinh thuong, loi, nia
lien tuc dudi. Khi dé, dnh za tiém can cia né la thuan nhat duong, chinh

thuong, 1oi, nia lién tuc dudi va vdi moi d € R"™ thi
foo (d) =sup{f (z+d) — f(2)] z € dom [} (2.4)

Va4

foo (d) = lim flettd) - /(@) = supf(x+td)_f(x), Vx € dom f.
t—+o00 t >0 t

(2.5)
Chitng minh. Ti Ménh dé 2.16 ta c6 dudc fo 1a 161, nita lien tuc dudi,
thuan nhat duong.
Dau tién ta sé ching minh Cong thic (2.4). Ap dung dinh nghia ctia
ham tiém can va biéu dién F ¢ Meénh dé 2.8 ta c6

(d,u) € (epif),, <= (z,a) € epi f thi (d,u)+ (z,a) € epi f.
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Do d6
flx+d) <a+u

hay
flz+d) —a<u.

Hon ntta f () < a nén
fx+d)— f(z) <u, Vo & domf.

Suy ra ta ching minh duge Cong thic (2.4).
Tiép tuc ta ching minh Cong thiic (2.5). Gia st x € dom f, tit Ménh
dé 2.8 stt dung bicéu dién D cho noén tiém can, V2 € dom f ta dudc
(epi )y = {(d,u) € R < B (1, f () + 1 (d w) € epi f, V1 > 0}
hay
(@, f (x)) +t(d,u) = (z +td, f (x) + tu) € epi f.

Suy ra
f(z+td) — f (x)

f(z+td) < f(x)+tu, YVt > 0 tic la , < u.

Dat
td) —
4 (d) ::Supf(ldr ) — [ (@) <ul
>0 l
thi
(epi f),, =epig, Vo € dom f.

) td) — .

Chuyén flettd) - f(x) < u qua giGi han tai ¢, c6 dinh x, thém nta

"ot - f@)

f 16i nén ta dugc n

la ham khoéng giam. Nghia 1a n6 bi
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chan suy ra ton tai can trén ding bang giéi han clia n6. Viét tuong minh

ta c6 ngay Cong thiic (2.5).

Bang cach st dung Cong thic (2.5) va Menh de 2.16 ta cing

c6 thé kiém ching duge tinh chinh thudng ctia f.. That vay,

L f(x+td) — f(x)
foo (d) a tlgl-noo t
thuong. O

, suy ra foo (0) = 0. Vay fo la chinh

Két qua tiép theo 1a mot cong thitc don gidn hon cho a4nh xa tiém can.

Hé qua 2.19. Cho ham [ : R" — R U {+oo} la chinh thuong, 10i, nia

lien tuc duor thi

foo (d) = lim tf (t7'd), Vd € dom f.

t—0+

Néu 0 € dom f, cong thic trén la ding vdi moi d € R™.

Ching minh. Dau tién ta xét truong hop 0 € dom f, dan téi f (0) < oc.
Ap dung Cong thic (2.5):

D)= 1 O @)

t—+o00 t

Déi can t — 07 ta dude

foo (d) = lim tf (t7'd).

t—0+
Truong hop con lai khi 0 ¢ dom f. Stt dung Cong thitc (2.5) va thay
x:=d € dom f thi v6i méi d € dom f ta co

fd+td) - f(d)

foo (d) - tlg-noo t
D) - f@
t—+4o00 t
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doi can ta ciing dude fo (d) = lim ¢f (¢71d). O

t—0+

Dudi day la biéu dién ham tiém can ctia mot s6 ham quen thudc.

Vi du 2.20. (a) Cho @ la ma tran niia xac dinh duong cap n x n

(SIS

fx) =1+ (z,Qx))

Dé thay f 16i do @ la ntta xac dinh duong, mat khac f lién tuc. St dung

cong thic ¢ Hé qua 2.19, ta c¢6

o d Qd\\?
Joo (d) = Bi%t(l i <Z’ T>>

= lim t(l + %2 (d, Qd>>2

t—0+
— lim (£ + (d, Qd))?
lim (£ +(d, Qd))
1
= (d,Qd)= .
(b) Cho ) la ma tran nita xac dinh duong xét ham bac hai duge cho
bai cong thic

f(x) Z:%<$,Q$>+<C,5E>+S, ccR"” scR.

Ta thiy f(z) lien tuc v 16i. Ap dung cong thitc ham tiém can ti

Heé qua 2.19 cho ham 16i ta c6

(¢,d) mnéu Qd =0,

+00 néu Qd # 0.
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Khi @) khong 1a nita xac dinh duong, ham f khong 16i. Ap dung Cong
thic (2.2) ta duge

L f(d)
foo (d) = Tip inf =
t—+00
= lim ! (1 (td', Qtd') + (c,td') + s)
d=d t \2 ’ ’
t——+00
= lim ! <ﬁ (d,Qd) + (c,td’) + 3)
Cod—d t\ 2V ’
t——4o00
~ lim L(d.Qd dy + 2
_t—lgloo§<7 >+<C7>+_

—o00 néu d'Qd <0,

+o0o néu d¥'Qd > 0.

e’ la ham

(¢) Cho f (z) = 21 € th fuo (d) = de. That vay, f (z) = 3
=

n

j
16i, lien tuc véi moi x; € R™. Ap dung cong thitc

foo (d) = lim tf (t7'd)

t—0t

ta nhan ducc

n

-1
d) = lim t el i
foo( ) t—0t
j=1
n
= t lim €
- t—0+t
Jj=1

ldj

0 néud; € R",
+o0 néud; ¢ R™.

— S
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(d) Cho f: R — R v6i f () = |z|. Ta thay f 1a ham nita lién tuc dudi va

16i. Ap dung biéu dién ham tiem can ¢ He qua 2.19 ta c6

foo(d) = lim tf (t7'd) = lim t|¢t~'d| = |d].

t—0t t—0+
Vay foo (d) = |d|. Tuong tu véi f (x) = — |z| ta ciing duge fx (d) = — |d].
(e) Cho f: R — R véi f(z) = 2 d& dang tinh dugc
0 néu d = 0,

foo(d) =
+o0o néu d # 0.

Meénh dé 2.21. Mot ham [ : R" — R U {+oo} la chinh thuong véi moi
a € R sao cholev (f,a) # 0 th (lev (f, @), C lev (fo, @) tiic la

{#] f(2) <a}  CH{d] f (d) <0}

Bao ham thite trd thanh dang thic khi f la chinh thuong, nia lién tuc dudi,
va 103,

Ching minh. Do tap mic lev (f,«) # () nén ton tai nén tiem can
(lev (f, ). Gid st d € (lev (f,®)),, tasé ching minh fo (d) < 0. That

vay, tit dinh nghia nén tiém can ta c6

Jxy € lev (f, ) thi 3t — 400 sao cho lim Tk _ 4.

k—oo T,

x
bat d;, = t_k thi dj. LN d, ngoai ra x; € lev (f, a) nén
k

f(trdr) — f (x1)
ts. (72 tr

Lay infimum hai vé clia bat dang thiic trén, va 4p dung Cong thitc (2.3)
c6 ngay foo (d) <0, Vd. Vay (lev (f, o)), Clev (fs, ).
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Nguoc lai, ta sé chi ra bao ham thic "D" ciing ding khi gia thiét them
tinh 101 va nita lién tuc dudi cho f. Gia stt ton tai d sao cho fu (d) < 0 thi

v6i moi x € lev (f, ) va A > 0 theo Cong thiic (2.5) ta c6
fe+Ad) = f(2) <Aoo (d) 0.
Suy ra
fl@+Ad) < f(zr) <o

Do dé x+M\d € lev (f, ). D& dang kiém chiing duge rang tap mic lev (f, «)
thoa man dieu kién ctia Menh dé 2.8. That vay tap mtc lev (f, o) déng
vi f la nta lien tuc dudi. Hon nita f 16i nén tap mic lev (f, ) cling la
16i. T biéu dién tap D & Méenh dé 2.8 suy ra d € (lev (f,a)), . Nhu vay
la bao ham thitc nguge lai cing ding khi f la chinh thuong, nita lién tuc
duéi va 16i. L]

Mot vi du minh hoa cho ménh dé trén. Cho () 1a ma tran ntta xac dinh

duong cap n x n, a € R" va § € R. Tap C dudgce cho béi

C:{xGR”\(:v—a)TQ(x—a)gﬁ}.

Ro rang f () := (x — a)" Q (z — @) 1a ham 16i. Ap dung Menh dé 2.21 va
Vi du 2.20 ta duge C' = {z € R"| f (z) < B}. Suy ra

Coo ={d € R"| fc (d) < 0}

hay
Coo={d€R"d"Qa <0, Qd=0}.

Hé qua dudi day la truong hop tong quat duge suy ra truc tiép tit Ménh

de 2.21.
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Hé qua 2.22. Cac ham f; : R" — RU{+oo}, ¢ € I la chinh thuong va
taip 0 £ S CR"™. Vgi mot tap C :={x €S| f; (x) <0, Vie I} th

Coo C{d € Sxl|(fi) () <0, Viel}.
Bao ham thic trd thanh dang thic khi C # 0, tap S la loi dong trong R™,
va cdc ham f; la nia lien tuc dudi, 10i.
Chitng minh. Dat
C;:={x e R"| fi(x) <0} sao cho C = 5N irQICi.
Tt chitng minh & Ménh dé 2.11 ta c6

Co = (SN ﬂ[ Ci)oo C S N (_mj Ci)oo C Seo N N (C)
1€ 1€

icl &

Do Cyx C S N N (Ci),,, theo cach dat C; :={z € R"| f; () < 0} va ap

iel

dung Menh dé 2.21 suy ra
(Ci)oo = {2] (fi)oo(2) < 0} C {d € R (fi)oo(d) < 0}
Hon nita S C R" nén
Coo C{d € Sx|(fi)y (d) <0, VieI}.

Nhu vay bao ham thitc duge chiing minh.

Tt Ménh dé 2.11 va Meénh dé 2.21 ta thay rang bao ham thic
Coo C{d e Sxl|(fi)y () <0, Viel}

tré thanh dang thic khi them diéu kién 16i, déng cho S, C' # () va tinh

nta lien tuc dudi, 16i cho cac ham f;. O
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Ménh dé 2.23. Mot ham [ : R" — RU {400} la chinh thuong, nia lien

tuc dudi, 10i. Ham f la Lipschitz trén R, tic la
[f () = f W) < Lz =y, Vo, y € R",
khi va chi khi foo la hitu han trén R™ va hang so6 Lipschitz dude cho bdi

L = sup {fo (d) | [|d]| =1} .

Chitng minh. Dau tién gid st ham tiém can f,, hitu han trén R” va c6
hing s6 Lipschitz
L =sup{fx (d)][[d] =1}.

Ta sé chiing minh n6 théa man bat déng thic
[f (@) =f Wl <Ll —yl, Yo,y eR"

Do f, la lién tuc, mat khac

sup { foo (d) [ [|d]| = 1} = L < o0
nén tir tinh thuan nhat duong clia f suy ra

foo (d) < L hay foo (d) < L||d||.
St dung Cong thiic (2.4) clia ham tiém can, thay

foo (d) = sup {f (z +d) — f(z) |z € dom f}

vao bat dang thiic trén, ta nhan duge

fx+d)— f(x) < L|d|,z € dom f, d € R".
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Tit f (z +d) < oo kéo theo dom f = R™. Viét lai bat dang thiic trén ta
dugce
flx+d) — f(z) <L, Va,d € R".
Thic 1a
fx+d)—f(z) < L|x+d—z|, Va,d e R".

Dat x +d = y € R" thay vao ta c6 ngay bat dang thiic can chitng minh
[f (@) =fWI<Lllz—yl, Vo,y eR"

Ngugc lai, gia st f 1a Lipschitz, ta sé chi ra f, la httu han trén R".

That vay, tir dieu kién Lipschitz cia ham f nén Vx € R” thi
flx+td)— f(x) <tL|d|, Vt >0, deR"

Hon thé nita ¢ Cong thiic (2.5)

)= sap L) = F (@)

>0 t

thay vao bat déng thic trén ta nhan dugc
foo (d) < L||dl|, Vd.

Mat khéc d € R" nén domf, = R" Vi vay ta ¢6
sup {f (d)|[|d]] =1} = L. O

Dinh ly 2.24. Mot ham f : R" — RU {400} la chinh thuong, nia lién
tuc dudi va loi. Véi méi x € dom f va 0 # d € R™ dat ¢ (t) :== f (x + td)
khi do.

(a) Néu fo (d) <0 thi limsup 9 (t) < +o0.

t——4o00

(b) Néu ton tai z € dom f sao cho liminf f(z + td) < +oo thi v la ham

t—-+o00

giam trén R tuong duong vdi fu (d) < 0.
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Ching minh. (a) Gid st fy (d) < 0. Tt Cong thiic (2.5) ta ¢6
td) —
1)~ £ (2)

t>0 t

Dan dén f (z +td) < f(x), Vi > 0 tic 1a

Joo (d) =

, Vo € dom f.

¥ (t) < f(x).
Mat khéc do f 1a chinh thuong, nghia la f () < +o00. Tt day suy ra

limsup ¢ (t) < +oc.

t—-+00

(b) Cho limsup f (z + td) < 400, véi z € dom f, ta sé& chi ra f, (d) < 0.

t——400

Gid st fo (d) > 0, tit Cong thite (2.5) ta dudc
f(z+1td) > f(2) +ta, V>t a>0.
Cho t — +o00 ta ¢

lim f(z+td) > tg+moo (f (2) +ta) .

t——+0o0
Nh#c lai rang z € dom f nén f (z) < +00. Do a > 0 nén

t—+
tog — —+00

] _l_ t >

mau thuin véi gia thiét cia dinh 1y. Vi vay ta ¢6 fo (d) < 0. Dé dang

kiém chitng tinh gidm ctia v, that vay do fu (d) < 0 nén
flx+td) — f(x) <0, Vt>0.
Tit dinh nghia ¢ (t) = f (z + td) thay vao bat ding thitc trén ta dugc

W (t) — 1 (0) <0, Vi > 0.
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Hay noi cach khéc ¢ (t) <1 (0), V¢ > 0, nhu vay v la ham gidm trén R.
]

Dinh nghia 2.25. Mot ham f : R" — R U {400} 1a ham chinh thudng,

161.

(a) Non tiém can cia f 1a tap
Ky = {d € R foo (d) < 0} = (€pi f)ow N {(d,0)| d € R"}

Vecto d € Ky dude goi la phuong tiem can cia f.

(b) Khong gian bat bién cia f 1a

Cri={d €eR"| f (d) = foo (=d) = 0} = (=Ky) N K.

Dinh 1y 2.26. Néu f : R" — R U {+oo} la ham chinh thuong, nia lién
tuc dudi, 10i. Cdc phat biéu sau day cho d € R™ va u € R la tuong duong
(a) f(x+td) = f(z)+tu, Ve €dom f, t € R.

(b) (d,u) € —(epi f),, N (epi f)..-

(€) =foo (=d) = foo (d) = .

(d)

dom f sao cho f (x +td) la ham affine cia f.

(e) d € C; khi va chi khi f khong déi doc theo phuong d.

Hon nita, vecto d théa man (a)-(c) véi u = fo (d) néu ton tai x €

Ching minh. (a) = (¢): Gid st (a) dung tic 1a
fx+td) = f(x)+tu, Ve €dom f, t € R.

Stt dung Cong thiic (2.5)
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chi ra dugce
—Jfoo (=d) = foc (d) = u,
nhu vay la ta da ching minh duge (a) = (¢).

(¢) = (b): Bay gio gia st (¢) dung, tic la

() = fo(d) = u.

Trong moéi quan hé cha ham tiém can va tap trén do thi ta co
epi foo = (epi f),, do d6 (d,u) va (—d, —u) thuodc tap epi foo. T
foo (d) = u suy ra (d,u) € epi foo = (epif),. Tuong tu —foo (—d) = u
thi

(—d, —u) € epi foo = (epi f)..
Nhu vay (d,u), (—d, —u) € epi fo hay

(d,u) € —(epi f)y, N (epif).
Do d6 (b) dang.

(b) = (a): Néu (b) dung nghia la

(d,u) € —(epi f), N (epi f).

Mit khac, do f 1a nita lién tuc dudi va 16i nén tap epi f 1a déng va 16i suy
ra
epi f = epi f + (epi f).-

Tit khang dinh (b) ta c6 thé viét lai biéu dién cho epi f thanh

epif =epif—t(d,u).
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Lay x € dom f ta c6 ngay

(z, f (x)) € epi f.

Dit h(z) = f(x 4+ td) — tu thi epih = epi f — t (d,u). Suy ra

epih = epi f hay h(z) = f ()

dan dén

fr+td) = f(x)+tu, Ve €dom f, t € R.
(d) Stt dung Cong thitc (2.5) va u = f (d) ta c6
f(x+td) =tu+ f(x),
tit biéu dién nay ctia f (z + td) ta thay né 1a mot ham affine ciia .
(e) Do tinh 16i clia fy nén ta c6 duge
foo (0) = 0 < foo (d) + foo (—d) .

Kéo theo

—fao (=d) < fo (d).
Mat khac

—Jfoo (=d) = fo (d),
tu day suy ra

foo (=d) = fso (d) = 0.

Nhu vay d € Cy khi va chi khi f 1a hing s6 doc theo phuong d, tic 1a
foo (=d) = foe (d) = 0. O
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Chuong 3
Ung dung ctia ham tiém can

Ham tiém can c6 mot s6 tng dung trong

- T6i wu ntta xac dinh,

- Mo hinh bai toan tdi wu tron,

- Anh xa don diéu t6i dai,

- Bat dang thiic bién phan,

- S ton tai nghiém ciia bai toan téi uu.

Trong luan van nay ching t6i sé chi ditng lai ¢ viéc nghién cttu “Sy ton tai

nghiém ctia bai toan toi uu”.
Su ton tai nghiém cua bai toan toi uu
Xét bai toan t6i wu tong quat

(P) inf{f(x)|z € R"}

trong d6 f : R" — R U {+00}. Van dé ta quan tam la c6 hay khong mot
161 gidi t6i wu. Tra 10i cho cau héi nay 1a dinh 1y Weierstrass quen thudc

trong giai tich. Néu ham f lién tuc trén mot tap compact, khac rong thi
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bai toan c6 nghiém tdéi wu. Tuy nhién hai diéu kién: lien tuc va compact 1a
nghiém ngit va thusng khong ton tai. Dé dam bao cho bai toan c6 nghiem
ta xét dieu kién maé rong, trong dé tinh lien tuc c6 thé thay thé bang tinh

nta lién tuc dudi.

Ménh dé 3.1. Ham f : R" — RU {+oo} la ham chinh thuong, mia lien
tuc dudi. Tap O # C C R"™ la compact thi tap nghiém cia bai toan toi wu
cta bai toan

inf {f(x) |z € C}
la khdc rong va compact.
Chting minh. Dat
m :=inf {f (x) | x € C} (c6 thé bing — c0).
Khi d6 ton tai mot day {zx} C C sao cho
Jin ) =

Mat khac C la tap compact, khong gidm téng quat cé thé cho ring

rr — x9 € C.Do flania lién tuc duéi nén
m > liminf f(xg) > f(x0).
k—o00

Vi xy € C nén theo dinh nghia cia m ta c6 m < f(x¢). Vay f(z9) = m,

tic 1a tap nghiém ctia bai toan téi wu la 1a khac rong va compact. O

St dung truc tiép meénh dé trén ta ching minh dude sy ton tai nghiem

ctia bai toan tdi wu (P).

49



Chuong 3. UNG DUNG CUA HAM TIEM CAN

Heé qua 3.2. Mot ham f: R" — RU{+o00} la chinh thuong, nia lién tuc
dudi. Gia st tap mic lev (f,\) la b chdn vdi mot X nao dé ma A > inf f

thi tap nghiém toi wu cia bai todn (P) la khdc réng va compact.

Chimg minh. That vay, vi f 1a chinh thuong nén iﬂgnf f < oo. Xét tap
mic cua f
lev (f,A\) ={xz e R"| f(x) < A}.
V6i A > inf f thi
lev (f,\) # 0.

Hon nita f nita lién tuc dudi nén tap mic lev (f, A) 1la dong. Mit khéc theo
gia thiét tap mic lev (f, A) bi chan. Do d6 tap miic lev (f, A) 1a compact.
Ap dung Menh dé 3.1 cho tap

C:=lev(f,\)

ta dugc tap nghiém clia bai toan toi wu la compact va khac rong. That
vay, vi C' 1a compact, st dung Meénh dé 3.1 suy ra dxzg € C sao cho

f(zo) < f(z),Va € C ta sé ching minh rang

(o) = inf f(z).
Dé thay, néu x € C thi f(xg) < f(z).

Néu z ¢ C. Gid stt f(x) > A\, mat khic zg € C, suy ra f(z9) < A. Do
46 f(x0) < f(z). Suy ra

flxg) = ilélnf f(x).
Vay tap nghiém ctia bai toan to6i uu 14 compact va khac rong. O
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Nhan xét 3.3. (i) V6i A > inf f ta ¢6 tap mic lev (f, \) 1a khac rong bi

chan. Ap dung Menh dé 2.4 tuong duong véi

lev(f,\), ={0}.

Nghia 14 nén tiém can ctia tap mic lev (f, A) co hep lai thanh diém 0.

(i) O Menh dé 2.21 da ¢6

lev(f, Ao € {d] foo (d) < 0}

bao ham thic tré thanh ding thic khi f duge bo sung tinh 16i. Diéu nay

dan dén dinh nghia tiép theo.

Dinh nghia 3.4. Mot ham f: R” - RU {400} dugc goi la
(a) Mic bi chan néu véi moi A > inf f, tap miic lev (f, ) 1a bi chan.

(b) Biic néu f (d) >0, Vd # 0.

Nhu mot két qua duge suy ra truc tiép ti dinh nghia ta thay réang f 1a

mtuc bi chan khi va chi khi

Hxl|i|goo f(z) = o0. (3.1)
That vay, gia st f la biic ta sé ching minh (3.1). Gia st ”$1|i‘goo f (z) # o0.
Suy ra ton tai {x;} trong do ||zx|| = oo va f(x)) - oo. Tic 1a f(xy) bi
chan. Khi doé

sup f(zg) = A < 0.

Dat lev (f,\) == {z| f(x) < A}. Suy ra xx € lev (f, \). Mat khac, f 1a
miic bi chan nén {z;} bi chan. Diéu nay mau thuan véi ||zx|| — oco. Vay

lim f(x) = oo.

||| =00
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Ngudc lai, gid thiét rang chl|i|r_]r>1OO f(z) = oo ta sé chitng minh tap miic
lev (f,\) = {z| f(z) < A} 1a bi chan. Gia st {z;} € lev(f, A\) nén {z;}
khong bi chan, tic la ||zx|| — oo. Vi {zr} € lev (f,A) nén f(xr) < A
Nghia la f(xy) bi chan. Diéu ndy mau thuan véi diéu gia sit ban dau cta
ta. Vi vay nén tap mic lev (f, A) 1a bi chan.

Céc diéu kién sau dua ra nhitng dau hiéu quan trong dé nhan biét ham

buc.

Ménh dé 3.5. Ham f : R® — RU {+oo} la chinh thuong, nia lién tuc

dudi va
a = liminf@ B =inf {fx (d)|||d|| = 1} (3.2)

lzll oo ||| 7

khi do can duoi B la dat duoc va o = 3. Hon nita f la bic khi va chi khi

ton taiy > 0, § € R sao cho
F @) >y llall +3, V. (33)

Ching minh. Ham f la chinh thuong nen f. la nta lien tuc dudi. Ap

dung Cong thic (3.2) v6i ||z|| = 1, thay vao d trong f (d) ta nhan duge

lﬁi_qf foo (1) > foo ()

~"

g
suy ra 8 > f (). Mat khac theo Dinh nghia ctia 8 & (3.2) thi 8 1a can

duéi cia fo, nghia la 5 < fo (). Nhu vay

[z =1, foo (x) = 5. (3.4)
Dé tiép tuc ta sé chitng minh o < 3. Tu biéu dién ctia ham tiém can &
Dinh 1y 2.17 tic 1a ton tai day dy — x, tx — oo, [|z]| = 1 sao cho

. f(tkdy)
lim = [,
k—oo Ty, Hdk‘H 5
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Chuong 3. UNG DUNG CUA HAM TIEM CAN

thi £ — oo ta dudc dj. — x suy ra
ldiell = 1, Tk ||d]] — oo

Két hop véi Dinh nghia clia « ta c6 dude a < S.

Tiép theo ta sé chitng minh « > 8. Tt Dinh nghia ciia o ta c6 thé lay
day {x} sao cho
Tk,

Tl — 00, —— — T, ||Z]| = 1, lim

St dung biéu dién f,, ¢ Cong thiic (2.3) ta c6 ngay duge fo (T) <

suy ra f < a. Nhu vay ta da hoan thanh chiing minh 8 = a.

Ta sé chiing minh f la bitc khi va chi khi (3.3) ding. Gia st (3.3) 1a
khong ding, nghia 1a f 1a btic thi = a > 0, v6i 6 € R, v > 0, ton tai x
sao cho

f ) <l + 6.

1 .
Chon 6 = —k, v = iz k € N thi ton tai day {zj} sao cho

Truong hop néu {z;} bi chan tic 1 ton tai N > 0 trong d6 ||z < N thi

k—o0

f (ﬂfk) — —0Q,
diéu nay mau thuan véi tinh bic cta f.
Truong hop con lai, néu {z;} khong bi chan tic 1a ||xx|| — oo suy ra

lim inf f () < lim inf f ()

lel=too [J@]| T k—too o
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Chuong 3. UNG DUNG CUA HAM TIEM CAN

Ma
1
f (@) <——L<0,VkeN
lzell ko]l
suy ra
lim inf f () <0

|z||—+oo ||| ’

diéu nay mau thuan véi tinh biic ctia f. Nhu vay f 1a bic thi (3.3) dung.
D& dang chi ra duge rang Bat dang thiic (3.3) 1a ding thi f 1a bitc. That

vay, gid st ta ¢6 (3.3), titc la ton tai v > 0, 0 € R, f(x) > v||z| + 0, Va

suy ra
lim f(x) > lim ~|z| 4+ 0 — +oo.
]| =00 || =00
Vi vay nén f la btec. O

Meénh dé 3.6. Mot ham f : R" — R U {400} la chinh thuong, nita lien
tuc dudi. Ham f la bic thi né la mac bi chan. Néu f 1oi thi cdc phdt biéu
sau la tuong duong.

(a) f la bic.

(b) f la mac bi chan.

(c) Tap toi vu {x € R"| f (x) =inf f} la khdc rong va compact.
Chitng minh. T nhan xét clia Ménh dé 3.4 ta chi ra dugc f bic khi va
chi khi f 14 mic bi chan. Nhu vay (a) <= (b).

Dé tiép tuc ta ching minh (b) = (c) khi f 1a 16i: That vay, véi gia
thiét f 1a mtc bi chén ta suy ra duge lev (f, A) bi chan. Ap dung He qua

3.2 ta dugdc tap nghiém tdi wu clia bai toan 1a khac rong va compact. [
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Két luan

Luan van nay trinh bay mot s6 két qui chinh ciia Chuong 2 “Nén
tiem can va ham tiem can” (“Asymptotic cones and functions”) trong cudén
chuyen khao [3] ctia A. Auslender va M. Teboulle. Tiép d6 la ting dung

cua ham tiém can trong bai toan toi uwu tim cuyc tieu.

Ngoai ra ham tiém can con c6 nhitng ing dung hitu ich trong viéc nghién
citu cac bai toan Téi wu ntta xac dinh, T6i wu tron, bai toan Bat dang thiic
bién phan... Tuy nhién trong khuon kho ctia mot luan van thac si tac gia
luan vin chua c6 dip dé cap dén ¢ day. Tac gid luan van hy vong sé c6 diéu

kién dé tim hiéu sau hon vé 16p ham nay.
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