


TRƯỜNG XUÂN 2017
1. Các bài toán
Bài toán 1. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). L là điểm Lemoine. AL cắt BC tại K và lại cắt (O) tại X. Tinh 
[image: image1.wmf](AXLK).


Bài toán 2. Cho tam giác ABC, O, H theo thứ tự là tâm đường tròn ngoại tiếp và trực 
tâm. AH, BH, CH theo thứ tự cắt BC, CA, AB tại D, E, F. M là trung điểm của BC. N là giao điểm của AO và EF. P là giao điểm của DN và HM. Chứng minh rằng OP đi qua tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DMN.
Bài toán 3. Cho tam giác ABC, O, H theo thứ tự là tâm đường tròn ngoại tiếp và trực tâm. AH, BH, CH theo thứ tự cắt BC, CA, AB tại D, E, F. M là trung điểm của BC. N, P theo thứ tự là giao điểm của AO, MH và EF. Chứng minh rằng O thuộc đường thẳng nối tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác AMN, ADP.

Bài toán 4. Cho tam giác ABC, trực tâm H. D là tiếp điểm của đường tròn nội tiếp (I) và BC. K là điểm đối xứng của D qua trung điểm của BC. M, N theo thứ tự là trung điểm của CA, AB. P, Q theo thứ tự là giao điểm của MI, NI và BH, CH. Chứng minh rằng D, K, P, Q cùng thuộc một đường tròn.

Bài toán 5.  Sáu điểm A, B, C, A’, B’, C’ cùng thuộc một đường tròn và 
[image: image2.wmf]XABA'C,
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[image: image3.wmf]X'A'B'AC'.
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 Gọi O, O’ lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác XBC, X’B’C’. Chứng minh rằng OO’, XX’, BB’, CC’ hoặc đồng quy hoặc đôi một song song.

Bài toán 6. Cho đường tròn (O) ngoại tiếp các tam giác ABC, A’B’C’ sao cho AA’, BB’, CC’ đồng quy tại I. E, E’ theo thứ tự là giao điểm của AC, A’C’ và BB’. F, F’ theo thứ tự là giao điểm của AB, A’B’ và CC’. Đường thẳng đi qua I và vuông góc với OI theo thứ tự cắt EF, E’F’ tại. K, K’. Chứng minh rằng 
[image: image4.wmf]IKIK'.
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Bài toán 7. Cho tam giác nhọn ABC, O là tâm đường tròn ngoại tiếp, H là trực tâm, M là trung điểm của BC. K, L theo thứ tự là hình chiếu của M trên BH, CH. E, F theo thứ tự là giao điểm của BH, CH và AC, AB. N là giao điểm của EF và BC. Chứng minh rằng đường thẳng nối tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác MEL, MFK đi qua trung điểm của MN. 

Bài toán 8. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). L là điểm Lemoine. AL lại cắt 
(O) tại X. Đường thẳng qua L song song với BC theo thứ tự cắt AC, AB tại P, Q. Đường tròn ngoại tiếp tam giác XPQ lại cắt AX tại K. Chứng minh rằng 
[image: image5.wmf]LA3LK.
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Bài toán 9. Cho tam giác ABC, (I) là đường tròn nội tiếp. Aa, Bb, Cc theo thứ tự là tiếp điểm của (I) và BC, CA, AB. Ba, Ca theo thứ tự là giao điểm của BI, CI và BbCc. Cb, Ab theo thứ tự là giao điểm của CI, AI và CcAa. Ac, Bc theo thứ tự là giao điểm của AI, BI và AaBb. P, Q theo thứ tự là tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác AbBcCa, AcBaCb. Chứng minh rằng I, P, Q thẳng hàng.

Bài toán 10. Cho tam giác ABC không cân tại A, H là trực tâm. D, E, F theo thứ tự là tiếp điểm của đường tròn nội tiếp (I) và BC, CA, AB. M, N theo thứ tự là giao điểm của EF và BI, CI. Các đường thẳng qua M, N vuông góc với EF theo thứ tự cắt CH, BH tại X, Y. Chứng minh rằng DH, EX, FY đồng quy.
Bài toán 11. Cho tam giác ABC không đều, (I) là đường tròn nội tiếp, H là trực tâm. 

A0, B0, C0 theo thứ tự là tiếp điểm của (I) và BC, CA, AB. H0 là trực tâm của tam giác A0B0C0. A1, B1, C1 theo thứ tự là giao điểm của AH, BH, CH và B0C0, C0A0, A0B0. Chứng minh rằng A0A1, B0B1, C0C1 đồng quy tại một điểm thuộc HH0.
Bài toán 12. Cho tam giác không cân ABC tại, (O) là đường tròn ngoại tiếp. Các điểm M, N theo thứ tự thuộc các cạnh AB, AC sao cho 
[image: image6.wmf]BMCN.
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 (Q) là đường tròn ngoại tiếp tam giác AMN. S là giao điểm thứ hai của (O) và (Q). Đường thẳng qua M vuông góc với BN và đường thẳng qua N vuông góc với CT cắt nhau tại T. Chứng minh rằng ST đi qua trung điểm của OQ.
Bài toán 13. Cho tam giác ABC. Điểm P thuộc BC. Điểm Q thuộc AP. QB, QC theo thứ tự cắt AC, AB tại F, E. Điểm X thuộc đường tròn (APF) sao cho tứ giác APXF điều hòa. Chứng minh rằng các đường tròn (AE F), (AQX) cùng đi qua một điểm thuộc EQ.

Bài toán 14. Cho tam giác không cân ABC tại A, (O) là đường tròn ngoại tiếp. Các điểm M, N theo thứ tự thuộc các cạnh AB, AC sao cho 
[image: image7.wmf]BMCN.
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 S là giao điểm thứ hai của (O) và đường tròn ngoại tiếp tam giác AMN. Đường thẳng qua M vuông góc với BN cắt AS tại E. Đường thẳng qua N vuông góc với CN cắt AS tại F. Chứng minh rằng 
[image: image8.wmf]SESF.
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Bài toán 15. Cho tam giác ABC, (O) là đường tròn ngoại tiếp, L là điểm bất kì không thuộc (O) và BC, CA, AB. X, Y,Z theo thứ tự là giao điểm thứ hai của (O) và AL, BL, CL. Các điểm M, N theo thứ tự thuộc AB, AC sao cho L là trung điểm của MN. Các điểm P, Q thuộc XY, XZ sao cho L là trung điểm của PQ. Chứng minh rằng các bộ bốn điểm B, Z, M, Q và C, Y, N, P cùng thuộc một đường tròn.

2. Các bài toán và lời giải

Bài toán 1. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). L là điểm Lemoine. AL cắt BC 
tại K và lại cắt (O) tại X. Tính 
[image: image9.wmf](AXLK).

 

Lời giải.

Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC; M là giao điểm của AG và BC; T là giao điểm thứ 

hai của (O) và đường thẳng qua X song song với AC; BD là phân giác của góc 
[image: image10.wmf]·
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 (h.1).
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(h.1)
Gọi 
[image: image12.wmf]BD

R

 là phép đối xứng qua BD.

Dễ thấy các đường thẳng BA, BM, BT theo thứ tự là là ảnh của các đường thẳng BK, BA, BX qua 
[image: image13.wmf]BD

R.

 
Vì L là điểm Lemoine của tam giác ABC nên đường thẳng BG là ảnh của đường thẳng 

BL qua 
[image: image14.wmf]BD

R.


Vì 
[image: image15.wmf]XT//AC

 và L là điểm Lemoine của tam giác ABC nên
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Do đó 
[image: image17.wmf]BT//MA.


Vậy, chú ý rằng phép đối xứng trục bảo toàn tỉ số kép, ta có


[image: image18.wmf]MG1
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Bài toán 2. Cho tam giác ABC, O, H theo thứ tự là tâm đường tròn ngoại tiếp và trực tâm. AH, BH, CH theo thứ tự cắt BC, CA, AB tại D, E, F. M là trung điểm của BC. N là giao điểm của AO và EF. P là giao điểm của DN và HM. Chứng minh rằng OP đi qua tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DMN.

Lời giải.
Gọi (Q) là đường tròn ngoại tiếp tam giác DMN; (M), (S) theo thứ tự là các đường tròn đường kính BC, AH; R là tâm đẳng phương của (O), (M), (S); X là giao điểm thứ hai của (O) và đường tròn đường kính (S); Y là giao điểm của XH và EF; Z, T theo thứ tự là giao điểm thứ hai của AN, MO và (Q) (h.2). 
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(h.2)

+ BC, EF, AX đồng quy tại R.

+ 
[image: image20.wmf]AXYXMX

^º

 (kết quả quen thuộc).

+ A, N, X, Y đồng viên (vì 
[image: image21.wmf]·

·

AXY90ANY
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).

+  
[image: image22.wmf](RDBC)1.

=-


+  
[image: image23.wmf]RD.RMRB.RCRA.RXRN.RY.
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+ D, M, N, Y đồng viên (vì 
[image: image24.wmf]·

·

ANYAXY90

==°

).

+ Y thuộc (Q).

+ Q thuộc YZ và DT (vì 
[image: image25.wmf]·

·

YNZDMT90

==°

).

+ Áp dụng định lí Pascal cho sáu điểm 
[image: image26.wmf]YNT
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 chú ý rằng 
[image: image27.wmf]PYMDN;QYZ
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[image: image28.wmf]DT;ONZMT,
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 suy ra OP đi qua Q (đpcm).
Bài toán 3. Cho tam giác ABC, O, H theo thứ tự là tâm đường tròn ngoại tiếp và trực tâm. AH, BH, CH theo thứ tự cắt BC, CA, AB tại D, E, F. M là trung điểm của BC. N, P theo thứ tự là giao điểm của AO, MH và EF. Chứng minh rằng O thuộc đường thẳng nối tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác AMN, ADP.

Lời giải. 
Gọi (T) là đường tròn đi qua D, M, N; R, S theo thứ tự là giao điểm thứ hai của AD, AO và (T); 
[image: image29.wmf]UMPDN;VBCEF
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 (h.3).
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(h.3)

+ D, M, N, P đồng viên (theo bài toán 2).

+ 
[image: image31.wmf]TMRPS
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 (vì 
[image: image32.wmf]·
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+ Áp dụng định lí Pascal cho sáu điểm 
[image: image33.wmf]DSM
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 chú ý rằng 
[image: image34.wmf]ADRNS;TSP
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[image: image35.wmf]RM;QDPNM,
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 suy ra A, T, Q thẳng hàng. 






+ O, T, U thẳng hàng (theo bài toán 2).

+ 
[image: image36.wmf]TUQV

^

 (áp dụng định lí Brocard cho tứ giác DMNP)

+ 
[image: image37.wmf]OTQV

^

 (vì O, T, U thẳng hàng)

+ 
[image: image38.wmf]V/(O)V/(T)
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 (vì 
[image: image39.wmf](BCDV)1;MBMC

=-=

 và DMNP nội tiếp).

+ 
[image: image40.wmf]Q/(O)Q/(T)
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 (vì 
[image: image41.wmf]VQOT
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)

+ 
[image: image42.wmf]Q/(T)
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+ 
[image: image43.wmf]Q/(O)Q/(APD)Q/(AMN)

PPP.
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+ 
[image: image44.wmf]A/(O)A/(APD)A/(AMN)

PPP

==

 (bằng không).

+ (O), (APD), (AMN) có chung trục đẳng phương.

+ Tâm của (O), (APD), (AMN) thẳng hàng.

Bài toán 4. Cho tam giác ABC, trực tâm H. D là tiếp điểm của đường tròn nội tiếp (I) và BC. K là điểm đối xứng của D qua trung điểm của BC. M, N theo thứ tự là trung điểm của CA, AB. P, Q theo thứ tự là giao điểm của MI, NI và BH, CH. Chứng minh rằng D, K, P, Q cùng thuộc một đường tròn.


Lời giải.


Ta cần có một bổ đề.
Bổ đề. Cho tam giác ABC không tù và không cân tại A, (I, r) là đường tròn nội tiếp. M là 

trung điểm của BC. AD là đường cao. K là giao điểm của MI và AD. Khi đó 
[image: image45.wmf]AKr.

=

    


Chứng minh.


Gọi (O) là đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC; Q là giao điểm hai của AI và (O); N là hình chiếu của I trên AB (h.4.1).
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(h.4.1)

Dễ thấy 
[image: image47.wmf]AKAI
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  (vì 
[image: image48.wmf]AK//DM
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 (vì 
[image: image50.wmf]QIQB
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 (vì 
[image: image52.wmf]AINBQM
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Do đó 
[image: image53.wmf]AKINr.
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Trở lại giải bài toán 4.

Gọi L là điểm đối xứng của I qua trung điểm của BC; S là tâm đường tròn (KPQ) (h.4.2).
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(h.4.2)

Theo bổ đề trên, 
[image: image55.wmf]BPIE.
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Kết hợp với 
[image: image56.wmf]BP//IE,

 suy ra BIEP.


Kết hợp với BICL là hình bình hành, suy ra 
[image: image57.wmf]BPLIEC.

D=D

 


Từ đó, chú ý rằng 
[image: image58.wmf]IECIDCLKB,

D=D=D

 suy ra 
[image: image59.wmf]BPLLKB.
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Do đó BLKP là hình thang cân (
[image: image60.wmf]PK//BL

).


Tương tự CLKQ là hình thang cân (
[image: image61.wmf]QK//CL

).


Vậy, chú ý rằng S thuộc trung trực của PK, QK, ta có 
[image: image62.wmf]SBSLSC.

==

 


Từ đó, chú ý rằng K là điểm đối xứng của L qua trung điểm của BC, suy ra 
[image: image63.wmf]SDSK.
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Vậy D thuộc đường tròn (KPQ) đpcm.

Bài toán 5.  Sáu điểm A, B, C, A’, B’, C’ cùng thuộc một đường tròn và 
[image: image64.wmf]XABA'C,
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[image: image65.wmf]X'A'B'AC'.
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 O, O’ lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác XBC, X’B’C’. Chứng minh rằng OO’, XX’, BB’, CC’ hoặc đồng quy hoặc đôi một song song.

Chứng minh.

Gọi B0, C0 theo thứ tự là giao điểm thứ hai của BB’, CC’ và (O’) (h.5.1, h.5.2). 
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Dễ thấy 
[image: image68.wmf]000000

(BC,BC)(BC,BB')(BB',BC)(C'C,C'B')(C'B',C

'C)(mod)

º+º+p
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Do đó 
[image: image70.wmf]00
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Vậy 
[image: image71.wmf]00000
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Do đó 
[image: image73.wmf]0
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Tương tự 
[image: image74.wmf]0

CX//CX'.

 


Tóm lại các tam giác XBC và X’B0C0 có các cạnh tương ứng song song.


Do đó các tam giác XBC và X’B0C0 hoặc là ảnh của nhau qua một phép vị tự hoặc là ảnh của nhau qua một phép tịnh tiến.


Điều đó có nghĩa là BB0, CC0, XX’ hoặc đồng quy hoặc đôi một song song.


Vậy BB’, CC’, XX’ hoặc đồng quy hoặc đôi một song song.

Bài toán 6. Cho tam giác ABC, (O) là đường tròn ngoại tiếp. Điểm I không thuộc (O) và không thuộc BC, CA, AB. AI, BI, CI theo thứ tự lại cắt (O) tại A’, B’, C’. E, E’ theo thứ tự là giao điểm của AC, A’C’ và BB’. F, F’ theo thứ tự là giao điểm của AB, A’B’ và CC’. Đường thẳng đi qua I và vuông góc với OI theo thứ tự cắt EF, E’F’ tại. K, K’. Chứng minh rằng 
[image: image75.wmf]IKIK'.
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Lời giải.


Gọi 
[image: image76.wmf]1
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 (h.6).
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+ 
[image: image79.wmf]IDD'

Î

 (định lí Pascal cho sáu điểm 
[image: image80.wmf]BCA'

C'B'A

æö

ç÷

èø

).

+ 
[image: image81.wmf]HDD'
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 (định lí Desargues cho các tam giác BE’D, CF’D’).

+ 
[image: image82.wmf]H'DD'

Î

 (định lí Desargues cho các tam giác B’ED’, C’FD).


+ A1, B1, C1 thẳng hàng và 
[image: image83.wmf]111
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+ 
[image: image84.wmf]11
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 (định lí Desargues cho các tam giác AEF, A’E’F’).


+ 
[image: image85.wmf]1

AXYOI.

^

 


+  
[image: image86.wmf]1

AXY//KK'LL'.






+ 
[image: image87.wmf]1

1

YA

IKIKIL'ILYX

...1.1

IK'IL'ILIK'YAYX

===

 (định lí Thaless và định lí con bướm).


+
[image: image88.wmf]IKIK'.

=

 

Chú ý. H’A và HA’ tiếp xúc với (O).

Bài toán 7. Cho tam giác ABC, O là tâm đường tròn ngoại tiếp, H là trực tâm, M là trung điểm của BC. K, L theo thứ tự là hình chiếu của M trên BH, CH. E, F theo thứ tự là giao điểm của BH, CH và AC, AB. N là giao điểm của EF và BC. Chứng minh rằng đường thẳng nối tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác MEL, MFK đi qua trung điểm của MN. 

Lời giải.

Gọi T là trung điểm của AH; P, Q theo thứ tự là giao điểm của BH, CH và FT, ET; X, Y, 
Z theo thứ tự là trung điểm của MN, MP, MQ (h.7).
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(h.7)
Dễ thấy 
[image: image90.wmf]·

·

·

·

MFP90MKP;MEQ90MLQ.

=°==°=



Do đó Y, Z theo thứ tự là tâm của (MEL), (MFK) (1).


Áp dụng định lí Desagues cho các tam giác HBC, TFE, chú ý rằng HT, BF, CE đồng quy (tại A) và 
[image: image91.wmf]NBCFE;PHBTF;QHCTE,

=Ç=Ç=Ç

 ta có N, P, Q thẳng hàng.


Do đó X, Y, Z thẳng hàng (2).


Từ (1) và (2) suy ra đpcm.

Bài toán 8. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). L là điểm Lemoine. AL lại cắt 
(O) tại X. Đường thẳng qua L song song với BC theo thứ tự cắt AC, AB tại P, Q. Đường tròn ngoại tiếp tam giác XPQ lại cắt AX tại K. Chứng minh rằng 
[image: image92.wmf]LA3LK.

=


Lời giải 1.

Lấy K’thuộc LA sao cho 
[image: image93.wmf]LA3LK'

=

 (h.8.1).
Theo bài toán 1, 
[image: image94.wmf]LAYXLAYA1

.:(AXLY).

3

YALXLXYX

===

 
Vậy, chú ý rằng tứ giác ABXC nội tiếp và 
[image: image95.wmf]BC//PQ,

 suy ra

[image: image96.wmf]LALA1LX3LK'1LX3LK'

LP.LQYB..YC.YB.YC..YA.YX..LX.LK'.

33

YAYAYXYAYXYA

====

 

Do đó tứ giác XPK’Q nội tiếp.
Điều đó có nghĩa là 
[image: image97.wmf]K'K.

=

 

Vậy 
[image: image98.wmf]LA3LK'3LK.

==
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(h.8.1)

Chú ý. 

Lời giải trên của bạn Trần Việt Hoàng, HS Trường THPT Năng Khiếu Trần Phú, Hải Phòng và bạn Phạm Nam Khamhs, HS Trường THPT chuyên Amsterdam, Hà Nội.
Lời giải 2.

Gọi U, V theo thứ tự là giao điểm thứ hai của các trung tuyến xuất phát từ A, B của tam 
giác ABC và (O); Y, Z theo thứ tự là giao điểm thứ hai của BL, CL và (O); P’, Q’ theo thứ tự là giao điểm của UY, UZ và AC, AB; N là giao điểm của AU và PQ; G là trọng tâm của tam giác APQ; M, D theo thứ tự là giao điểm của AN, AL và BC; K’ là giao điểm của AX và đường thẳng qua G song song với BC (h.8.2).  
Áp dụng định lí Pascal cho lục giác AZBUCY, ta có L, P’, Q’ thẳng hàng (1). 

Dễ thấy 
[image: image100.wmf]·

·

·

·

UAYUCY180;UBZUAZ180

+=°+=°

 và 
[image: image101.wmf]BUCX;CUBX.

==

 

Từ đó, chú ý rằng AX, BY, CZ đồng quy (tại L), suy ra


[image: image102.wmf]P'AQ'BS(AUY)S(BUZ)AU.AYBU.BZAYBUBZAYCXBZ

.......1

P'CQ'AS(CUY)S(AUZ)CU.CYAU.AZCYCUAZCYBXAZ

=====

.

Do đó 
[image: image103.wmf]P'AQ'A

.

P'CQ'B

=

 

Vậy, theo định lí Thales, 
[image: image104.wmf]P'Q'//BC

 (2). 

Từ (1) và (2), chú ý rằng PQ qua L song song với BC, suy ra 
[image: image105.wmf]P'P;Q'Q.

==

  

Dễ thấy 
[image: image106.wmf]QG//BV.


Từ đó, chú ý rằng L là điểm Lemoine của tam giác ABC, suy ra 


[image: image107.wmf]·

·

·

·

·

GQPVBCABYAUYGUP.

====

  

Do đó tứ giác GQUP nội tiếp.

Vậy 
[image: image108.wmf]NG.NUNP.NQ(3).

=


Vì AM, AD theo thứ tự là đường trung tuyến và đường đối trung của tam giác ABC nên các tam giác ADB, AMB, ADC, AMC theo thứ tự đồng dạng với các tam giác ACU, ACX, ABU, ABX và 
[image: image109.wmf]UBXC;UCXB
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.
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(h.8.2)
Từ đó, chú ý rằng 
[image: image111.wmf]GK//NL//MD;QP//BC,

 suy ra  


[image: image112.wmf]LK'.LXLK'LXADADADBMADCMBD.CD
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Từ (3) và (4), chú ý rằng tứ giác XPKQ nội tiếp, suy ra 
[image: image113.wmf]LK'.LXLP.LQLK.LX.

==


Do đó 
[image: image114.wmf]K'K.

=

 

Kết hợp với 
[image: image115.wmf]LANA

LA.LK'.LK'3LK',

LKNG

===

 suy ra 
[image: image116.wmf]LA3LK.

=


Bài toán 9. Cho tam giác ABC, (I) là đường tròn nội tiếp. Aa, Bb, Cc theo thứ tự là tiếp điểm của (I) và BC, CA, AB. Ba, Ca theo thứ tự là giao điểm của BI, CI và BbCc. Cb, Ab theo thứ tự là giao điểm của CI, AI và CcAa. Ac, Bc theo thứ tự là giao điểm của AI, BI và AaBb. P, Q theo thứ tự là tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác AbBcCa, AcBaCb. Chứng minh rằng I, P, Q thẳng hàng.


Lời giải.

Gọi M, N theo thứ tự là giao điểm của ABc, ACb và BC (h.9).
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(h.9)

+ Bc, Cb theo thứ tự là trung điểm của AM, AN (kết quả quen thuộc).


+ 
[image: image118.wmf]cb

BC//MNBC.

º

 


+ 
[image: image119.wmf]·
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B

CBB.

2

=

  


+ BCBaCa nội tiếp (kết quả quen thuộc).


+ 
[image: image120.wmf]·
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B
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=



+ BaBcCaCb nội tiếp.


+ 
[image: image121.wmf]caab

IB.IBIC.IC.

=

 


+ 
[image: image122.wmf]bccaab

IA.IAIB.IBIC.ICk.

===



+ Phép nghịch đảo 
[image: image123.wmf]k

I

N

 theo thứ tự biến Ab, Bc, Ca theo thứ tự biến Ac, Ba, Cb.


+ I, P, Q thẳng hàng. 


 Bài toán 10. Cho tam giác ABC không cân tại A, H là trực tâm. D, E, F theo thứ tự là tiếp điểm của đường tròn nội tiếp (I) và BC, CA, AB. M, N theo thứ tự là giao điểm của EF và BI, CI. Các đường thẳng qua M, N vuông góc với EF theo thứ tự cắt CH, BH tại X, Y. Chứng minh rằng DH, EX, FY đồng quy.

Lời giải.


Gọi B’, C’ theo thứ tự là giao điểm của BH, CH và AC, AB; Z, T theo thứ tự là giao điểm của DE, DF và CC’, BB’; U, V theo thứ tự là giao điểm của DE, DF và MX, NY; P, Q theo thứ tự là giao điểm của CC’, BB’ và EF; K, L theo thứ tự là giao điểm của EF và các đường thẳng qua I song song với AC, AB; S là giao điểm của EX, FY (h.10).
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(h.10)



+ M, B, B’, C cùng thuộc một đường tròn (kết quả quen thuộc).

+ M, U, B’, E cùng thuộc một đường tròn (vì 
[image: image125.wmf]·

·

µ

B

MUEMB'E

2

==

).



+ 
[image: image126.wmf](B'B,B'U)(B'B,B'C)(B'E,B'U)(B'B,B'C)(ME,

MU)0(mod).

22

pp

º+º+º+ºp

 


+ B, U, B’ thẳng hàng.


+ BQ, ZE, XM đồng quy (tại U).


+ Tương tự CP, TF, YN đồng quy (tại V).


+ Các tam giác BFQ, CEP đồng dạng ngược hướng
 

Vậy các điều kiện sau tương đương.

1) DH, EX, FY đồng quy.

2) S, D, H thẳng hàng.

3) 
[image: image127.wmf]E(FSDH)F(ESDH).

=

 

4) 
[image: image128.wmf]E(PXZH)F(QYTH).

=


5) 
[image: image129.wmf](PXZH)(QYTH).

=


6) 
[image: image130.wmf]U(PXZH)V(QYTH).

=


7) 
[image: image131.wmf]U(PMEQ)V(QNFP).

=


8) 
[image: image132.wmf](PMEQ)(QNFP).

=


9) 
[image: image133.wmf]EPQPFQPQ

::.

EMQMFNPN

=

 

10)  
[image: image134.wmf]EPFNQM

..1.

FQPNEM

=-


11) 
[image: image135.wmf]EPFIQB

..1.

FQPCEI

=-


12) 
[image: image136.wmf]QBPEFI

..1.

QFPCEI

=-


13) 
[image: image137.wmf]EIFKFI

..1.

ELFIEI

=-


14) 
[image: image138.wmf]FK

1

EL

=-

 (đúng).

Chú ý. Trực tâm của các tam giác ABC, DEF, SEF thẳng hàng.
Bài toán 11. Cho tam giác ABC không cân, (I) là đường tròn nội tiếp, H là trực tâm. 

A0, B0, C0 theo thứ tự là tiếp điểm của (I) và BC, CA, AB. H0 là trực tâm của tam giác A0B0C0. A1, B1, C1 theo thứ tự là giao điểm của AH, BH, CH và B0C0, C0A0, A0B0. Chứng minh rằng A0A1, B0B1, C0C1 đồng quy tại một điểm thuộc HH0. 

Lời giải.
Ta cần có một bổ đề.

Bổ đề. Cho tam giác ABC không cân tại C. Đường tròn nội tiếp (I) theo thứ tự tiếp 

xúc với BC, CA, AB tại D, E, F. CC’, FF’ theo thứ tự là đường cao của các tam giác ABC, DEF. 
[image: image139.wmf]KBIEF;LCC'FF'.

=Ç=Ç

 Khi đó 
[image: image140.wmf]LKEF.

^


Chứng minh. (h.11.1).
+ 
[image: image141.wmf]·

·

B
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+ Tứ giác BC’KC nội tiếp (kết quả quen thuộc).

+ 
[image: image142.wmf]·

·

·

·

B

KC'LKC'CKBCIBC.

2

====

 

+ Tứ giác KLFC’ nội tiếp.

+ 
[image: image143.wmf]·

·

LKFLC'F90

==°

 (đpcm).
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(h.11.1)

Trở lại giải bài toán 11.

Gọi B2, C2 theo thứ tự là giao điểm của BH, CH và B0H0, C0H0; K, L theo thứ tự là giao điểm của BI, CI và B0C0 (h.11.2).
                   [image: image145.emf]C

1

B

1

A

1

C

2

S

L

K

B

2

H

0

H

C

0

B

0

A

0

I

A

B

C








(h.11.2)

Theo bổ đề trên, 
[image: image146.wmf]2200

BL//CKBC.

^

 

Do đó, theo bài toán 8, A0H, B0C2, C0B2 đồng quy (tại S).

Từ đó, áp dụng định lí Desarguer cho các tam giác B0C1C2 và C0B1B2, chú ý rằng


[image: image147.wmf]0101002021212

BCCBA;BCCBS;CCBBH,

Ç=Ç=Ç=

 suy ra B0C0, B1C1, B2C2 hoặc đồng quy hoặc đôi một song song.

Từ đó, áp dụng định lí Desarguer cho các tam giác B0B1B2 và C0C1C2, chú ý rằng  


[image: image148.wmf]020201212

BBCCH;BBCCH,

Ç=Ç=

suy ra
[image: image149.wmf]01010

BBCC,H,H

Ç

 thẳng hàng.


Tương tự 
[image: image150.wmf]01010

CCAA,H,H

Ç

 thẳng hàng.


Tóm lại A0A1, B0B1, C0C1 đồng quy tại một điểm thuộc HH0.

Chú ý. 
+ Gọi Q là điểm đồng quy của A0A1, B0B1, C0C1; O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Ta có 
[image: image151.wmf]IQ//OH.


+ Gọi T là điểm đối xứng của A0 qua I. Ta có A, S, T thẳng hàng. 


Bài toán 12. Cho tam giác ABC không cân tại A, (O) là đường tròn ngoại tiếp. Các điểm M, N theo thứ tự thuộc các cạnh AB, AC sao cho 
[image: image152.wmf]BMCN.

=

 (Q) là đường tròn ngoại tiếp tam giác AMN. S là giao điểm thứ hai của (O) và (Q). Đường thẳng qua M vuông góc với BN và đường thẳng qua N vuông góc với CM cắt nhau tại T. Chứng minh rằng ST đi qua trung điểm của OQ.
Lời giải.

Ta cần có một bổ đề.

Bổ đề. Nếu các tam giác ABC, A’B’C’ đồng dạng cùng hướng và A’’, B’’, C’’ theo thứ tự là trung điểm của AA’, BB’, CC’ thì tam giác A’’B’’C’’ đồng dạng cùng hướng với các tam giác ABC, A’B’C’.

Phép chứng minh bổ đề trên rất quen thuộc, không trình bày ở đây.

Gọi P, K, Ltheo thứ tự là trung điểm của OQ, BM, CN (h.12).

Dễ thấy các tam giác SBM, SCN bằng nhau cùng hướng (xét phép quay tâm S góc quay 
[image: image153.wmf](AB,AC)

uuuruuur

).

Do đó các tam giác SBC, SMN đồng dạng cùng hướng.

Từ đó, chú ý rằng O, Q theo thứ tự là tâm đường tròn ngoại tiếp các tam giác SBC, SMN, suy ra các cặp tam giác SBO, SMQ và SCO, SNQ đồng dạng cùng hướng. 

Kết hợp với K, L, P theo thứ tự là trung điểm của BM, CN, OQ, theo bổ đề trên, suy ra các bộ ba tam giác SBO, SMQ, SKP và SCO, SNQ, SLP đồng dạng cùng hướng. 

Vậy 
[image: image154.wmf]PKPKPSOBOSOB

..1.

PLPSPLOSOCOC

====


Điều đó có nghĩa là 
[image: image155.wmf]PKPL

=

 (1). 

Dễ thấy các điều kiện sau tương đương.

1) 
[image: image156.wmf]TKTL.

=

 
2) 
[image: image157.wmf]22

TKTL.

=


3) 
[image: image158.wmf](
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 (công thức độ dài trung tuyến).
4) 
[image: image159.wmf]2222

TBTMTCTN

+=+

 (vì 
[image: image160.wmf]BMCN

=

).
5) 
[image: image161.wmf]2222

TBTNTCTM.

-=-


6) 
[image: image162.wmf]2222

MBMNNCNM

-=-

 (vì 
[image: image163.wmf]TMBN;TNCM

^^

).
7) 
[image: image164.wmf]MBNC

=

 (đúng) (2).
Từ (1) và (2), chú ý rằng 
[image: image165.wmf]SKSL,

=

 suy ra S, P, T thẳng hàng (đpcm).
[image: image166.emf]L

K

P

Q

S

O

T

N

A

B

C

M








(h.12)

Bài toán 13. Cho tam giác ABC. Điểm P thuộc BC. Điểm Q thuộc AP. QB, QC theo thứ tự cắt AC, AB tại F, E. Điểm X thuộc đường tròn (APF) sao cho tứ giác APXF điều hòa. Chứng minh rằng các đường tròn (AE F), (AQX) cùng đi qua một điểm thuộc EQ.

Lời giải.

Gọi Y là giao điểm thứ hai của PE và (APF); Z là giao điểm của AC và PE; T là giao điểm thứ hai của QE và (AEF) (h.13).

Dễ thấy 
[image: image167.wmf]Y(XAFZ)Y(XAFP)1Y(CAFZ).

==-=

 

Do đó X, Y, C thẳng hàng.

Vậy 
[image: image168.wmf]CX.CYCF.CACT.CE.

==

 

Do đó X, Y, T, E đồng viên.

Vậy 
[image: image169.wmf](TX,TQ)(TX,TE)(YX,YE)(YX,YP)(AX,AP)(AX,A

Q)(mod).
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Do đó T thuộc (AQX) (đpcm).
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(h.13)

Bài toán 14. Cho tam giác không cân ABC tại A, (O) là đường tròn ngoại tiếp. Các điểm M, N theo thứ tự thuộc các cạnh AB, AC sao cho 
[image: image171.wmf]BMCN.

=

 S là giao điểm thứ hai của (O) và đường tròn ngoại tiếp tam giác AMN. Đường thẳng qua M vuông góc với BN cắt AS tại E. Đường thẳng qua N vuông góc với CN cắt AS tại F. Chứng minh rằng 
[image: image172.wmf]SESF.

=


Lời giải 1.


Ta cần có một bổ đề.


Bổ đề. Cho tam giác ABC. Các điểm M, N theo thứ tự thuộc AB, AC sao cho 
[image: image173.wmf]BMCN.
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H là giao điểm của BN và CM. Z là điểm đối xứng của H qua trung điểm của MN. Khi đó 
[image: image174.wmf]·
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Chứng minh.


Gọi U, V theo thứ tự là hình chiếu của Z trên AB, AC (h.14.1).

Dễ thấy các điều kiện sau tương đương.
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(h.14.1)


Trở lại giải bài toán 14.
Không mất tính tổng quát giả sử tam giác ABC có hướng dương.


Gọi 
[image: image181.wmf]A

 là số đo của góc 
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Đương nhiên 
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Gọi 
[image: image184.wmf]HBNCM;KEMBN;LFNCM;
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 X, Y theo thứ tự là hình chiếu của E, F trên AB, AC; Z là điểm đối xứng của H qua trung điểm của MN; G là điểm thuộc FY sao cho 
[image: image185.wmf]SGSF
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  (h.14.2). 
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(h.14.2)

+ AZ  là phân giác của góc 
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 (theo bổ đề trên).
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+ AZME và AZNF nội tiếp.
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 HMZN là hình bình hành.
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+ Qua phép quay 
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 điểm Y biến thành điểm X và biến đường thẳng AC thành đường thẳng AB.


+ Qua phép quay 
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 đường thẳng FY biến thành đường thẳng EX.
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+ Qua phép quay 
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 đường thẳng SG biến thành đường thẳng SE.


+ Qua phép quay 
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điểm G biến thành điểm E.
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 (đpcm).

Lời giải 2.

Gọi B, C, M, N là số đo các góc đỉnh B, C và đỉnh M, N của tam giác ABC và tam giác AMN (O, R), (O’, R’) theo thứ tự là đường tròn ngoại tiếp các tam giác ABC, AMN (h.14.3).
Dễ thấy 
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Vậy các điều kiện sau tương đương.
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(h.14.3)
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 (đúng).
Bài toán 15. Cho tam giác ABC, (O) là đường tròn ngoại tiếp, L là điểm bất kì không 
thuộc (O) và BC, CA, AB. X, Y, Z theo thứ tự là giao điểm thứ hai của (O) và AL, BL, CL. Các điểm M, N theo thứ tự thuộc AB, AC sao cho L là trung điểm của MN. Các điểm P, Q thuộc theo thứ tự thuộc XY, XZ sao cho L là trung điểm của PQ. Chứng minh rằng các bộ bốn điểm B, Z, M, Q và C, Y, N, P cùng thuộc một đường tròn. 

Lời giải.


Gọi B’, C’, Y’, Z’ theo thứ tự là điểm đối xứng của B, C, Y, Z qua L (h.15).
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+ B, C’, Y’, Z cùng thuộc một đường tròn, kí hiệu là (O1).


+ Tương tự C, B’, Z, Y’ cùng thuộc một đường tròn, kí hiệu là (O2).


+ Gọi M’ là giao điểm thứ hai của AB và (O1); N’ là điểm đối xứng của M’ qua L.


+ Đương nhiến N’ thuộc (O2).

+ 
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+ N’ thuộc AC.


+ M’, N’ theo thứ tự trùng M, N.


+ M, N theo thứ tự thuộc (O1), (O2).


+ Tương tự Q, P theo thứ tự thuộc (O1), (O2) (đpcm).
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