Nguyén ly cuc han

Tran Nam Ding
Truwong Dai hoe KHTN Tp HCM

Bai viét nay duogc phat trién tir bai viét “Cac phuwong phap va ky thuat chimg minh” ma
chung t6i da trinh bay tai Hoi nghi “Cac chuyén d& Olympic Toan chon loc” tai Ba Vi,
Ha Noi, thang 5-2010 va giang day cho d6i tuyén Olympic Viét Nam du IMO 2010.
Trong bai nay, chung toi tip trung chi tiét hon vao cac tmg dung ciia Nguyén 1y cuc han
trong giai toan.

Mot tap hop hiru han cac s6 thuc ludn co phﬁn tr 16n nhat va phﬁn tir nho nhat. Mot tap
con bét ky ctia N ludn c6 phan tir nhoé nhat. Nguyén 1y don gian nay trong nhiéu truong
hop rat c¢6 ich cho viéc chimg minh. Hiy xét truong hop bién! D6 1a khau quyét cua
nguyén 1y nay.

Mot so vi du mé dau
Ta xem xét mdt s6 vi du st dung nguyén 1y cuc han

Vidu 1. Co 3 truong hoc, moi truong co n hoc sinh. Moi mét hoc sinh quen voi it nhat
n+1 hoc sinh tir hai trwong khdc. Chirng minh rang nguoi ta cé thé chon ra tir moi
truong mot ban sao cho ba hoc sinh dwoc chon doi mot quen nhau.

Gidi.

Goi A 13 hoc sinh ¢6 nhiéu ban nhét & mot truong khac. Goi s ban nhiéu nhét nay 13 k.
Gia su A ¢ truong thir nhét va tap nhiing ban quen A 1a M = {By, B,, ..., By} ¢ truong
thir 2. Ciing theo gia thiét, c6 it nhat 1 hoc sinh C ¢ trudng thir 3 quen voi A. Vi C quen
khong qua k hoc sinh ¢ trudng thi nhat nén theo gia thiét C quen vdi it nhat n+1 —k hoc
sinh cua truong tha hai, dat N = {D, Dy, ..., D} 1a nhitng nguoi quen C ¢ truong thir hai
thim>n+ 1 -k ViM, N déu thudc tdp hop gdm n hoc sinh va |[M |+ | N | >k +nt+1 —k
=ntlnéntacdé M NN #. Chon B nao d6 thuoc M N N thi ta coé A, B, C d61i mot quen
nhau.

Vi du 2. Chitng minh rang khéng ton tai sé n 1é, n > 1 sao cho 15" + I chia hét cho n



Giai. Gia st ton tai mot s6 nguyén 1é n > 1 sao cho 15" + 1 chia hét cho n. Goi p 1a wée
s0 nguyén t6 nhé nhit cua n, khi d6 p 1¢. Gia sir k 1a s6 nguyén duong nho nhét sao cho
15 — 1 chia hét cho p (s6 k dugc goi 1a bac cua 15 theo modulo p).

Vi 15™ = 1 = (15"1)(15"+1) chia hét cho p. Mit khac, theo dinh 1y nho Fermat thi 157" —
1 chia hét cho p. Theo dinh nghia ciia k, suy ra k 1a udc s6 ctia cac s6 p-1 va 2n. Suy ra k |
(p-1, 2n). Do p 1a wéc s6 nguyén t6 nho nhat ctia n nén (n, p-1) = 1. Suy ra (p-1, 2n) = 2.
Vay k | 2. Ttr @6 k = 1 hodc k = 2. Ca hai truong hop nay déu dan téi p = 7. Nhung diéu
nay mau thudn vi 15" + 1 luén dong du 2 mod 7

Trong hai vi du trén, 16 rang viéc xét cdc trudng hop bién da dem dén cho ching ta
nhirng thong tin bo sung quan trong. Trong vi du thtr nhét, viéc chon A 1a hoc sinh c6 6
ngudi quen nhiéu nhat & mot truong khac da cho ta thong tin sé ngudi quen cia C trong
truong thir hai it nhat 1a n+1 — k. Trong vi du thir hai, do p 12 uc s nguyén té nhé nhat
nén p-1 nguyén té cuing nhau véi n 1a bdi sé cua p.

Bai tap

1. Cho n diém xanh va n diém do6 trén mit phang, trong d6 khong c6 3 diém nao thang
hang. Chiing minh rang ta c¢6 thé ndi 2n diém nay bang n doan thang c6 dau mit khac
mau sao cho chung d61 mot khong giao nhau.

2. Trén dudng thang c6 2n+1 doan thang. M&i mot doan thing giao voi it nhat n doan
thang khac. Chimg minh rang ton tai mot doan thing giao vdi tat ca cac doan thang con
lai.

3. Trong mat phang cho n > 1 diém. Hai nguoi choi 1an lugt ni mot cap diém chua duoc
ndi bang mot véc-to voi mot trong hai chidu. Néu sau nudc di ciia ngudi ndo do tong cic
véc to dd v& bang 0 thi nguoi thir hai thing; néu cho dén khi khong con vé duge véc to
nao nira ma tong van chua co luc nao bang 0 thi nguoi thir nhat thing. Hoi ai 1a nguoi
thang cudc néu choi dung?

4. Gia strn 1a sd nguyén duong sao cho 2" + 1 chia hét cho n.

a) Ching minh rang néun > 1 thin chia hét cho 3;

b) Chimg minh rang néu n > 3 thi n chia hét cho 9;

¢) Chtng minh rang néu n > 9 thi n chia hét cho 27 hoic 19;

d) Chtmg minh rang néu n chia hét cho s6 nguyén t6 p # 3 thi p > 19;

e)* Chimg minh rang néu n chia hét cho sé nguyén té p, trong d6 p =3 vap = 19 thip >
163.



Phwong phép phan vi du nhé nhat

Trong viéc chimg minh mot sd tinh chat bang phuong phap phan ching, ta ¢ thé co
thém mot s6 thong tin bd sung quan trong néu sit dung phan vi du nhé nhdt. Y tudng 1a
dé chimg minh mot tinh chat A cho mot c4u hinh P, ta xét mot dic trung f(P) cia P 1a
mot ham co gia tri nguyén duong. Bay gio gia sir ton tai mot cdu hinh P khong cé tinh
chat A, khi d6 s& ton tai mot cau hinh Py khong c6 tinh chat A voi f(Pg) nho nhat. Ta s&
tim cach suy ra diéu méau thudn. Lic ndy, ngoai viéc ching ta c6 cdu hinh Py khong c6
tinh chit A, ta con c6 moi cau hinh P véi f(P) < f(P,) déu c6 tinh chét A.

Vi du 3. Cho ngii gidc 16i ABCDE trén mdt phang toa dé c6 toa dé cdc dinh déu nguyén.

a) Chitng minh rang ton tqi it nhdt 1 diém nam trong hodc nam trén canh cia ngii gidc
(khac voi A, B, C, D, E) co tog do nguyén.

b) Chitng minh rang ton tai it nhdt 1 diém nam trong ngii gidc cé toa dé nguyén.

c¢) Cac duong chéo cua ngii gidc 16i cat nhau tao ra mot ngi gidac 16i nhé A;B;C;D,E,
bén trong. Chitng minh rang ton tai it nhat 1 diém nam trong hodc trén bién ngii gidc 16i
AJB] C]D[Ej.

Cau a) co thé giai quyét dé dang nho nguyén Iy Dirichlet: Vi ¢ 5 diém nén ton tai it nhat
2 diém X, Y ma cip toa do (x, y) cta chiing ¢ cung tinh chin 1¢ (ta chi c6 4 truong hop
(chin, chén), (chén, 18), (1&, chan) va (1¢, 1&)). Trung diém Z cta XY chinh 1a diém can

tim.

Sang cau b) 1y luan trén day chua du, vi néu XY khong phai 1a dudng chéo ma 1a canh thi
Z c6 thé s& nam trén bién. Ta xu 1y tinh huéng nay nhu sau. Dé ¥ rang néu XY 13 mot
canh, chéng han la canh AB thi ZBCDE cling 1a mot ngii giac 16i ¢6 cac dinh co toa d6
déu nguyén va ta c6 thé lap lai 1y luan néu trén ddi voi ngil giac ZBCDE, ... Ta c6 thé
dung don bién dé ching minh qua trinh nay khong thé kéo dai mai, va dén mot luc nao
d6 s& c6 1 ngii giac co diém nguyén nam trong.

Tuy nhién, ta c6 thé trinh bay lai 1y ludn nay mot cach gon gang nhu sau: Gia sir ton tai
mdot ngil gidc nguyén ma bén trong khong chira mot diém nguyén nao (phan vi du). Trong
tat ca cac ngil giac nhu vay, chon ngii giac ABCDE c6 dién tich nhé nhat (phan vi du nho
nhat). Néu c6 nhiéu ngii giic nhu vay thi ta chon mét trong sd ching. Theo 1y luan da
trinh bay & cdu a), ton tai hai dinh X, Y ¢6 cip toa do cung tinh chan 1é. Trung diém Z
ctia XY sé& c6 toa d6 nguyén. Vi bén trong ngii giac ABCDE khéng c6 diém nguyén nao
nén XY phai 1a mot canh nao d6. Khong mat tinh tong quat, gia str d6 1a AB. Khi d6 ngii



gidc ZBCDE c6 toa do cac dinh déu nguyén va c6 dién tich nho hon dién tich ngii giac
ABCDE. Do tinh nho nhét cia ABCDE (phan vi du nhé nhat phat huy tac dung!) nén bén
trong ngil giac ZBCDE c¢6 1 diém nguyén T. Piéu ndy mau thudn vi T cling nam trong
ngii gidc ABCDE.

Phan vi du nhé nhat ciing 1a cach rat tot dé trinh bay mot ching minh quy nap (& day
thuong 1a quy nap manh), dé tranh nhimg 1y luan dai dong va thiéu chat ché.

Vi du 4. Chitng minh rang néu a, b la cdc sé nguyén dwong nguyén to ciing nhau thi ton
tai cac s6 nguyén x, y sao cho ax + by = 1.

Giai.

Gia st khiang dinh dé bai khong dung, tirc 13 tn tai hai s6 nguyén duong a, b nguyén t6
cung nhau sao cho khong tdn tai x, y nguyén sao cho ax + by = 1. Goi ay, by 1a mot cap $6
nhu vay véi ay + by nho nhat (phan vi du nho nhat).

Vi (ao, by) = 1 va (ag, bg) # (1, 1) (do 1.0 + 1.1 = 1) nén ay # by. Khong mét tinh tong
qUé.t, co thé glé su ag > bo. Dé théy (ao-bo, bo) = (a(), bo) =1. Do ap — bo + bo =ap<apt+ b()
nén do tinh nhé nhit cta phan vi du, ta suy ra (ayp-bg, by) khong 1a phan vi dy, tic la tdn
tai X, y sao cho (ag-bg)x + bey = 1. Nhung tir day thi agx + be(y-x) = 1. Mau thuan d6i voi
diéu gia str. Vay diéu gia str 1 sai va bai toan dugc ching minh.

Bai tap

5. Giai phén c) cua vi du 3.

6. Trén mat phang danh dau mot s6 diém. Biét rang 4 diém bét ky trong chung 1a dinh
ctia mot tir giac 16i. Chting minh rang tit ca cac diém dugce danh dau 1a dinh ciia mot da
giac 16i.

Nguyén Iy cue han va bit ding thirc

Nguyén 1y cuc han thudng duoc ap dung mot cach hiéu qua trong cac bat dang thirc co
tinh to hop, dang chirng minh tdn tai k sb tir n s6 thoa man mot diéu kién nay do.

Vi du 5. (Moscow MO 1984) Trén vong tron nguoi ta xép it nhdt 4 sé thiee khong dm cé

tong bang 1. Chirng minh rang tong tdt ca cdc tich cdc cdp sé ké nhau khéng I6n hon T

Giai.



Ta can chung minh rang v6i moi n > 4 s6 thyc khong am ay, ..., a,, c6 tong bang 1, ta c6
bat dang thurc

aa, + araz + ...+ ay_1a, + aa; < 1/4.

Véin chan n (n=2m) diéu nay cé thé ching minh dé dang: data, +as + ... T aom.1 =aq;
khi d6, 16 rang,

aay taxaz+...tay a,taa <(a+as+..+am) x@+tas+..+tam=a(l —a)<
1/4.

Gia st n 1é va ay — 13 s6 nhé nhét trong cac sb da cho. (Dé thuan tién, ta gia st 1 <k <n
— 1 —diéu nay khong lam mét tinh téng quat khin>4.)bPatb;=a;, voii=1,..k— 1, by
=aytag+vab=a; . voii=k+1,.,n—1. Ap dung bat dfmg thirc cua chung ta cho
cac s by,..., by 1, ta dugc:

aiay + ...t agsai . (a1t axo) bt a3t ot agan T aga < 1/4.
Cubi cung, ta sir dung bat dang thic
A 1ax t a1+ a1 S a1t ag 1Akt agaxs o < (@1t ageo) b
dé suy ra diéu phai chimg minh.

Danh gia trén day 1a t6t nhat; ddu bang xay ra khi 2 trong n s bang 1/2, con céc sd con
lai bang 0.

Vidu 6. Chon >4 va cac so thuc phan biét a;, a,, ..., a, thoa man diéu kién

n n

Churng minh rcfng ton tai 4 e} a, b, ¢, d thuoc {a,, a,, ..., a,} sao cho

n
a+b+c+nachZ:a[3 <a+b+d+nabd.
i=1

Gidi. Néu a < b < c la ba s0 nhod nhat trong céc a; thi voimoii=1, 2, ..., n ta c6 bat dang
thirc

(a; —a)(aj—b)(aj—¢c) =0

Suy ra



a’ >(a+b+c)a’ —(ab+bc+ca)a,+abc véimoii=1,2,...,n.

Cong tat ca cc bat dang thirc nay, véichi y > a, =0, a’ =1.ta dugc

i=1 i=1

n
Zaf >a+b+c+nabc.

i=1
Bay gio néu chon d 1a s6 16n nhat trong cac a; thi ta co
(ai—a)(ai—b)(ai—d)< 0

voimoi i=1, 2, ..., n. Va cling thuc hi¢n tuwong tu nhu trén, ta suy ra bat dfmg thic vé
phai ctia bat dang thie kép can ching minh.

Vi du 7. Téng binh phwong ciia mét 100 sé thie dwong 16n hon 10000. Tong ciia chiing
nhé hon 300. Chitng minh rang ton tai 3 sé trong ching cé tong Ién hon 100.

Giai. Gia str 100 s6 d6 1a C;> C, >..> Cjoo > 0. Néu nhu  C; > 100, thi C, + C, + C; >
100. Do d6 ta c6 thé gia str rang C; < 100. Khi d6 100 - C; >0, 100 - C, >0, C; - C,>0
uC,-C;>0,vivay

100(Cy + C> + C3) > 100(Cy + Cy + C5) - (100 - C1)(Cy - C3) - (100 - C)(C; - C3) =
=C*+ G2+ C5(300 - C, - Cy) >
>C2+ G+ Cy(Cy+ Cy+ ..+ Crog) >
>C 2+ CP + C5* + ...+ Cioo” > 10000.
Suy ra, C; + C, + C53 > 100.
Bai tap

7. Trong moi 6 ciia bang 2 x n ta viét cac so thuyc duong sao cho tong cac s6 ciia moi1 cot
bang 1. Ching minh rang ta c6 thé xoa di & moi cdt mot so sao cho & moi hang, tong ctuia

e A , n+1
cac so con lai khong vuot qué nT
8. 40 tén trom chia 4000 euro. Mot nhom gom 5 tén trom duoc goi 1a nghéo néu tong s6

tién ma ching dugc chia khong qua 500 euro. Hoi s6 nho nhat cdc nhém trdm nghéo trén
tong so tat ca cdc nhom 5 tén trdm bang bao nhiéu?



Nguyén ly cuc han va phwong trinh Diophant

Trong phan nay, ta trinh bay chi tiét ba vi du 4p dung nguyén 1y cuc han trong phuong
trinh Fermat, phuong trinh Pell va phuong trinh dang Markov.

Vi du 8. Chitng minh rang phiong trinh x* + y* = 2° (1) khéng c6 nghiém nguyén dwong.

Gidi. Gia su nguoc lai, phuong trinh (1) c6 nghi€ém nguyén duong, va (X, y, z) la nghiém
cta (1) v6i z nho nhét.

(1) D@ thay x’,y*,z 461 mot nguyén t6 cung nhau

(2) T nghiém ctia phuong trinh Pythagore, ta c6 ton tai p, q sao cho

2

P
P-q
=p2+ 2

2

N <
I

(3) Tir déy, ta lai c6 mot bo ba Pythagore khac, vi y* + ¢* = p.

(4) Nhu vay, ton tai a,b sao cho

q=2ab
y=al-b
p=a’+b

a,b nguyén to cuing nhau

(5) Két hop cac phuong trinh nay, ta duoc:
x> =2pq = 2(a’ + b?)(2ab) = 4(ab)(a’ + b?)

(6) Vi ab va a*> + b? nguyén t6 cing nhau, ta suy ra chung 1a cac sé chinh phuong.
(7) Nhu vay a> + b*=P?*vaa=u’, b=v> Suyra P’ =u" +v",

(8) Nhung by gio ta thu dugc diéu mau thudn véi tinh nho nhét cua z vi:
PP=a’+b’=p<p’+q’=z<7.

(9) Nhu vay diéu gia st ban dau 1a sai, suy ra diéu phai chimg minh.



Phuong phap trinh bay & trén con duge goi 1a phuong phap xudng thang. Pay c6 18 1a
phuong phap ma Fermat da nghi t6i khi viét trén 18 cudn sach cua Diophant nhimg dong
chlt ma sau nay dugc goi l1a dinh ly 16n Fermat va da lam dién dau bao nhiéu thé hé
nhitng nha toan hoc.

Vidu 9. Tim tdt ca cdc cdp da thire P(x), O(x) théa man phwong trinh

Px)=-1)0°x) +1 (1)

Giai. Khong mét tinh tong quat, ta chi cin tim nghiém trong tap céac da thirc c6 hé s khai
dau duong.

Néu (x++4/x*=1)" = P, (x)+vx* =10, (x) (2) thi (x—+x>-1)" =P, (x)—Vx* =10, (x) (3)
Nhan (2) va (3) vé theo vé, ta dugc

L= (x+4x? =1)"(x=+x” =1)" = (B, (x) +Nx* =10, ())(B, (x) =V x* =10, (x))
=P (x) = (x* =DQ; (x)

Suy ra cdp da thuc Py(x), Qu(x) x4c dinh bdi (2) (va (3)!) 1a nghiém cua (1). Ta ching
minh day la tat ca cac nghiém cua (1). That vay, gia st nguoc lai, tdn tai cdp da thuc
P(x), Q(x) khong c6 dang P,(x), Q,(x) théa man (1). Ta xét cap da thic (P, Q) nhu vay
v6i degQ nho nhét.

Pt (P(x) +x* ~10()(x—x* 1) = P*(x) +/x* ~10*(x) (4)
Thi 13 rang

(P(x) x> —10())(x +4x” —1) = P*(x) —/x* —10* ()
Suy ra (P*, Q*) ciing la nghiém cta (1).

Khai trién (4), ta thu dugc P*(x) = xP(x) — (x*-1)Q(x), Q*(x) = xQ(x) — P(x). Cht y 1a tir
(1) ta suy ra (P(x) — xQ(x))(P(x)+xQ(x)) = - Q*(x) + 1. Vi P(x) va Q(x) déu co hé s khai
dau > 0 va degP = degQ + 1 nén ta ¢6 deg(P(x)+xQ(x)) = degQ + 1. Tir day, do deg(-
Q*(x) + 1) < 2deg(Q) nén ta suy ra deg(Q*(x)) < deg(Q) — 1 < deg Q.

Nhu vy, theo cach chon cip (P, Q) thi ton tai n sao cho (P*, Q*) = (P,, Qu).

Nhung khi do tir (4) suy ra



P(x)+vx* —10(x) = (P*(x) + Vx> =10 * (X)) (x +vx* —1)
=(x+Vx =) "(x+4x? 1) = (x+4x> =)

Suy ra (Pa Q) = (Pn+laQn+l)a mau thuan'
Vay diéu gia st 12 sai va ta c6 diéu phai chimg minh.

Vi du 10. Tim tdt ca cdc gid tri k sao cho phwong trinh (x+y+z)’ = kxyz c¢é nghiém
nguyén duong.

Giai.
Gia sir k 1a mot gia tri can tim. Goi Xo, Yo, Z 12 nghiém nguyén dwong ciia phwong trinh
(xty+z)’ = kxyz (1)
co Xy + yo + zo nho nhét. Khong mét tinh téng quat, co thé gia st Xy >yo > 7.
Viét lai (1) dudi dang  x* — (kyz — 2y — 2z)x + (y+z)* =0
ta suy ra xo la nghiém cua phuong trinh bac hai
x* — (kyozo — 2y0 — 220)X + (Yot20)’ =0 (2)

Theo dinh 1y Viet x; = kyozo — 2y — 220 — Xo = (yotz0)/Xo ciing 12 nghiém cia (2). Tir
doé (x1, Yo, Zo) 1a nghiém cua (1). Ciing tir cac cong thiic trén, ta suy ra x; nguyén duong.
Ttrc 12 (X4, Yo, Zo) 1a nghiém nguyén duong cua (1). Twr tinh nhé nhét cua x, + Vo + Zo ta x;
> Xo. Ttr day ta co

kyozo — 2yo — 220 — X0 > Xo va (YO+X0)2/ X0 = X

Tir bat dang thic thi hai ta suy ra yo + zo > Xo. T d6, ap dung vao bt dang thuc thi
nhat, ta dugc kyozo> 4xq.

Cuoi cung, chia hai vé ctia dang thirc Xo® + yo2 + 70 + 2X0yo + 2yozo + 2ZoXo = kXoYoZo
cho x¢yozo, ta dugc

X, Yo .%o 2 2 2

+ +—+—+—=k.
YoZo  X%Z9 X0 20 X0 Mo

Tir do suy ra §+1+1+2+2+22k,ttrc la ks%. Suy ra k < 10.



Chu ¥ néu xo =1 thi yo =2z =1 suy ra k = 9. Néu k # 9 thi xo > 2 va danh gia & trén tro
thanh

§+1+%+2+1+22k suy ra kg?, suyrak <8

Vay gia tri k = 10 bi loai.

Véi k = 1 phuong trinh ¢6 nghiém, chang han (9, 9, 9)
Véi k = 2 phuong trinh c6 nghiém, chiang han (4, 4, 8)
V61 k = 3 phuong trinh c6 nghiém, chéng han (3, 3, 3)
V61 k =4 phuong trinh c6 nghiém, chéng han (2, 2, 4)
V6i k = 5 phuong trinh c6 nghiém, chang han (1, 4, 5)
Véi k = 6 phuong trinh c¢6 nghiém, chang han (1, 2,3)
Véi k = 8 phuong trinh ¢6 nghiém, ching han (1, 1, 2)
Véi k = 9 phuong trinh ¢6 nghiém, chiang han (1, 1, 1)

Ngoai ra, ta c6 thé chimg minh dugc ring trudng hop k = 7 phuong trinh khong co
nghiém nguyén duong (xin dugc danh cho ban doc).

Vaycacgiatrik cantimlak =1, 2,3, 4, 5,6, 8, 9.

Vidu 11. (CRUX, Problem 1420) Néu a, b, ¢ la cdc sé nguyén dwong sao cho
0<d +b°—abc<c

Chitng minh rang a° + b° — abc la s6 chinh phwong.

Giai. Gia st nguoc lai rang ton tai cac sb nguyén duong a, b, ¢ sao cho 0 <a”+ b* — abc
<c va k=a’+b”—abc (1) khong phai 1a sé chinh phuong.

Bay gid ta ¢ dinh k va ¢ va xét tp hop tit ca cac cip sd nguyén duong (a, b) thoa man
phuong trinh (1), trc 1a ta xét

S(c, k) = {(a, b) € (N*)%: a® + b> — abc =k}



Gia str (a, b) 1a cip s6 thudc S(c, k) ¢6 a + b nho nhat. Khong mat tinh téng quat co thé
gid sur a > b. Ta xét phuong trinh

x> —bex+b2—k=0

Ta biét ring x = a 13 mot nghiém cta phuong trinh. Goi a; 12 nghiém con lai ctia phuong
trinh nay thi a; =bc —a = (b* - k)/a.

Ta c6 thé ching minh duoc rang (ban doc tu ching minh!) a; nguyén dwong. Suy ra
(a;, b) cting thude S(c, k).

Tiép theo ta c6 a; = (b*-k)/a <a’/a=a, suy ra a; + b <a + b. Diéu ndy mau thuin véi cach
chon (a, b).

Bai tap
9. Chtig minh rang phwong trinh x* + 3y’ = 92’ khong c6 nghiém nguyén duong.
10. Chirng minh rang phuong trinh x> + y* + z* = 2xyz khong c¢6 nghiém nguyén duong.

11. (IMO 88) Néu a, b, q = (a*+b’)/(ab+1) 1a cac sb nguyén duong thi q 13 sb chinh
phuong.

12. (PTNK 03). Tim tat ca cac s6 nguyén duong k sao cho phuong trinh x* - (k*-4)y* = -
24 ¢6 nghiém nguyén duong.

13. (Mathlinks) Cho A 1a tap hop hitu han céc s6 nguyén duong. Ching minh rang ton tai
tap hop hiru han cac sb nguyén duong B sao cho AcBva [[,cgx=2 scp x>,

14.* (AMM 1995) Cho x, y 1a cac s6 nguyén duong sao cho xy + x va xy + y 13 cac sb
chinh phwong. Chiing minh rang c6 diing mét trong hai s6 x, y 1a s6 chinh phuong.

15. (IMO 2007) Cho a, b 1a cic sb nguyén dwong sao cho 4ab — 1 chia hét (4a’1)™
Chimg minh rang a = b.

16. (VMO 2012) Xét cac sb tu nhién 1¢ a, b ma a 1a wéc sb ciia b + 2 va b 1a wéc sb cua
a’ + 2. Chirng minh ring a va b 1a cac s hang cua diy sb tu nhién (v,) xac dinh boi
vi=vp=1va v,=4v, | — Voo vOimoin > 2.

Nguyén Iy cue han trong to hop

Trén day ching ta da xem xét cac vi du ap dung ciia nguyén 1y cuc han trong Manh dat
mau m& nhat danh cho nguyén 1y cuc han. Nguyén 1y cuc han ¢ thé dugc tng dung dé



chimg minh mét qua trinh 13 dimg (trong bai toan lién quan dén bién doi trang thai), trong
bai toan vé do thi, hay trong cac tinh hudng t6 hop da dang khac. Cac dbi tuong thudng
dugce dem ra dé xét cuc han thuong 1a: doan thang ngin nhat, tam giac c6 dién tich 16n
nhat, gbc 16n nhét, dinh ¢6 bac 1én nhét, chu trinh c6 do dai ngén nhét ...

Dudi day ta xem xét mot so vi du:

Vi du 12. (Dinh Iy Sylvester) Cho tdp hop S gom hitu han cdc diém trén mdt phang théa
man tinh chat sau: Mot dwong thang di qua 2 diém thudc S déu di qua it nhdt mét diém
thir ba thudc S. Khi dé tat cd cdc diém ciia S nam trén mot dwong thdang.

Két luan cua dinh 1y nghe c6 vé hién nhién nhung chimg minh n6 thi khong hé don gian.
Chirng minh dudi day cua Kelly dugc chung t6i tham khao tir Wikipedia

Gia str phan chimg 13 ton tai mot tap hop S gdm hitu han diém khong thang hang nhung
moi du:()’ng thang qua hai diém trong S déu chira it nhat ba diém. Mot du:orng thang goi la
duong ndi néu nd di qua it nhét hai diém trong S. Gia sir (P, [) la cap diém va dudng ndi
c6 khoang cach duong nho nhét trong moi cip diém-duong nbi.

Theo gia thiét, [ di qua it nhit ba diém trong S, nén néu ha duong cao tir P xudng / thi ton
tai it nhat hai diém nim cung mot phia cua duong cao (mot diém c6 thé nam & ngay chén
duong cao). Trong hai dlem nay, goi diém & gan chan duong cao hon 1a B, va diém kia 1a
C. Xét duong thang m ndi P va C. Khoang cach tir B ti m nho hon khoang cach tur P to1
I, mau thuan véi gia thiét Ve P va [. Mot cach dé thdy diéu nay 13 tam giac vudng voi canh
huyén BC d6ng dang va ndm bén trong tam giac vudng v6i canh huyén PC.

Do d6, khong thé ton tai khoang cach duong nho nhat gitra cac cap diém- -duong nbi. Noi
cach khac, moi diém déu nam trén ding mot duong thang néu moi duong ndi déu chira it
nhat ba diém.

Vi du 13. (Trdn ddu todn hoc Nga 2010) Mot quoc gia c¢é 210 thanh phé. Ban ddu gitia
cdc thanh phé chira ¢6 dwong. Nguwoi ta mudn xdy dung mét sé con dwong mot chiéu noi



giita cdc thanh phé sao cho: Néu cé dwong di tir A d@én B va tir B dén C thi khéng c6
dwong di tir A dén C.Hoi c6 thé xdy dung dwoc nhiéu nhat bao nhiéu dwong?

Giai.

Goi A 1a thanh phd c6 nhiéu dudng di nhat (gom ca dudng di xuét phat tir A va duong di
dén A). Ta chia cic thanh phd con lai thanh 3 loai. Loai I - C6 dudng di xuat phat tir A.
Loai II - C6 duong di dén A. Loai III: Khong c6 dudng di dén A hoidc xuit phat tir A. Dt
m=|I|,n=|II|,p=|1l|. Tacom+n+p=209.

D@ thay giita cac thanh phd loai I khong c6 duong di. Tuong tu, giita cac thanh pho loai 2
khong c6 duong di.

Sb cac duong di lién quan dén cac thanh phd loai 3 khong vuot qua p(m-+n). (Do béc cia
A =m + n 13 16n nhét).

Téng s duong di bao gdom:

+ Cac duong di lién quan &én A: m+n

+ Céc duong di lién quan dén 111 : = pl1 + 1)

+ Cac duong di gitra [ va II: < s

Suy ra tong sé duong di nho hon
mu+ip+Dm+m+n<tm+n+p+12/3= 21{}2;’3.

Dau béang xay ra véi dd thi 3 phe, mdi phe c6 70 thanh phd, thanh phd phe 1 c6 duong di
dén thanh phé phe 2, thanh phd phe 2 c¢6 dudng di dén thanh phd phe 3, thanh phd phe 3
c¢6 duong di dén thanh phd phe 1.

Vi du 14. Trong quoc hdi My, moi mot nghi si cé khong qud 3 ké thii. Chitng minh rang
6 thé chia quoc hdi thanh 2 vién sao cho trong méi vién, moi mot nghi si cé khéng qud
mot ké thu.

Pay 1a mot vi du ma toi rat thich. C6 nhiéu cach giai khac nhau nhung ¢ dy ching ta s&
trinh bay mot cach giai str dung nguyén ly cuc han. Y tuong tuy don gian nhung cé rat
nhiéu g dung (trong nhiéu bai toan phirc tap hon).

Ta chia quéc hoi ra thanh 2 vién A, B mot cach bat ky. Voi moi vién A, B, ta goi s(A),
s(B) 1a tong cua tong sb cac ké thu cua mdi thanh vién tinh trong vién d6. Vi s cach chia
1a hitu han nén phai ton tai cach chia (A, Bg) sao cho s(Ag) + s(By) nho nhat. Ta ching
minh cach chia ndy théa man yéu cau bai toan.



Gia str rang cach chia ndy van chua thoa min yéu cdu, tic 1 vin c6 mot nghi si ndo d6
c¢6 nhiéu hon 1 ké thu trong vién ctia minh. Khong mat tinh tong quat, gia sir nghi si x
thudc A, c6 it nhat 2 ké thu trong A,. Khi d6 ta thuc hién phép bién d6i sau: chuyén X tu
A sang By dé duoc cach chia médila A’ = Ay \ {x} va B’ =B, U {x}. Vix c6 it nhit 2 ké
thu trong Ay va A’ khong con chtra x nén ta co

s(A’) < s(Ag) — 4 (trong tong mét di it nhat 2 ciia s(x) va 2 ciia cac ké thu cua x
trong Ay)

Vi x ¢6 khong qua 3 ké thii va c6 it nhat 2 ké thu trong Ay nén x ¢6 nhiéu nhat 1 ké thu
trong By (hay B’), cho nén

s(B’) < s(By) + 2

Tir d6 s(A”) + s(B’) < s(Ag) + s(By) — 2. Mau thuin véi tinh nho nhat ciia s(Ag) + s(By).
Vay diéu gia st 1 sai, tirc 1a cach chia (Ao, By) thoa man yéu cau bai toan (dpcm).

Bai tap

17. Cho 2n diém trén mit phang, trong d6 khong c¢6 3 diém nao thang hang. Chimg minh
rang nhimg diém nay c6 thé phan thanh n cip sao cho cac doan thang ndi ching khong
cat nhau.

18. Trong mit phang cho 100 diém, trong d6 khong co ba diém nao thang hang. Biét rang
ba diém bét ky trong chiing tao thanh mot tam giac c6 dién tich khong 16n hon 1. Chimg
minh ring ta c6 thé phu tat ca cac diém da cho bang mot tam giac co dién tich 4.

19. Trén mit phang cho 2n+3 diém, trong d6 khong c6 ba diém nao thang hang va khong
6 4 diém nao nam trén mot dudng tron. Chimg minh rang ta c6 thé chon ra tir cac diém
nay 3 diém, sao cho trong cac diém con lai c6 n diém nam trong duong tron va n diém
nam ngoai duong tron.

20. Trong mit phang cho n diém va ta danh dau tat ca cic diém la trung diém cua céc
doan thang c6 dau mut 1a cac diém di cho. Chimg minh rang c6 it nhit 2n-3 diém phan
biét dugc danh dau.

21. Tai mot qudc gia co6 100 thanh phd, trong d6 c6 mot sd cip thanh phd c6 dudng bay.
Biét rang tir mot thanh phd bat ky c6 thé bay dén mot thanh phd bat ky khéac (co thé ndi



chuyén). Chimg minh rang c6 thé di thim tit ca cac thanh phd cua qudc gia nay sir dung
khong qua a) 198 chuyén bay b) 196 chuyén bay.

22*. Trong mot nhém 12 ngudi tir 9 ngudi bat ky ludn tim duge 5 ngudi déi mot quen
nhau. Chirng minh rang tim duoc 6 ngudi doi mot quen nhau trong nhom do.
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