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Dạng vi phân trên module

Định nghĩa 1.1

Cho A là một vành giao hoán có đơn vị. Cho A→ B là một A-đại số và M là một
B-module. Một A đạo hàm của B vào M (derivation) là một A-đồng cấu tuyến
tính d : B →M thỏa mãn luật Leibniz

d(b1b2) = b1db2 + b2db1 ∀b1, b2 ∈ B và da = 0 ∀a ∈ A

Tập các A-đạo hàm của B vào M được kí hiệu là DerA(B,M). Dễ thấy
DerA(B,�) : ModB → ModB là một hàm tử.

Bổ đề 1.2

Hàm tử DerA(B,�) : ModB → ModB là một hàm tử khả diễn (representable) trái.
Nói cách khác tồn tại duy nhất (sai khác một đẳng cấu) một B-module Ω1

B/A sao cho

ta có một đẳng cấu tự nhiên

HomB(Ω1
B/A,�) ∼= DerA(B,�)

Module Ω1
B/A được gọi là vi phân Kähler của B trên A.
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Dạng vi phân trên module

Chứng minh.

Xét xây dựng cụ thể sau

Ω1
B/A =

⊕
b∈B

B(db)/ 〈da, d(b1 + b2)− db1 − db2, d(b1b2)− b1db1 − b2db2〉

trong đó b1, b2 ∈ B, a ∈ A và ánh xạ

dB/A : B −→ Ω1
B/A

b 7−→ [db]

Khi đó mọi A-đạo hàm d : B →M đều tách được duy nhất qua dB/A. Nói cách khác
ánh xạ

HomB(Ω1
B/A,M) −→ DerA(B,M)

d 7−→ d ◦ dB/A

là một đẳng cấu.
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Chuyển cơ sở

Định lí 1.3

Cho B,A′ là hai A-đại số, đặt B′ = B ⊗A A′. Khi đó tồn tại một đẳng cấu chính tắc
của các B′-module Ω1

B′/A′
∼= Ω1

B/A ⊗B B′.

Chứng minh.

Đạo hàm chính tắc d : B → Ω1
B/A cảm sinh một đồng cấu

d′ = d⊗ IdA′ : B′ → Ω1
B/A ⊗A A′ ∼= Ω1

B/A ⊗B B′

khi đó ta dễ thấy (Ω1
B/A ⊗B B′, d′) thỏa mãn tính phổ dụng của vi phân Kähler.
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Dãy cơ bản thứ nhất

Bổ đề 1.4

Cho M ′ →M →M ′′ → 0 là một dãy các A-module. Khi đó dãy này khớp khi và chỉ
khi dãy cảm sinh

0→ Hom(M ′′, N)→ Hom(M,N)→ Hom(M ′, N)

là khớp với mọi A-module N .

Định lí 1.5

Cho B là A-đại số và C là B-đại số. Khi đó ta có dãy khớp của các C-module

Ω1
B/A ⊗B C

f→ Ω1
C/A

g→ Ω1
C/B → 0

trong đó f(db⊗ c) = cdb, g(dc) = dc.
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Dãy cơ bản thứ nhất

Chứng minh.

Theo bổ đề trước ta chỉ cần chứng minh dãy sau khớp với mọi C-module N

0→ HomC(Ω1
C/B , N)→ HomC(Ω1

C/A, N)→ HomC(Ω1
B/A ⊗B C,N)

Nhưng ta có công thức chuyển cơ sở HomC(Ω1
B/A ⊗B C,N) ∼= HomB(Ω1

B/A, N).

Do

đó ta chuyển về việc chứng minh dãy sau khớp

0 HomC(Ω1
C/B , N) HomC(Ω1

C/A, N) HomC(Ω1
B/A ⊗B C,N)

0 DerB(C,N) DerA(C,N) DerA(B,N)

= = =

nhưng điều này là hiển nhiên

Hệ quả 1.6

Với S là một tập nhân tính của B thì Ω1
S−1B/A

∼= S−1Ω1
B/A.
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Dãy cơ bản thứ hai

Bổ đề 1.7

Cho R là một vành và I là một ideal. Cho N là một R-module khi đó
R/I ⊗R N ∼= N/IN như hai R-module. Nói riêng khi N = I thì I/I2 ∼= R/I ⊗R I.

Định lí 1.8

Cho B là một A-đại số và I là một ideal của B. Đặt C = B/I khi đó ta có dãy khớp
các C-module

I/I2
δ→ Ω1

B/A ⊗B C
α→ Ω1

C/A → 0

trong đó δ([b]) := db⊗ 1 ∀b ∈ I và α(db⊗ c) = cd([b]).
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Dãy cơ bản thứ hai

Chứng minh.

Theo bổ đề 1.7 thì I/I2 = I ⊗B C và do đó ta chỉ cần chứng minh dãy

0→ DerA(C,N)→ DerA(B,N)→ HomC(I/I2, N) = HomB(I,N)

là khớp với mọi C-module N .

Ta sẽ kiểm tra tính khớp tại DerA(B,N). Đồng cấu

DerA(B,N)→ HomC(I/I2, N) = HomB(I,N)

được mô tả cụ thể bởi d′ 7→ d′|I . Nếu d
′
|I = 0 thì hiển nhiên nó tách qua C, tức là cảm

sinh một đạo hàm d′ ∈ DerA(C,N).

Đồng cấu đầu tiên gửi một A-đạo hàm C → N hợp thành với phép chiếu B → C để
được một đạo hàm B → N và nó là đơn cấu do IN = 0 (vì N là một C-module).
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Tính toán trên vành đa thức

Ví dụ 1.9

Khi B = A[x1, x2, ..., xn] ta sẽ chứng minh Ω1
B/A là một B-module tự do sinh bởi các

kí hiệu (dxi). Thật vậy xét một đạo hàm d′ : B →M . Thì do B là vành đa thức nên

d′f =

n∑
i=1

∂f

∂xi
d′xi ∀f ∈ B

do đó ảnh của d′ hoàn toàn xác định bởi (d′xi). Xét B-module tự do
⊕n

i=1B(dxi) và
ánh xạ

d : B −→
n⊕
i=1

B(dxi)

f 7−→
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

khi đó cặp (
⊕n

i=1B(dxi), d) thỏa mãn tính phổ dụng của vi phân Kähler.
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Tính toán trên vành đa thức

Ví dụ 1.10

Xét B = A[x1, ..., xn]/I với I = 〈f1, ..., fr〉 khi đó ta có{
Ω1
A[x1,x2,...,xn]/A ⊗A B ∼=

⊕n
i=1Bdxi đổi cơ sở

Ω1
B/A
∼= coker(I/I2

δ→
⊕n

i=1Bdxi) dãy cơ bản thứ hai

Theo ví dụ 1.12 thì δ = d⊗ 1 và d xác định bởi

d([fi]) =

n∑
j=1

∂fi
∂xj

dxj

nên ta có thể đồng nhất Ω1
B/A với đối hạt nhân của ma trận Jacobi

J =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

... ∂f1
∂xn

. . .

. . .
∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

... ∂fm
∂xn


có nghĩa là Ω1

B/A
∼= coker(J ).
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Theo ví dụ 1.12 thì δ = d⊗ 1 và d xác định bởi

d([fi]) =

n∑
j=1

∂fi
∂xj

dxj

nên ta có thể đồng nhất Ω1
B/A với đối hạt nhân của ma trận Jacobi

J =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

... ∂f1
∂xn

. . .

. . .
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∂x1

∂fm
∂x2

... ∂fm
∂xn


có nghĩa là Ω1

B/A
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Tính toán trên vành đa thức

Ví dụ 1.11

Cho A = k là một trường và B = k[x, y, z]/
〈
y2 − x2 + xyz2

〉
khi đó Ω1

B/k là module

tự do sinh bởi ba kí hiệu dx, dy, dz thỏa mãn quan hệ

(−2x+ yz2)dx+ (2y + xz2)dy + (2xyz)dz = 0

Ví dụ 1.12

Vi phân Kähler khác vi phân thông thường ở chỗ nó chỉ nắm bắt được các đối tượng
có quan hệ đa thức với nhau. Cụ thể hơn khi trong vành các chuỗi lũy thừa hình
thức trên trường số thực, R = R[[x]] thì

dex = d

(
∞∑
n=0

xn

n!

)
6=
∞∑
n=0

xn

n!
dx = exdx

Tuy nhiên chứng minh dex 6= exdx là một chứng minh không tầm thường, nó đòi hỏi
sử dụng bổ để Zorn.
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Không gian đối tiếp xúc

Bổ đề 1.13

Cho A là một vành địa phương với ideal cực đại m. Kí hiệu k = A/m là trường thặng
dư. Khi đó ánh δ ở định lý 1.8 là một đẳng cấu.

Chứng minh.

Theo định nghĩa Ω1
(A/m)/k = Ω1

k/k = 0 nên từ dãy khớp cơ bản thứ hai ta có

δ : m/m2 → Ω1
R/k ⊗R k

là một toàn cấu. Do đó ta cần chứng minh nó là đơn cấu. Đây là hai không gian
vector nên ta chỉ cần chứng minh đối ngẫu của δ là toàn cấu. Nói cách khác ta cần có
δ∗ : Homk(Ω1

A/k ⊗A k, k)→ Homk(m/m2, k) là toàn cấu. Tuy nhiên

Homk(Ω1
A/k ⊗A k, k) ∼= Homk(Ω1

A/k,Homk(k, k)) ∼= Homk(Ω1
A/k, k) ∼= Derk(A, k)

Với mọi φ ∈ Homk(m/m2, k) ta định nghĩa d : A→ k, d(a) = φ([m]) trong đó
a = x+m ∈ k ⊕m = A.
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Bó vi phân trên lược đồ

Định lí 2.1

Cho f : X → Y là một cấu xạ giữa các lược đồ khi đó tồn tại duy nhất một bó tựa
nhất quán Ω1

X/Y trên X thỏa mãn với mọi tập mở affine V của Y và mọi tập mở

affine U của f−1(V ) ta có

Ω1
X/Y | U ∼= (Ω1

OX (U)/OY (V ))
∼ (Ω1

X/Y )x ∼= Ω1
OX,x/OY,f(x)

∀x ∈ U

ngoài ra ta còn có một cách nhìn thông qua cấu xạ đường chéo

∆ : X → X ×Y X

ở đây X ∼= ∆(X) và ∆(X) là locally closed trong X ×Y X, nói cách khác tồn tại một
tập mở W sao cho ∆(X) ⊂W và ∆(X) đóng trong W . Khi đó ta có

Ω1
X/Y = ∆∗(I/I2)

trong đó I là bó các ideal định nghĩa ∆(X) trong W .
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Hai dãy khớp cơ bản

Định lí 2.2 (Dãy khớp cơ bản thứ nhất)

Cho f : X → Y, Y → Z là hai cấu xạ lược đồ. Khi đó tồn tại một dãy khớp các bó

f∗Ω1
Y/Z → Ω1

X/Z → Ω1
X/Y → 0

Định lí 2.3 (Dãy khớp cơ bản thứ hai)

Cho Z là một lược đồ con đóng của lược đồ X và I là bó các ideal định nghĩa Z,
f : X → Y là một cấu xạ các lược đồ. Khi đó ta có một dãy khớp các bó

I/I2 → Ω1
X/Y ⊗OX OZ → Ω1

Z/Y → 0
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Một số bó đặc biệt

Cố định một trường đóng đại số k

Định nghĩa 2.4

Một đa tạp đại số X trên k được gọi là không kì dị (nonsingular) nếu mọi vành địa
phương của nó là vành địa phương chính quy (dimkm/m

2 = dimA). Khi đó

ωX :=

dimX∧
Ω1
X/k và TX := HomOX (Ω1

X/k,OX)

được gọi là bó chính tắc (canonical sheaf ) và bó tiếp xúc (tangent sheaf ).

Định nghĩa 2.5

Cho Y là một đa tạp đại số con (đóng) của đa tạp đại số trơn X trên k. Kí hiệu I là
bó các ideal sinh ra Y . Ta định nghĩa

I/I2 và HomOY (I/I2,OY )

là bó đối chuẩn (conormal sheaf ) và bó chuẩn tắc (normal sheaf ) trên Y .
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Công thức "adjunction"

Theo dãy khớp cơ bản thứ hai của lược đồ:

I/I2 → Ω1
X/Y ⊗OX OZ → Ω1

Z/Y → 0 ∀ f : X → Y

nếu ở đây Y = Spec(k) và Z = Y là đa tạp con đóng của X thì ta có dãy

I/I2 → Ω1
X/k ⊗OX OY → Ω1

Y/k → 0

Định lí 2.6 (Hartshorne, II.8.17)

Khi Y là đa tạp đại số con đóng trơn của đa tạp đại số trơn X trên k thì

(i) Ω1
Y/k là tự do địa phương

(ii) Dãy khớp đối chuẩn là khớp trái

0→ I/I2 → Ω1
X/k ⊗OX OY → Ω1

Y/k → 0
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Dãy khớp Euler

Định lí 2.7 (Dãy khớp Euler)

Cho A là một vành, Y = Spec(A), X = PnA. Khi đó tồn tại một dãy khớp các bó trên
X

0→ ΩX/Y →
n+1⊕
i=1

OX(−1)→ OX → 0

Giả sử ta có một dãy khớp các phân thớ vector

0→ F → G → H → 0

khi đó dãy khớp này cảm sinh một đẳng cấu
∧dimG G ∼=

∧dimF F ⊗
∧dimHH do đó

một hệ quả của định lý trên là

Hệ quả 2.8

Cho X = Pn
k khi đó ωX ∼= O(−n− 1).
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Công thức "adjunction"

Định lí 2.9

Cho Y là một đa tạp con đóng không kì dị với đối chiều r của một đa tạp đại số X
không kì dị trên trường đóng đại số k. Khi đó

ωY ∼= ωX ⊗
r∧
NY/X

Chứng minh.

Theo định lý 2.6 thì ta có dãy khớp

0→ I/I2 → Ω1
X/k ⊗OX OY → Ω1

Y/k → 0

Ta lấy dãy khớp của phân thớ định thức

0→ det(I/I2)→ det(Ω1
X/k ⊗OX OY )→ det(Ω1

Y/k)→ 0

⇒ det(I/I2)⊗ ωY ∼= ωX ⊗OY
Lấy đối ngẫu và lưu ý Hom(OY ,OY ) ∼= OY ta suy ra điều phải chứng minh.
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ωX
∼= O(−n− 1)

Chứng minh.

Trước tiên ta xem hàm dán (clutching function) trên từng phần giao của các tập mở
chính tắc Ui ∩ Uj là gì. Để đơn giản ta chỉ xét U0 ∩ U1 với các tọa độ affine
(x10, x20, ..., xn0) và (x01, x21, ..., xn1), trong đó xij = xi/xj . Khi đó

dx10 ∧ dx20 ∧ ... ∧ dxn0

là một cơ sở trên U0.

dx10 ∧ dx20 ∧ ... ∧ dxn0 = d

(
1

x01

)
∧ d
(
x21
x01

)
∧ ... ∧ d

(
xn1
x01

)
= −dx01

x201
∧

n∧
i=2

(
dxi1
x01
− xi1
x201

dx01

)
= − 1

xn+1
01

dx01 ∧ dx21 ∧ ... ∧ dxn1

để ý rằng x01 = x0/x1 và O(n+ 1)(Ui) = xn+1
i O(Ui) nên đây ±xn+1

0 /xn+1
1 chính là

hàm dán chung.
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Đối ngẫu Serre

Định lí 2.10 (Serre duality for projective spaces)

Cho X = Pn
k với k là một trường (không nhất thiết đóng đại số). Khi đó

(i) Hn(X,ωX) ∼= k - đồng thời cố định một đẳng cấu như vậy.

(ii) Với mọi bó nhất quán F trên X, phép ghép cặp tự nhiên

Hom(F ,OX)×Hn(X,F)→ Hn(X,ωX) ∼= k

là một phép ghép không suy biến (non-degenerate).

Định lí 2.11 (Serre)

Cho X là một đa tạp xạ ảnh trơn (nonsingular projective variety) với chiều n trên
trường k. Với mỗi p = 0, n kí hiệu Ωp =

∧p ΩX/k là bó các p-dạng vi phân. Khi đó
với mọi p, q = 0, n ta có một đẳng cấu tự nhiên

Hq(X,Ωp) ∼= Hn−p(X,Ωn−p)∨

Các số hp,q = dimkH
q(X,Ωp) là các số Hodge và là các bất biến song hữu tỷ quan

trọng. Dễ thấy hp,q = hn−p,n−p.
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Đối ngẫu Serre và định lý triệt tiêu Kodaira

Định lí 2.12 (Kodaira-Nakano)

Cho X là một đa tạp xạ ảnh trơn n chiều trên C. Nếu L là một phân thớ đường giàu
(ample) trên X thì

(a) Hq(X,L ⊗
∧p ΩX/k) = 0 ∀p+ q > n.

(b) Hq(X,L−1 ⊗
∧p ΩX/k) = 0 ∀p+ q < n.

Chú thích. Định lý triệt tiêu Kodaira-Nakako

1 Đến năm 1987 chỉ được chứng minh bằng công cụ của giải tích phức thông qua
nguyên lý GAGA.

2 Có chứng minh thuần túy đại số đầu tiên vào 1987 bởi Deligne và Illusie.

3 Vẫn đúng cho trường có đặc số 0 nhưng sai cho trường đặc số dương (Raynaud).
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Phân thớ trên đa tạp phức

Cho X là một đa tạp phức.

Định nghĩa 3.1

Một phân thớ chỉnh hình r chiều trên X là một đa tạp phức E cùng với một ánh
xạ chỉnh hình π : E → X thỏa mãn π−1(x) = E(x) là một không gian vector phức r
chiều và tồn tại một phủ mở X =

⋃
Ui sao cho tồn tại các ánh xạ song chỉnh hình

ψi : π−1(Ui)→ Ui × Cr giao hoán với các phép chiếu trên Ui mà ánh xạ cảm sinh
π−1(x)→ {x} × Cr là một đẳng cấu tuyến tính.

Đặt ψij(x) = (ψi ◦ ψ−1
j )(x,�) : Cr → Cr ∀x ∈ Ui ∩ Uj . Khi đó một phân thớ chỉnh

hình thường được mô tả bằng bộ dữ liệu (Ui, ψij : Ui ∩ Uj → GL(r,C)) thỏa mãn các
điều kiện chu trình (cocycle conditions)

(i) ψii = I ∀i.
(ii) ψijψjkψki = I ∀i, j, k thỏa mãn Ui ∩ Uj ∩ Uk 6= ∅.

Ví dụ 3.2

Cho E là một phân thớ khi đó phân thớ đối ngẫu E∗ của nó được mô tả với các chu
trình (Ui, (ψ

t
ij)
−1).
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Phân thớ trên dải Mobius

Hình 1: Phân thớ trên dải Mobius

Định nghĩa 3.3

Một lát cắt trên một tập mở U ⊂ X của phân thớ (E, π,X) là một ánh xạ chỉnh
hình p : U → X sao cho π ◦ p = idU .
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Một số tương đương

Bổ đề 3.4

Cho (X,O) là một đa tạp phức liên thông với bó các hàm chỉnh hình OX . Khi đó có
một tương ứng 1− 1 giữa lớp các phân thớ chỉnh hình và các bó tự do địa phương
hạng hạng hữu hạn (locally free sheaves of finite rank) OX-module trên X.

Định lí 3.5 (Serre-Swan)

Cho X là một không gian compact Hausdorff với vành các thực liên tục
C(X) = C(X,R). Khi đó phạm trù các phân thớ vector thực là tương đương với phạm
trù các module xạ ảnh hữu hạn sinh trên vành C(X).

Định lí 3.6 (Serre’s GAGA)

Phạm trù các phân thớ vector chỉnh hình trên một đa tạp xạ ảnh trơn (xem như một
đa tạp phức) là tương đương với phạm trù các phân thớ vector đại số trên X, nói
cách khác là các bó tự do địa phương hạng hữu hạn.
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Phân thớ định thức

Cho X là một đa tạp phức với một họ bản đồ địa phương

X =
⋃
Ui, φi : Ui ∼= φi(Ui) ⊂ Cn

ta có cách ánh xạ chuyển (transition functions)

φij := φi ◦ φ−1
j : φj(Ui ∩ Uj)→ φi(Ui ∩ Uj) ∀i, j

cảm sinh ra các Jacobian J(φij)(φi(z)) :=
(
∂φk

∂zl
(φj(z)

)
k,l

.

Định nghĩa 3.7

Phân thớ tiếp xúc chỉnh hình TX được định nghĩa là phân thớ với bộ chu trình
(Ui, ψij := J(φij)(φi)). Phân thớ đối tiếp xúc ΩX := T ∗X và phân thớ định thức

KX = det(X) :=
∧dim(X) ΩX .
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Dãy khớp Euler và công thức adjunction

Định lí 3.8

Trên X = Pn tồn tại một dãy khớp tự nhiên

0→ OX →
n+1⊕
i=1

OX(1)→ TPn → 0

trong đó OX(1) = OX(−1)∗ và O(−1)→ Pn,O(−1) =
{

(l, z) ∈ Pn × Cn+1 | z ∈ l
}
.

Định lí 3.9

Cho Y là một đa tạp con đóng của đa tạp phức X. Khi đó phân thớ định thức của Y
đẳng cấu chính tắc với phân thớ KX|Y ⊗ det(NY/X).
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Các dạng vi phân kiểu (p, q)

Cho U là một tập mở trong Cn, khi đó ta định nghĩa các dạng vi phân khả vi với hệ
số phức

ΩkC(U) := ΩkR(U)⊗ C

Một dạng vi phân ∈ ΩkC(U) kiểu (p, q) có biểu diễn địa phương

ω =
∑

αi1...iqj1...jqdzi1 ∧ ... ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ ... ∧ dzjq ∈ Ωp,qC (U)

trong đó zi = xi + idyi, dzi = dxi + idyi, dzi = dxi + idyi

∂(αdzi1 ∧ ...∧ dzip ∧ dzj1 ∧ ...∧ dzjq ) :=

n∑
k=1

∂α

∂zk
dzk ∧ dzi1 ∧ ...∧ dzip ∧ dzj1 ∧ ...∧ dzjq

∂(αdzi1 ∧ ...∧ dzip ∧ dzj1 ∧ ...∧ dzjq ) :=

n∑
k=1

∂α

∂zk
dzk ∧ dzi1 ∧ ...∧ dzip ∧ dzj1 ∧ ...∧ dzjq

Một dạng vi phân kiểu (p, q) được gọi là chỉnh hình nếu ∂(ω) = 0.
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Các dạng vi phân kiểu (p, q)

Với mọi đa tạp phức n chiều X ta có một xích phức các bó

Ωp,0
∂→ Ωp,1

∂→ ...
∂→ Ωp,n → 0

Bó Ωp := Ker(Ωp,0
∂→ Ωp,1) gọi là bó các dạng chỉnh hình.

Bổ đề Poincare-Grothendieck nói rằng phức trên là một giải thức của Ωp và

Định lí 3.10 (Dolbeault)

Nếu X là một đa tạp phức khi đó ta có một đẳng cấu

Hq(X,Ωp) ∼=
Ker(Ωp,q

∂−→ Ωp,q+1)

Im(Ωp,q−1 ∂−→ Ωp,q)

Tương tự trường hợp đại số ta định nghĩa các số Hodge hp,q := dimCH
q(X,Ωp).
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Đối ngẫu Serre và định lý triệt tiêu Kodaira

Định lí 3.11 (Serre-Kodaira)

Cho X là một đa tạp phức n chiều và E → X là một phân thớ chỉnh hình trên X.
Khi đó tồn tại một đẳng cấu liên hợp phức

σ : Hq(X,Ωp(E)) ∼= Hn−q(X,Ωn−p(E∗))

trong đó E∗ là phân thớ đối ngẫu của E.

Định lí 3.12 (Kodaira)

Cho L là một phân thớ đường dương (positive line bundle) trên một đa tạp Kähler
compact n chiều X. Khi đó

Hq(X,L⊗ ΩpX) = 0 ∀p+ q > n
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Cảm ơn mọi người đã lắng nghe!
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