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Cho X là mÎt �a t§p �§i sË x§ £nh trÏn và E là mÎt
phân thÓ vectÏ trên X . K˛ hiªu

n = dim(X ) và r = rank(E ).

�(X ,E ) = �∞c tr˜ng Euler cıa E trên X .

ch(E ) = �∞c tr˜ng Chern cıa E .

td(X ) = td(TX ) = lÓp Todd cıa X .

TX = phân thÓ ti∏p xúc trên X .

�‡nh l˛ Hirzebruch-Riemann-Roch

�(X ,E ) =

Z

X
ch(E ) · td(X ).
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Phân thÓ vectÏ và bó t¸ do �‡a ph˜Ïng

Mªnh �∑

Có mÎt t˜Ïng ˘ng 1 � 1 gi˙a

{phân thÓ vectÏ} $ {bó t¸ do �‡a ph˜Ïng}.

Ch˘ng minh.

Xem Mˆc 7.3, Bài gi£ng cıa Gathmann.

A. Gathmann, Algebraic Geometry, Class Notes TU Kaiserslautern,

2003.
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�∞c tr˜ng Euler

�‡nh nghæa

�(X ,E )

:

=

nX

i=0

(�1)ihi (X ,E ),

trong �ó
hi (X ,E ) = dimH i

(X ,E ).

Vßn �∑

Tìm mÎt công th˘c "Hình hÂc �§i sË" cho �(X ,E ).
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Công th˘c Riemann-Roch (n = r = 1)

Cho X là mÎt �˜Ìng cong x§ £nh trÏn. Khi �ó, vÓi mÂi
"divisor" D trên X , ta có

h0
(D)� h1

(D) = deg(D) + 1 � g ,

trong �ó g là giËng cıa X và

hi (D) = hi (X ,OX (D)).
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Chu trình (Cycle)

�‡nh nghæa

Cho 0  k  n là mÎt sË nguyên. MÎt chu trình k chi∑u
trên X là tÍng hình th˘c

P
i niYi , trong �ó ni 2 Z và Yi

là các �a t§p con k chi∑u cıa X .

K˛ hiªu Zk(X ) = {Chu trình k chi∑u trên X}.
Nh™n xét

Zk(X ) là nhóm giao hoán t¸ do sinh bi các �a t§p con k
chi∑u cıa X .
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Nhóm Chow
Cho W ⇢ X là mÎt �a t§p con k + 1 chi∑u và ' 6= 0 là
mÎt hàm h˙u tø trên W .

�‡nh nghæa

div(') =
X

V

ordV (')V 2 Zk(X ),

tÍng ch§y trên tßt c£ các �a t§p con k chi∑u V cıa W .

K˛ hiªu Bk(X ) = {div(')}.
Nh™n xét

Bk(X ) là nhóm con cıa Zk(X ).
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Nhóm Chow

�‡nh nghæa

Nhóm Chow th˘ k là nhóm th˜Ïng

Ak(X ) =

Zk(X )

Bk(X )

.

�∞c biªt An(X )

⇠
=

Z, vÓi ph¶n t˚ sinh là X .
N∏u n = 1, thì Z0(X ) = Div(X ) và A0(X ) = Pic(X ).
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Vành Chow
K˛ hiªu

A(X ) =

nM

k=0

Ak(X ).

Phép nhân �˜Òc xác �‡nh nh˜ sau: [Y ] · [Z ] = [Y \ Z ].

Ví dˆ

Vành Chow cıa Pn là

A(Pn
) =

Z[h]
hhn+1i ,

trong �ó h là lÓp chu trình cıa mÎt siêu phØng trên Pn.

�∞ng Tußn Hiªp �‡nh l˛ Hirzebruch-Riemann-Roch và ˘ng dˆng



�‡nh l˛ Hirzebruch-Riemann-Roch
LÓp �∞c tr˜ng

Ÿng dˆng

B™c cıa lÓp chu trình 0 chi∑u

Gi£ s˚
c =

X

i

ni [Pi ] 2 A0(X ).

Khi �ó Z

X
c =

X

i

ni .

Ví dˆ
Z

Pn

hn = 1.
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LÓp Chern

Các lÓp Chern ci (E ) là các �a th˘c �Ëi x˘ng cÏ b£n theo r
bi∏n ↵1,↵2, . . . ,↵r , mÈi ↵i �˜Òc gÂi là mÎt nghiªm Chern
cıa E , t˘c là

c0(E ) = 1,

c1(E ) =

X

1ir

↵i ,

. . .

cr (E ) = ↵1↵2 . . .↵r .

�∞ng Tußn Hiªp �‡nh l˛ Hirzebruch-Riemann-Roch và ˘ng dˆng



�‡nh l˛ Hirzebruch-Riemann-Roch
LÓp �∞c tr˜ng

Ÿng dˆng

�∞c tr˜ng Chern và lÓp Todd
Ta có th∫ �‡nh nghæa �∞c tr˜ng Chern và lÓp Todd cıa
phân thÓ vectÏ E nh˜ sau:

ch(E ) =

rX

i=1

e↵i ,

và

td(E ) =

rY

i=1

↵i

1 � e�↵i
.

Chú ˛ r¨ng
ch(E ), td(E ) 2 A(X )⌦Q.
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�∞c tr˜ng Chern và lÓp Todd

Gi£ s˚ E và F là hai phân thÓ vectÏ trên X . Khi �ó

ch(E ⌦ F ) = ch(E ) · ch(F ),
ch(E � F ) = ch(E ) + ch(F ),

td(E � F ) = td(E ) · td(F ).
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Phân thÓ Tango trên Pn

Xét các dãy khÓp cıa các phân thÓ vectÏ sau:

0 �! OPn
(�1) �! O�(n+1)

Pn �! TPn
(�1) �! 0.

0 �! ⇤

n�2TPn
(�1)⌦OPn

(�1) �! O�
(

n+1
n�1)

Pn

�! ⇤

n�1TPn
(�1) �! 0.

�∞t
E = ((⇤

n�2TPn
(�1))⌦OPn

(�1))⇤.
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Phân thÓ Tango trên Pn

Xét các dãy khÓp cıa các phân thÓ vectÏ sau:

0 �! O�(
(

n
2)�n)

Pn �! E �! E 0 �! 0,

0 �! OPn �! E 0 �! T �! 0.

�‡nh l˛ (Tango, 1976)

T là phân thÓ vectÏ h§ng n � 1 trên Pn và không tách
�˜Òc.
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�∞c tr˜ng Chern cıa F
Mªnh �∑

LÓp Chern th˘ k cıa T là

ck(T ) =

"✓
n + k
k

◆
� 2

✓
n + k � 1
k � 1

◆#
hk .

Mªnh �∑

�∞c tr˜ng Chern cıa T là

ch(T ) = (n � 1) +
nX

k=1

(�2)k � (�1)k(n + 1)
k!

hk .

�∞ng Tußn Hiªp �‡nh l˛ Hirzebruch-Riemann-Roch và ˘ng dˆng



�‡nh l˛ Hirzebruch-Riemann-Roch
LÓp �∞c tr˜ng

Ÿng dˆng
�∞c tr˜ng Euler cıa phân thÓ Tango

LÓp Todd cıa Pn

Xét dãy khÓp Euler trên Pn

0 �! OPn �! OPn
(1)�(n+1) �! TPn �! 0,

trong �ó TPn là phân thÓ ti∏p xúc cıa Pn.

td(TPn
) = td(OPn

(1))n+1
=

✓
h

1 � e�h

◆n+1

.
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LÓp Todd cıa Pn

Do �ó

td(Pn
) =

nX

k=0

1
k!
Sk(n)h

k ,

trong �ó Sk(n) là các sË Stirling, t˘c là hª sË trong khai
tri∫n cıa �a th˘c

Rn(x) = x(x + 1) . . . (x + n � 1) =
nX

k=0

Sk(n)x
k .
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�∞c tr˜ng Euler cıa T

�‡nh l˛ (H.-Công-Vân)

�∞c tr˜ng Euler cıa T trên Pn là

�(Pn,T ) = 2n � 1.
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Phân thÓ Tango trên �a t§p Grassmann

K˛ hiªu G (k , n) là �a t§p Grassmann cıa các không gian
con k chi∑u trong mÎt không gian vectÏ n chi∑u.
Costa-Marchesi-Miró-Roig (2016) xây d¸ng phân thÓ
Tango T trên G (k , n).

Vßn �∑

Tính toán
�(G (k , n),T ).
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C£m Ïn mÂi ng˜Ìi l≠ng nghe!
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