D61 dong dieu cua luge do affine

Pham Khoa Bang

Ngay 18 théng 6 nam 2020

Tém tat noi dung

Mot tai lieu ngin gon va self-contained dé khao sat d6i dong diéu ciia luge do
affine, cu thé la tieu chuan Serre va dinh 1y Chevalley.
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Dinh nghia 1.1 (Vat noi xa va vat xa anh). Mot vat P trong mot pham tru abel A
duge goi 1a vat za dnh néu véi moi toan cau (tiéng Anh, epimorphism) g : B — C va



v6imoi f: P — Ctontaih: P — Bsaocho f=goh

P
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v h l
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Mot vat E trong pham trit abel A dude goi 14 noi za néu noé la za dnh trong A°P.
Dinh nghia 1.2. Mot pham tru abel A dugdc goi 1a di vdat xa dnh néu v6i moi vat
A ton tai mot toan cau P — A trong d6 P 1a vat xa anh. D6i ngau lai thi A duge goi
1a du vat néi ra néu véi moi vat A ton tai mot don cau A — E trong d6 E 1a vat
noi xa.

Mot 10i ich ctia vat noi xa va pham tri1 da vat noi xa 1a né gitp ta dinh nghia doi
dong diéu. Rat may man 13 hau hét cac pham trit ching ta biét déu c6 du vat noi xa
hoiic xa anh. Ta c6 thé cling ¢6 niém tin nay bang mot s6 dinh 1y. Nhéc lai ring néu
A 1a pham trut abel thi ta ki hieu pSh(X, A), Sh(X, A) tuong ting 1a pham tru tién bo
trén X va pham tru bo trén X.

Dinh 1y 1.3. Néu A la mot pham tru abel ton tai tich (doi tich) vo han dong thoi cé
di vat noi xa. Khi dé vdi moi khong gian topo X thi Sh(X, A) ¢é di vit noi za.

Chitng minh. Joseph J.Rotman, Introduction to Homological Algebra, p.315.

Nhung do méi quan tam chii yéu ctia tai lieu 14 b6 tya nhat quan nén & day sé trinh
bay mot chiing minh pham tru Ox-module la di vat noi xa - ching minh dinh 1y 1.3
hoan toan tuong tu chimg minh sau day.

Ménh dé 1.4. Cho (X, Ox) la mot khong gian dinh vanh. Khi dé pham tri Modo, (X)
cta bo cac Ox module trén X la mot pham tru co du vat noi xq.

Chitng minh. Goi F la mot b6 cac Ox module. Khi d6 F, 1a mot Ox , module v6i moi
z € X, do d6 ton tai mot Ox , module noi xa I, va mot don cau F, — I,. Cuing mot ki
higu, ta viét I, 1a bé choc trai khong gian {z}. V6i moi z € X ki hi¢u j, : {z} = X
la dong cau nhing tu nhién. Ta xét bo

§ =[] jes(l2)

zeX

trong d6 j, 1a ham ti day xuoi. Nhu vay ton tai mot don cau b6 F — § cam sinh béi
cac don cau dia phuong F, — I,. Véi moi b6 G cac Ox module ta co:

Hom@X(Q,S) - H HOIIIOX (gajr,*(jﬂf))

reX
Ta biét rdng c6 mot song anh tir nhién theo bién thtt nhat (thuan bién)

Homo (gu ]m,*(Ix)) = Hom(’)x,z (gm Ia:) (1)
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Xét mot mot day khép bo cac Ox module
0=-G—-+H—-K—=0
ta muon day sau khép
0 — Home, (G, R) — Home, (H, R) — Home, (K,§) — 0
Muén nhu vay ta chi can kiém tra trén timg thanh phan tich va sit dung song anh 1
0 — Homo, ,(Gs, I.) — Homo, , (Ha, I;) = Homo, , (Ke, 1) = 0
Nhung day nay hién nhién khép do I, 1a ndi xa. Do dé ta c6 dpem. |
Dinh nghia 1.5 (Phic). Mot phic (C,,d,) trong mot pham trit abel A la mot day
(Corda) = Ay ™5 A, B Ay — -

trong d6 A; € Obj(A) va d; od;1 = 0 Vi.

Vat H,,(C) = Z,(C)/B,(C) dugc goi la dong diéu cia phiic (C,d).

Dinh nghia 1.6 (Giai xa anh, noi xa). Mot gidi za dnh cia mot vat A € Obj(A) trong
mot pham tru abel A 1a mot day khép

P=sP-2p 2P -S540
trong d6 P, la vat xa anh v6i moi n > 0. Ta goi phiic
Pi=—P -2 P %P =0
la gidi xa anh r4dt gon ciua A. Tuong tu, mot giat ndt xa cua A la mot day khép
n do dt
E=0—-A—FE —E — E —
trong d6 F,, la vat noi xa v6i moi n > 0 va giai noi xa rat gon tuong ing la
d° dt
E=0—FEy — by — Ly —

Cho T : A — C 1a mot ham tt thuan bién cong tinh gitta hai pham tr abel trong
d6 A c6 di vat xa anh, ta c6 thé xay dungham ti& dan xudt trdi ciané L,T : A — C
nhu sau. Chon mot vat A € Obj(A) va mot giai thic xa anh P cia A. Khi d6 ta dinh
nghia (L,T)A = H,(TP,). Tuong tu, néu A c6 di vat noi xa ta c6 thé dinh nghia
ham t& dan xudt trdi R"T : A — C bang cach chon mot giai thic noi xa E ctia A
va dinh nghia (R"T)A = H"(TE").
Cha y.

e Cac dinh nghia trén hoan toan khong phu thudc vao cach chon giai threc.

e Cac ham t1t dan xudt (trai hodc phéi) déu la ham ti cong tinh.

Cac ham t dan xuat déu 1a 0-ham ti.

Khi 7' 1a khép phai (tuong ting, trai) thi LeT = T (tuong tng, R'T = T).
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2 Ludc do tach dudc va bé tua nhat quan

2.1 B6 tua nhat quan

Luge do tach dude la mot phién ban khong gian Hausdorff va bé tuya nhat quan 1a mot
phién ban phdan thd vector xét trong pham tru luge do.

C6 dinh mot vanh trong hoan c6 don vi A va xét mot A-module M. Ta biét rang
M gidng nhu céch xay dung luge do affine thi ta c6 thé xay dung mot bo lién két véi
M, ki hieu M, trén A véi thé tai mot ideal nguyen t6 p C A la dia phuong hoa M,. Ta
tong két mot s6 tinh chéat ctia xay dung nay trong meénh dé sau:

Ménh dé 2.1. Cdc khing dinh sau ding:
(a) M la mot Ogpec(a)-module.

(b) Vi moi ideal nguyén t6 p C A thi thd tai p clia M chinh la dia phuong héa tai p
cua M, M, = M,.

(c) Véimoi f € A thy M(D(f)) = M.
(d) T(X,M) =M.

Toi dua ra mot dinh nghia ctia bé tira nhat ma toi sé st dung trice tiép trong toan
bo tai lieu

Dinh nghia 2.2 (B6 (tua) nhat quan). Cho (X, Ox) 1a mot luge d6. Mot Ox-module
F dugc goi la twa nhat qudn néu A c6 mot phit mé affine {U; = Spec(A;) | i € I} sao
cho ton tai cac A;,-module M, dé Fo, = ]\AJZ F duge goi 1a nhdt qudn néu M; c¢6 thé
lay 1a module hitu han sinh.

Chu y. Tinh chat (twa) nhdt qudn 1a mot tinh chat affine dia phuong. No6i cach khac
néu F la tua nhat quan thi Fy = M trong d6 U la affine va M 1a mot Spec(I'(U, F))-
module ndo d6. Diéu nay dan téi hé qua:

Dinh 1y 2.3. Ham ti M — M cho ta mot tuong duong gita pham tru A-module va
pham tru cdac bé twa nhat qudn cdc Ogpec(a)-module. N6 c6 nghich ddo la ham ti ldt
cat toan cuc F — T'(X, F). Khi A la vanh Noetherian thi day la mot tuong duong gitia
pham tri cic A-module hitu han sinh va pham tri cic bé nhat qudn Ospec(a)-module.

Ta can mot dinh 1y dé ddm bao pham trit cac bo (tya) nhat quan la du tot.

Dinh 1y 2.4. Cho X la mot luge do. Khi dé nhan, doi nhan, dnh ciia mot cau za gitia
cdc b6 tua nhat qudn la b6 tua nhat qudan. Hon nita, md rong (extension) cia hai bé tua
nhat qudn la nhat qudn. Néu X la luge do Noether thi cic khang dinh trén ding cho bé
nhat quan.



Chiing manh. Dinh Iy nay mang tinh dia phuong nén ta cé thé gia sit X la affine. Phan
dinh 1y lién quan t6i nhan, d6i nhan, anh 13 tam thudng nén ta sé chi chiing minh dinh
ly cho phan md rong cac bé tua nhat quan. Xét mot day khop

O=>F—=-G—->H—=0

Trong d6 F,H 1a hai b6 tuya nhat quan, ta can ching minh G 1a b6 tua nhat quén.
Theo dinh 1y 5.11 v& hé qua 6.2 ta c6 mot day khép cac lat cat toan cuc

0 — I'(X,F) — I'(X,G) — I'(X,H) —— 0
T

Ap dung ham t ~ vao day khép nay va luu ¢ ham tid nay 13 mot tuong duong pham
tru, noi riéng, né la ham t khép:

—~

0 > M y N y P > 0
|
0 > F > g >y H > 0

Theo 5-b6 dé thi do hai cau xa bén ngoai la ding cau nén cau xa & giita ciing 1a ding
cau. Do d6 G la tua nhat quan.

Khi F,H la nhat quan thi M, P 13 hitu han sinh nén N cfing 1a hitu han sinh, do
d6 G ciing 13 nhat quan. |

2.2 BO6 Ideal

Dinh nghia 2.5. (Nhing déng, md) Cho mot cau xa clia cac khong gian dinh vanh dia
phuong (locally ringed space) (f, f#) : (X,Ox) — (Y, Oy). Ta goi n6 la nhing déng
(tuong tng, md) (tiéng Anh, closed immersion) néu né la nhing déng (tuong tng, mad)
theo nghia topo va f# 1 toan cau (tuong tng, dang cau) véi moi z € X.

Cho J 1a mot b6 ideal cdc Ox-module (J(U) la Ox(U)-module v6i moi tap mé U).

Ki hiéu
V(J) ={x e X |J: # Ox.}

Tt gio ta chi goi tat 1a bo ideal.
Dinh 1y 2.6. Cho X la mot khong gian dinh vanh dia phuong va J la mot bo ideal.
Ki hieu j : V(J) — X la nhing chinh tdc (tiéng Anh, inclusion) khi dé V (J) la mot
tap dong cia X va (V(J),7 1 (Ox/T)) cing la mot khong gian dinh vanh dia phuong.
Hon nita ta c6 mot nhing déng (j,7%) trong dé j% la toan cau chinh tdc:

Ox — j.(j 1 (Ox/T))
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Chitng minh. Kiém tra tryc tiép.

Heé qua 2.7. Néu X = Spec(A) la mot luge do affine. Khi dé c6 mot tuong ting 1 — 1
gitia cdc ideal cia A va cdc luge do con dong ciia X. Néi riéng, moi luge do con dong
cia X ¢o dang Spec(A/I) voi I C A la mot ideal cia A.

2.3 Ludc do tach dudc

Luge do tach duge la mot phién ban khong gian Hausdorff trong hinh hoc dai s6. Li do
dinh nghia luge do tach dudge 1a do cac luge do hau hét khong bao gio Hausdorff.
Cho S 1a mot luge do va X 1a mot S-luge do, f : X — S. Khi d6 ton tai cau xa
duong chéo
AX/S X > X xg X

Dinh nghia 2.8. (Lugc do (tya) tach dugce)
(a) f dugc goi la tdch duge néu Ay g la mot nhing dong.
(b) X dugc goi la tach duwge néu X — Spec(Z) 1a tach duge.
Meénh dé 2.9. Cau za duong chéo gitta hai luge do affine la tach duge.

Chiing minh. Cau xa gitta hai luge do affine (X, Ox) — (Y, Oy) tuong ting véi dong
cau vanh Ox(X) ®oy (v) Ox(X) — Ox(X),a ® b — ab va dong cau nay hién nhién
toan cau do do6 dé thay day la nhing déng. |

Dé két thic phan nay, ta sé néu ra mot tinh chat quan trong nhat ctia luge dd tach
dugc.

B& dé 2.10. Cho X la mét luoe do tach duoe, khi dé néu (U, V) la mot cap hai tap
mdo affine ciua X thi ta co

(a) UNV la affine.
(b) Dong ciu vanh Ox(U) @z Ox(V) = Ox(UNV) la toan cau.
Néi rieng néu X la tach dugc thi giao mot s6 hitu han tap md affine trong X la affine.

Chitng minh. Gia st U = Spec(A),V = Spec(B) v6i hai Z-dai s6 A, B. Theo tinh chat
phé dung ctia tich thé thi U Xgpee(z) V = Spec(A®@p B) la mot tap mé affine clia X x g X
vado d6 néu A = Ax/z 1a nhing déng thi Ajyay : UNV = AN U xzV) = U Xspeezy V
cting 1a nhang dong do Ox (U)®z0x (V) — Ox(UNV) 1a toan cau. Lai thay U Xspec(z)V
la affine nén moi nhiing déng ctia n6 cting la affine theo hé qua 2.7. |



3 Doi dong diéu bb
Trong phan nay néu khong noéi gi thém ta luon hiéu la dang lam viéc véi bé cac nhém
abel. V6i moi khong gian topo X khi d6 ta c6 mot ham ti cac lat cat toan cuc:
I':Sh(X) — Ab
F—T(X,F)

Meénh dé 3.1. Ham ti T la ham ti khdp trdi.

Chitng minh. Ta chi can chiing minh tinh khép bén trai, phan con lai 1a tuong tu.
Xét mot day khép cac bo '

0F-L5GH—0
Xét mot phan tit s € I'(X, F) sao cho I'(j)(s) = 0. Do tinh khdp ctia cac bo la tinh
khép tai céc thé (stalk) nén ta c6 day khép

0—-F,—G, >H, >0Vzx e X

Do d6 I'(j)(s), = 0 nén ton tai lan can U, cla z sao cho sy, = 0. Theo tien dé dan
thit hai ta ¢6 s = 0.

Nhung dé thay ham tit nay khép trai nhung khong khép. Xét vi du sau:
Vi du 3.2. Lay X = C — {0}. Ki hieu Z, 0, 0* tuong tng la b6 hing tai Z, b cac
ham chinh hinh va b6 cdc ham chinh hinh khac khong trén X. Ta ¢6 mot day khép

e27r'L'f
O—>Z—>(’)fH—> 0 =0

Giasu I'(X,0) — I'(X, 0) la toan cau khi d6 ton tai mot ham chinh hinh f(z) sao cho
1/z = /(). Lay dao ham hai vé ta c6 —1/2% = 2mif'(2)(1/2) = —(1/2) = 27mif'(2).
Tu d6 ta tich phan hai vé trén duong tron don vi suy ra —1 = 0, day la diéu vo ly.

Do do6 ching ta nghi t6i viec do do khép ctia ham tit nay. N6i cach khac ta quan
tam t6i ham tit dan xuat cta I

Dinh nghia 3.3 (Ddi dong diéu bo). Cho X 1a mot khong gian topo va F 1a mot bo
tren X. Khi dé doi dong diéu bé ctia X v6i hé s trong F duge dinh nghia 1a ham
ti dan xuat cia T’

HY(X,F):=(RT)(F)

N6i ngén gon, lay E 1a mot giai thic noi xa ciia F, x6a F dé dude phic EX va ap dung
I" sau d6 1ay do6i dong dieu:

HY(X,F):= HYTE”)



Heé qua 3.4. Vi cdc gid thiét trong dinh nghia 3.3 ta c6 mot ding cau tu nhién
HY(X,F) =T(X,F)

Ta c6 thé lam nhe dinh nghia déi dong diéu bé bing cach tinh déi dong diéu thong
qua giai thic flasque.

Dinh nghia 3.5 (B6 flasque). Mot bo F trén khong gian topo X dugce goi la flasque
néu véi moi tap mé U C V thi 4nh xa ham ché I'(V, F) — T'(U, F) 1a toan cau.

B dé 3.6. Cidc khdng dinh sau ding

(a) Moi b6 noi za la flasque.

(b) Moi Ox module noi za la flasque.

(c) Tich cic bo flasque la flasque.

(d) Day zudi ciia b6 flasque la flasque.

(e) Déi dong dieu bo cé thé tich bing gidi thitc flasque.
Chitng minh. Kiém tra truc tiép.

Dinh 1y 3.7 (D6i dong diéu bo vé6i he s6 flasque). Gid s F la mot b6 flasque trén
khong gian topo X. Khi do '
H{(X,F)=0Vi>0

Chiing minh. Nhing F vao mot vat noi xa G trong Sh(X). Khi d6 ta ¢6 mot day khép:
0—-F—>G—G/F—0
Theo ménh dé ref thi # = G/F ciing 1 flasque. Lai thay cling do ref thi ta c6 mot

day khép
0->I(X,F)—=T(X,6) >T(X,H)—0

Theo dinh nghia ctia H' ta c6 H'(X,F) = 0. Lai thay do G 1a noi xa nén H(X,G) =
0 Vi > 0. Nhin vao day khép dai ctia d6i dong dieu ta co:

H'(X,F)= H ' (X,H) Vi >2

T d6 cha ¥ rang H 1a flasque nén H'(X,H) = 0 ta suy ra dpcm. |



4 Day pho Grothendieck

Day phd Grothendieck cho mot méi lien hé gitta ham tit dan xuét ciia hai ham ti va
ham tt dan xuat ctia hgp thanh ciia ching.

Dinh nghia 4.1. Cho B la mot pham trii ¢6 du vat noi xa (hodc xa &nh) va F' : B — Ab
13 mot ham tit cong tinh (F c6 thé thuan bién hogic phan bién). Mot vat B € Obj(B)
duge goi 1a F-acyclic phdi néu (R'F)B = 0 Vq > 1. Tuong tu, B dugce goi la F-
acyclic trai néu (LPF)B =0 Vp > 1.

Vi du 4.2.

(a) Khi B = Modg va F = Hompg(A,) khi d6 moi R - module noi xa E deéu la
F-acyclic phai do Ext}h(A, E) =0 Vp > 1.

(b) Khi B =Sh(X) va F = I'(X,0) khi d6 moi b6 flasque F la F-acyclic phai theo
dinh 1y 3.7.

Toi phat biéu phién ban phd bién ctia diy pho Grothendieck ma khong chiing minh.
Dinh 1y 4.3. Cho A S5 cn mot day cac pham tru abel vdi du vat ngi xa cung
vdi cdc ham tid thudn bién cong tinh. Gid s F la khdp trdai va GE la F-acylic phdi vdi
moi vat noi za E trong A. Khi dé vdi moi viat A € Obj(A) ton tai mot day pho trong
goc phan tu thi ba

EY? = (RPF)(R'G)A = RPM"(F o G)A
p

Xét mot anh xa lién tuc gitta hai khong gian topo f : X — Y va F la mot bo cac
nhém abel. Xét day
Sh(X) £ Sh(v) =% Ab

Khi d6 do I'y o f, =I'yx nén

(RPTy ) (Rif)F - = HP(Y, R1f.(F))
R*(Tyo fo)F =H"(X,F)

Hon nita theo ménh dé 3.1 thi I khép trai f

Dinh 1y 4.4 (Leray). Cho f: X — Y la mot anh za lién tuc gita cdic khong gian topo
va F la mot b6 cic nhom abel trén X. Khi do ton tai mot day pho trong géc phan tu
thi ba

EYT = HP(Y, R1f.(F)) :p> HPP (X, F)



Hoan toan tuong tu xét day

forgetful
) — pS

Sh(X pSh(X) % Ab

Trong d6 H° phu thudc vio mot phtt mé U, lvu § rang ta dang lam viéc trong pham
trit b6 nén néi chung HO(U) # I'. Ham tit dan xuat ctia HO trong trudng hop nay la
H*(U, F) - tuy nhien day 1a mot két qua kho.

Dé thay ham tif queén 1a lien hgp v6i ham t1t b6 hoa (tiéng Anh, sheafification) nén
ham ti lang quén 1a khép trai. Xét tien bo

HP(F) : Open(X) — Ab
U —s HP(U, F)

Trong d6 Open(X) 1a ho cac tap mé ctia X dugce sap xép thit ty bo phan theo quan hée
bao ham va do d6 1a mot pham tru. Ki hieu HP(U, G) 1a ddi dong dicéu Cech ciia phtt
mé U 14y hé s6 trong tién bé G. Két hop ciing ménh dé 5.8 ta cé:

Dinh 1y 4.5. Vdi cdc gid thiét trén, ton tai mot dday pho

EY = HP(U, HI(F)) = H'M="(X, F)
p

Néu F triét tieu trén tat ci cac giao hitu han ctia mot phit mé (ta thuong goi day
la phu Leray

H"(Uigiy .1, FlU =0

ioilu.ip)
khi d6 day phd Cech-déi dong diéu suy bién va ta c6 dinh 1y Leray:
Dinh 1y 4.6 (Leray). Gid st U la mot phi Leray doi véi F khi dé ton tai mot ding

cau

HP(U,F) = H? (X, F)

Chu y. Véi nhitng ai muén tranh mot chiing minh sit dung day phd thi c6 thé tham
khao Macdonald, lan G. Algebraic geometry. Introduction to schemes, p.77 hoac Taylor,
Joseph L. Several complex variables with connections to algebraic geometry and Lie
groups, p.177 hoac tai day hoac day.

Hé qua 4.7. Néu X la mot luge do tach duge va F la mot b6 twa nhat qudn trén X.
Goild ={U; | i € I} la mot phi md affine cia X. Khi do

HP(C(U,F)) = H'(X,F) Vp>0
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5 BDoi dong diéu Cech
C6 dinh mot khong gian topo X va mot phtt mé U = {U;},; cia X. Ki hieu Ui, =

?:0 Uij. V6i moi b6 F xét tdp cac p - déi xich

Cpa/{,f) = H f(Uioil...ip)

Ta sé dinh nghia cac vi phan

& : C*(U, F) — CPHH (U, F)
p+1

fr— Z(_1)k(fi0“.{k...ip+1)‘Uiomip+1
k=0

Dé thay (C'(U, F),d) 1a mot phic va ta ki hieu déi dong diéu ctia phitc nay 1a H(C(U, F)).
Vi du 5.1. Dé kiém tra

C'U, F) = [Lies F(U3)

C'U, F) =11 jer F(Uy)

([ Lier fi) = 1 jer (D, — (f)uy,)
He qua ta c6 H(CU, F)) = T(X, F).

Dinh nghia 5.2. Néu I 1a mot tap chi s6 sap thit tu toan phan thi ta dinh nghia p -
doi xich thi tu 1a
C(Z))rd(u"r) = H f<Uioil...ip)

10<...<ip
Véi céc vi phan d? dinh nghia nhu trude thi (C'(U, F),d) van la mot phiic.

Xét cau za:

c:CogU, F) — CU,F)

xac dinh bdi

0 néu i, = i,,v6i m,n nao doé
. 7
C(S)ioil...ip

SGN(0)Si, g iy DU ig(0) < -lg(p)
Khi I 1a mot tap sap thit ty toan phan thi 4nh ciia ¢ dude goi 1a cac ddi xich thay phién
Ime := Cop (U, F)
Bo dé 5.3. Cau za nhing i : Im(c) — C(U,F) cdm sinh mot ding ciu

H*(Cau(U, F)) = H*(CU, F))
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Ching minh. Tham khéo tai Stack Project.

Hé qua 5.4. Khi I la mot tap sdp thi tu toan phan thi ta cé:
H*(Cora(U, F)) = H*(CU, F))

Heé qua 5.5. Khi I la mot tap sap thi tu toan phan va |I| < oo thi

HP(CU,F))=0Vp>n

Vi du 5.6. Cho A 1a mot vanh giao hoan ¢6 don vi va X = ProjA[z,y] = PL. Khi d6
X ¢6 mot phtt mé
U={Dy(z),Di(y)} = {Uo, U1}

Ta co:
Co.4U, Ox) = O(Uy) x Ox(Uy)
C5aU, Ox) = O(Uy N 1)

dO(anfl) = ((fl)Um - (f2)U01>

Cu thé hon ta c6

Ox(Up) = Aly/x]
Ox(U1) = Alz/y]
Ox(UonUy) = Alz/y,y/z]
Va vi phan
Aly/z] x Alz/y] — Aly/z,x/y]
(f(y/x),9(z/y)) — g(z/y) — f(y/x)
Do dé

HY(CWU,F)) = Aly/z] N Alz/y] = A
H(CU,F)=0Vi>1
Ta ¢6 tiép can ddi dong dicu Cech & phién ban dang bé, & cach tiép can nay ta sé
¢6 thit goi 1a gidi thite Cech. Trong mot s6 trudng hop, giai thic nay c6 thé ding lam
giai thic dé tinh d6i dong dicu.
V6i moi p > 0 va mot phtt mé U xét:

cgp(u’./r) = H Z*(ﬂUzozn)

10<...<ln
trong d6 i 14 nhing chinh tic (inclusion) va i, la day xuoi (pushforward). Ta dinh nghia

cac vi phan dP : € — €P*! nhu & cong thic trudc.
Tt dinh nghia ta c6 I'(X, €?(U, F)) = C?(U, F). Quan trong hon la dinh 1y sau:
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Dinh ly 5.7. Ton tai mot cau za € : F — €°(U, F) sao cho ta c6 mot day khop:
0= FSEU,F)—=ECU,F)— ..

Hon ntta khi F 1a b6 flasque thi €7(U, F) cung la bo flasque vi né 1a tich céc bo
flasque (day xudi ctia bé flasque 1a flasque theo 6.1). Do dé két hop véi dinh 1y 3.7 ta
c6 ménh dé sau:

Meénh dé 5.8. Néu F la mot bo flasque thi HP(C(U,F)) =0Vp > 1. Néi rieng khi F
la mot b6 noi za thi HP(C(U,F)) =0 Vp > 1.

Ta méi chi dinh nghia déi dong diéu Cech cho mot phit mé va déi dong dicu nay
phu thudc viao cach chon phtt mé. Dé dinh nghia déi dong diéu Cech cho khong gian
ban dau ta phai lay gi6i han theo mot cach hgp li. Nhung trude tién ta dua ra mot
phan vi du cho déi dong diéu Cech phu thudc phit mé:

Vi du 5.9. Xét duong tron X = S', ta chon hai diém A, B d6i nhau qua tam ctia X va
xét phtt mé U = {S' — A, S* — B}. Ki hiéu Z la b6 hing. Ta thay (S' — A) N (S* — B)
14 hop ctia hai duong thang. Ta cé:

CO=T(U,Z)xT(V,Z)=Z x Z
C'=T(UNV,2)=ZxT

Nhu vay H'(U,Z) = 7. Nhung xét phit V = {X} thi ta thady H*(V,Z) = 0.

Dinh nghia 5.10. Cho hai phi mé U,V cia X. Tanéi V la min hon U, ki hieud <V
néu véi moi U € U ton tai V € Vsao cho V C U. Tir d6 ta co tpé dinh nghia mot quan
he thi tw HP(U, F) < HP(V, F) néu U <V va doi dong diéu Cech

HP(X,F):=lim H?(U,F)
—

trong d6 gidi han lay theo tat cd cac phit mé va quan hé min.

Dé thay H°(X, F) = I'(X, F), n6i cach khac déi dong diéu Cech va d6i dong diéu b
14 dang cau tai bac 0; tham chi hai d6i dong diéu nay vAn dang cau & bac 1 (Tennison,
Sheaf theory, p.147). Tuy nhién, chiing c6 thé khong dédng cau 6 cac bac cao hon.

Dinh 1y 5.11 (Serre). Néu 0 — F — G — H — 0 la mot day khdp cdc bé trén X th
ton tai mot day khdp vdi sau hang ti

0— H%X,F) - H(X,G) — H(X,H)
— HY(X,F) = H(X,G) — H' (X, H)

Chitng minh. Serre, FAC, p.217.

13



Chu y. Khi X la khong gian paracompact thi day khép trén c6 thé mé rong thanh day
khép dai véi bac tuy ¥ nhung day 1a két qua khong tam thuong nén ta bdé qua ching
minh. Tuy nhién n6é ¢6 mot hé qua quan trong:

Dinh 1y 5.12 (Serre). Néu X la khong gian paracompact thi déi dong dieu Cech ding
cau vdi doi dong diéu bo

HP(X,F)= HY(X,F) ¥p >0
Chitng minh. Serre, FAC, p.218.

Tiép theo ta t6i mot sd két qua két nodi doi dong diéu bo, doéi dong dicu ki di va déi
dong dieu de Rham:

Dinh ly 5.13. Cho X la mot khong gian topo va A la mot nhom abel. Ki hiéu Ax la
b6 hing vdi cic thdé ding cau vdi A. Khi do:

HP(X,Ax) = HP(X,A)Vp>0
trong doé bén phdi la doi dong dieu ki di.
Ching minh. Xem chiing minh tai day.
Tu dinh 1y trén va dinh 1y de Rham ta c6:
Dinh 1y 5.14. Cho X la mot da tap tron, khi dé ton tai mot ding cau:

HY.(X) = HP(X,Rx) = HP(X,R)

6 Do6i dong dieu cua luge do

B6 dé 6.1. Cho X = Spec(A) la mot luge do affine va F la mot b6 tua nhat qudn cdc
Ox-module. Khi do vdi mot ho hiu han cac tap md chinh phiu X

U={U;|iel,U;=D(g) 9 € A}

thi ta co )
HY(U,F)=0Vp>1

Chitng minh. Do F 1a b6 tua nhat quan cac Ox-module trén luge do affine nén néu ki
hieu M = I'(X, F) thi F = M. Xét f € CP(U, F) Nkerd, dé chiing minh khang dinh
ta can chi ra f' € CP~Y(U,F) sao cho df’ = f. Luu § do tap chi s6 I 1a hitu han va
ﬂf:o D(g;) = D(Hfzo ;) nén v6i moi i, iy, - - i, € I tOn tai @y, ;, € M var € N sao
cho e

1081...9p
Fiis-iy (GioGir--9i,)"
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Léy 1 € I thi theo glé thlét fiioil...ip = 0 nén

p r
Ligiq.. zp k+1 gikxiio.“ik...ip .
e DI N |
GioYir--Giy)" k—0 9i\Yio---Gip U
iiQiy...ip
Do d6 ton tai [ > 1 sao cho
r l.r ~
gﬁlxzoz‘l“.z’p _ i<_1)kgigik‘riio...ik...ip
(9i0902--9:,)" = 9i (Gio---9ip)"

)
Do
<\
—
i
=
o

X =|JD(g:) = D(g}") ¥n; e N

i€l i€l

nén ton tai {h; | i € I} C A sao cho 1 =3, higi . Xét f € CP~Y(U, F) xac dinh nhu

sau T
f, 20.--1p hz z& eF Uz p—
(fio.wipr = ; (Gt T (Uio...ip1)

V6i moi 0 < k < p ta co:

(), o Z gzgzkxllo Ap—1
’LQ Zk K 1 2011 7,p
. il (9io G -- glp)

Do doé ta ¢6

p

(df/>z'0i1~~ip = Z(—l)k(fl/ozklp) | Uioil...ip
k=0
= Z hzgz +lfzozl Jp

iel
= fioir..ip
Do d6 f’ 1a phan tit can tim va ta c6 dpem. |
Két hop bo dé 5.8 va dinh 1 4.7 ta c6 mot hé qua rat dep

Hé qua 6.2. Cho X la mot luioe do affine. Khi dé néu F la mot bé tua nhat qudan trén
X th
HY (X, F)=0Vp>1

Dinh 1y ddo ctia hé qua 6.2 ciing ding, va n6 goi la tieu chuan Serre vé tinh affine
ctia luge do; day ciing 1a muc dich chinh khi toi viét tai lieu nay. Nhung trude tién
chiing ta can hai b6 dé ki thuat

B6 dé 6.3. Néu X la mot luge do quasi-compact thi X ¢6 it nhat mot diém dong.
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Chaing minh. Do X la quasi-compact nén X dugc phit b6i mot s6 httu han méanh affine
X = UL, U;. Lay 29 € X bat ki, gid st 29 € Uy. Khi d6 {xo} N U; chia it nhat
mot diem déng cta U, goi mot diém nhu vay 1a z;. Néu x; khong la diem dong
trong X thi n6 khong dong trong it nhat mot U;,i # 1. Khong gidm tong quét gia st
i =2 v xy € {21} N Uy & mot diém déng trong Us. Luu ¥ ring x5 ¢ U Vi trai lai
zo € {1} NULNUy = {x1} = 21 = 29 = x9 dong trong U, (vo ly). Lap lai lap luan
nay ta tim duge mot diém w,1 ¢ Uy UU,U...UU, = X (vo1y). Do d6 ta c6 dpcm. W

Dinh ly 6.4 (Tieu chuan Serre). Cho X la mot lugc do quasi-compact. Khi dé cdc
khing dinh sau tuong duong

(i) X la affine.
(ii) Vi moi b6 tua nhat quan F trén X thy HP(X, F) =0 Vp > 1.
(iii) Vi moi ideal tua nhat quin T trén X thi HY(X,Z) = 0.

Chatng minh. D& thay (i) = (#) = la hién nhién. Do vay ta chi can chitng minh
(i4) = (3).

Dat A = I'(X, F). Ta can chiing minh cau xa luge do chinh tdc X — Spec(T'(X, Ox))
(x4c dinh béi anh xa dong nhat id : ['(X, Ox) — I['(X,Ox)) la dang cau.

Do X la quasi-compact nén X chita it nhat mot diem déng. Goi diém déng nay la
{z} va goi M la bé ideal cac Ox-module 1a b6 cau tric duy nhat trén {z} lam cho
tap dong nay 1a mot luge do con dong rut gon cia (X, Ox). Goi U la mot lan can mé
affine clia z va xét bo ideal J thda man

V(J)=X-U

Khi do ta c¢6 day khép
0-MT —>T—->T/MJT =0

Dé thay
(TIMT), = {;9“/ me=k(z) nfuy=c
neu y # x
Do d6 J /MJT 1abo choc troi (tiéng Anh, skyscraper) tai z. Theo gia thiét H'(X, MJ) =
0 nén st dung day khép dai ta thay J(X) — k(z) = (J/MT)(X) — 0. Do d6 ton
tai f € J(X) sao cho f, ¢ m,. N6i cach khac x € Xy C U. Ta thay X; = D(fjy), néi
rieng Xy la affine.

Ta thay W = UX; ma X, la affine 1a tap mé do Xy 1a md. Hon nita W chita moi
diém déng ctia X nén néu X # W thi X # W C X la tap déng nén quasi-compact vi
do d6 chita mot diém déng bén ngoai W ctia X, diéu nay 1a vo 1i nén X = UX;. Nhung
X 1a quasi-compact nén phti nay c6 thé lay hitu han X = U X;,.

Tiép theo ta sé chiing minh (fy, fo, ..., fn) = A. Xét mot day khép

0 F oyl g
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Trong d6 dong cau xac dinh béi fi, fa, ..., f,, 1 toan cau do X, phu X.
Xét mot loc cua F:

0OCFNOxC..CFNOYy =F

Dat F; = FNO% khi d6 F;/F;_; 1a mot ideal tya nhat quan nen H*(X, F;/F;_1) =0
va ta ¢c6 mot day khdp
0—Fq1—F —F/Fioi—0

Nén c¢6 sinh ra mot day khdp
HY X, Fi_1) = H (X, F) = H' (X, F;i/Fi_1)(= 0)

Do d6 biang quy nap ta thay H*(X,F) = 0 hay ['(X,0%") — I'(X, Ox) 1a toan céu,
day la dpcm. |

Vi du 6.5 (Mat phang bé di diem gbc). Xét X = A2 = Spec(k[z,y]) trong d6 k 1a
mot truong. Biang phép dan thong thuong ta thay X — {(0,0)} = U khong la affine do
['(U,Ox) = k. Nhung bing tiéu chuan Serre ta c6 thé kiém tra diéu nay bang cach tinh
nhém déi dong diéu ctia n6. Xét mot phtt mé affine

U = D(x) U D(y)

Trong do
D(z) = Spec(klz,y,1/z])
Spec(k[z,y,1/y])

Do dé phiic Cech la
Kz, v, 1/a) @ klz,y, 1/y) Y22 Ry, 12, 1) — 0

Do dé
H'(U,O0x) = k[z,y,1/x,1/y]/Tm(d)

Nhung Im(d) = k[z, y] nén
H'(U,Ox) = Span(a'y’ | i,j < 0)

Do d6 theo tieéu chuan Serre thi U khong 13 affine.

7 Dinh ly Chevalley

Dinh 1y 7.1. Cho X la mot luoc do va J la mot ideal tua nhat qudn va liy linh, tic
ladn >1:J"=0. Goi X la lige do con déng xdc dinh bdi J sao cho | X| = |Xo|.
Khi do X la affine khi va chi khi Xy la affine.
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Chiing minh. Néu X 1a affine thi moi luge do con déng ctia né 1a affine (hé qua 2.7) do
d6 ta chi can ching minh néu X, 1a affine thi X 1a affine.

Dat Vi, = V(J**1) khi d6 ta c6 X,,_; = X vd X;_; 1a luge do con déng ciia X, xac
dinh béi mot luge do con déng cé binh phuong triét tieu. Do d6 khong giam tong quét
§ gia thiét ctia dinh 1y ta gid st n = 2. Goi 7 : Xy — X 1a nhing déng. Do X, 1a affine
nén Xy la quasi-compact va tach duge nén X cing la quasi-compact va tach duge (hai
tinh chat nay chi phu thuoc vao khong gian topo nén). Goi F 1a mot bo tya nhat quan
cac Ox-module ta sé chiing minh H'(X, F) = 0 va két luan diéu can chiing minh bing
tieu chuan Serre. Xét day khép

0=-JF—=+F—=F/ITF—=0
n6 cam sinh mot day khdp
HYX,JF)— HX,F) = H(X,F/JF)

Ta lai thdy F/JF la mot bo tua nhat quan cic Ox,-module (Ox, = Ox/F). Hon
ntta i*(F/JF) = JF/J*F = JF nén ta c6 thé coi JF la mot b6 tua nhat quan cac
Ox,-module. Nhu vay

HY(X,JF)=H"X,F|TF)=H' (X0, TF) = H' (X0, F/TF) =0
Diéu nay suy ra H'(X, F) = 0 va ta ¢6 dpcm. [ |

Khi J la cin nguyeén t6 (tiéng Anh, nilradical), J C Ox va X 1a Noether thi ta c6
hé qua sau

Hé qua 7.2. Cho X la mot luge do Noether, khi dé X la affine khi va chi khi X,eq la
affine.

Dinh 1y 7.3. (Chevalley) Cho Y la mot luge do Noether va f : X — Y la mot toan
cau hitu han (tiéng Anh, finite surjective morphism) ciia cdc hige do. Khi dé'Y la affine
khi va chi khi X la affine.

Chiing minh. Omitted. [ |

8 Dinh ly tai dung Gabriel-Rosenberg

Trong khi tim hiéu vé chiitng minh tiéu chuan Serre minh v6 tinh tim thay mot bai viét
lien quan trén blog ctia tac gida Amathew. Minh chua c6 thoi gian kiém ching viéc nay
tuy nhién c6 mot comment vé dinh 1y Gabriel-Rosenberg vé bai béo ciia hai téc gia
cung tén:

Dinh 1y 8.1 (Gabriel-Rosenberg). Cho X,Y la hai lude do tua compact va tua tach
dugc. Néu hai pham tri QSh(X), QSh(Y) ciia cdc b6 tuwa nhat qudn trén X,Y la ding
cau tht X va'Y la ding cu.
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Y tudng clia hai tac gid nay 1a xay dung phd clia mot pham tru abel ma trong
truong hop du tot suy bién vé phd ctia vanh (titc luge do affine). Dinh 1y nay dong vai
tro 1a diém xuat phat clia hinh hoc dai s6 khong giao giao (noncommutative algebraic
geometry).
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