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Pham tru tensor abel cing

Dinh nghia 1.1

Mot pham tru tensor cong tinh (tuong tng, abel) 14 mot pham tru tensor (C, ®) sao
cho C la mot pham tru cong tinh (tuong tng, abel) va ® 1a mot ham ti song cong
tinh; noéi cach khac, ® 1a cong tinh theo ting bién.
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Pham tru tensor abel cing

Dinh nghia 1.1

Mot pham tru tensor cong tinh (tuong tng, abel) 14 mot pham tru tensor (C, ®) sao
cho C la mot pham tru cong tinh (tuong tng, abel) va ® 1a mot ham ti song cong
tinh; noéi cach khac, ® 1a cong tinh theo ting bién.

Néu C 1a mot pham tru cong tinh va (1, e) la mot vat don vi, khi d6 R = End(1) la
mot vanh giao hoan tac dong lén timg vat Hom(X,Y) theo biéu do

10X 2% 10Y

-1 —1
] =

X —,

trong d6 X,Y € Obj(C), f € R,g € Hom(X,Y).
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Pham tru tensor abel cing

Dinh nghia 1.1

Mot pham tru tensor cong tinh (tuong tng, abel) 1a mot pham tru tensor (C, ®) sao
cho C la mot pham tru cong tinh (tuong tng, abel) va ® 1a mot ham ti song cong
tinh; noéi cach khac, ® 1a cong tinh theo ting bién.

Néu C 1a mot pham tru cong tinh va (1, e) la mot vat don vi, khi d6 R = End(1) la
mot vanh giao hoan tac dong lén timg vat Hom(X,Y) theo biéu do

10X 2% 10Y

-1 —1
] =

X —,

trong d6 X,Y € Obj(C), f € R,g € Hom(X,Y).

Dinh nghia 1.2

Mot pham trti C ma méi tap hom déu c6 cau tric clia mot R-module, o 1a R-tuyén
tinh dudc goi 1a mot pham tru R-tuyén tinh.
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Tensor 1a ham ti khép

Cho (C,®) la mot pham tri tensor cing. Néu C la abel thy ® la tik song cong tinh va
né giao hodn vdi doi gidi han va gidi han theo tiung bién; noi riéng, no la khdp theo
tung bién.
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Tensor 1a ham ti khép

Cho (C,®) la mot pham tri tensor cing. Néu C la abel thy ® la tik song cong tinh va
né giao hodn vdi doi gidi han va gidi han theo tiung bién; noi riéng, no la khdp theo
tung bién.

Chtng minh.

Ham t® X ~~ X ® Y ¢6 lién hgp phai 1a ham tit Z — Hom(Y, Z) va do d6 né giao
hoan vé6i dbi gi6i han va cong tinh. Tuong tu, bang cach xét pham tru déi C°P? ta suy
ra n6 giao hoan vé6i gidi han (tham chi Z ~ Hom(Y, Z) cing la lién hgp trai cta

X ~» X®Y luon).
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Tensor 1a ham ti khép

Cho (C,®) la mot pham tri tensor cing. Néu C la abel thy ® la tik song cong tinh va
né giao hodn vdi doi gidi han va gidi han theo tiung bién; noi riéng, no la khdp theo
tung bién.

Chtng minh.

Ham t® X ~~ X ® Y ¢6 lién hgp phai 1a ham tit Z — Hom(Y, Z) va do d6 né giao
hoan vé6i dbi gi6i han va cong tinh. Tuong tu, bang cach xét pham tru déi C°P? ta suy
ra n6 giao hoan vé6i gidi han (tham chi Z ~ Hom(Y, Z) cing la lién hgp trai cta

X ~ X ®Y luon). Cudi cung ta biét rang trong mot pham tri abel mot ham t cong
tinh giao hoan véi ci gi6i han va doi gidi han thi sé khép. L]

v
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Diéu kien dé 1 1a vat don

Cho (C,®) la mot pham tru tensor abel cing. Néu U la mot vat con cia 1 thl
1=U®U", trong d6 U+ = Ker(1 — UY). Hé qud la 1 la vat don (khong cé vat con
khong tam thuong) khi va chi khi End(1) la mot truong.
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Diéu kien dé 1 1a vat don

Cho (C,®) la mot pham tru tensor abel cing. Néu U la mot vat con cia 1 thi
1=U®U", trong d6 U+ = Ker(1 — UY). Hé qud la 1 la vat don (khong cé vat con
khong tam thuong) khi va chi khi End(1) la mot truong.

Chitng minh.
Dat V = Coker(U — 1). Tensor day khép

0O0—-U—1—-V =0
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Diéu kien dé 1 1a vat don

Cho (C,®) la mot pham tru tensor abel cing. Néu U la mot vat con cia 1 thl
1=U®U", trong d6 U+ = Ker(1 — UY). Hé qud la 1 la vat don (khong cé vat con
khong tam thuong) khi va chi khi End(1) la mot truong.

Chitng minh.
Dat V = Coker(U — 1). Tensor day khép

0O0—-U—1—-V =0

v6i U < 1 cho ta mot bieu do giao hoan

U - > 1 »
] |
UQU — s U —3VeU,
trong doé tinh don-toan clia cic cau xa téi t viec tensor 14 ham t& khép. ]
4
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Diéu kien dé 1 1a vat don

Chitng minh.

Tu hinh vudng

ta cing suy ra V ® U = 0.
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Diéu kien dé 1 1a vat don

Chitng minh.

Tu hinh vudng

1 —»

A
/\(
b
e
s
e
'
'

U—sVeU.

—

ta cing suy ra V ® U = 0. Bay gi¢ v6i méi vat T ta c6

TOU=0« ciuxaT®U — T lakhong < cduxaT — U’ ® T la khong.
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Diéu kien dé 1 1a vat don

Chitng minh.

Tu hinh vudng

1 —»

"]

U—>»VeU.
ta cing suy ra V ® U = 0. Bay gi¢ v6i méi vat T ta c6
TOU=0« ciuxaT®U — T lakhong < cduxaT — U’ ® T la khong.

Do d6 v6i mdi vat X thi vat con T 16n nhat ciia X mad T ® U = 0 14 vat con 16n nhat
ma T — UY ® X la cau xa khong; do dé

T=Ker(X -U"@X)2U"®X.
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Diéu kien dé 1 1a vat don

Chitng minh.

Tu hinh vudng
1 —

"]

U—>»VeU.
ta cing suy ra V ® U = 0. Bay gi¢ v6i méi vat T ta c6
TOU=0« ciuxaT®U — T lakhong < cduxaT — U’ ® T la khong.

Do d6 v6i mdi vat X thi vat con T 16n nhat ciia X mad T ® U = 0 14 vat con 16n nhat
ma T — UY ® X la cau xa khong; do dé

T=Ker(X -U"@X)2U"®X.

Apdungkhi X =V va VU =0tathly V=U-QV. O
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Diéu kien dé 1 1a vat don

Chitng minh.
Tw hinh vudéng
U——1
UxU — U

ta thiy U ® U = U xem nhu vat con cia 1 ® 1 = 1, do d6 ta ap dung khi X = U ta
suy ra T = Ker(U — UY ® X).

Pham Khoa Bing Pham tru tensor abel Ngay 23 thang 8 nam 2021 7 /37



Diéu kien dé 1 1a vat don

Chitng minh.

Tw hinh vudéng
U——1

]

UU —— U

ta thiy U ® U = U xem nhu vat con cia 1 ® 1 = 1, do d6 ta ap dung khi X = U ta
suy ra T = Ker(U — UY ® X). Tu day ta thiy T ® U = 0, hay

0=TU=UUU=U"aU.
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Diéu kien dé 1 1a vat don

Chitng minh.

Tw hinh vudéng
U——1

]

UU —— U

ta thiy U ® U = U xem nhu vat con cia 1 ® 1 = 1, do d6 ta ap dung khi X = U ta
suy ra T = Ker(U — UY ® X). Tu day ta thiy T ® U = 0, hay

0=TU=UUU=U"aU.

Twu day khép
00U »U"®1-U"®V =0
tasuyraUT 2V vadodé1=U+aU. []
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Diéu kien dé 1 1a vat don

Cho C,C’ la hai pham tru tensor abel ciing va gid s rang 1,1" lan lwot la hai vat don
vi cia C,C" sao cho End(1) la mot truong va 1" # 0. Khi dé moi ham ti tensor khdp
F:C— (' la trung thanh.
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Diéu kien dé 1 1a vat don

Cho C,C’ la hai pham tru tensor abel ciing va gid s rang 1,1" lan lwot la hai vat don
vi cia C,C" sao cho End(1) la mot truong va 1" # 0. Khi dé moi ham ti tensor khdp
F:C— (' la trung thanh.

Véi cdac gid thiét nhu trén thi véi moéi vat X € Obj(C) thi X # 0 khi va chi khi
ev: XY ®X — 1 la toan cau.
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Diéu kien dé 1 1a vat don

Cho C,C’ la hai pham tru tensor abel ciing va gid s rang 1,1" lan lwot la hai vat don
vi cia C,C" sao cho End(1) la mot truong va 1" # 0. Khi dé moi ham ti tensor khdp
F:C — C' la trung thanh.

Véi cdac gid thiét nhu trén thi véi moéi vat X € Obj(C) thi X # 0 khi va chi khi
ev: XY ®X — 1 la toan cau.

Chitng minh.

Gia st ngugc lai rang ev khong phai toan cau, khi d6 ton tai mot vat Z € Obj(C) va
hai cau xa phan biét a, 8 : 1 — Z sao cho aoev = Soev. Do dé ev tach qua mot don
cau Ker(a — 8) < 1. Tuy nhién do End(1) 1a mot truong nén 1 1a mot vat don, tu
day hoac Ker(a — 8) =2 0 hodc Ker(a — 8) = 1. Tuy nhién néu Ker(a — 8) = 1 thi

o — 8 1a cau xa khong, diéu nay khong xay ra do ta gid sit o # 3. Néu

Ker(a — 3) = 0 thi ev 1a toan cau. O

Pham Khoa Bang Pham tru tensor abel Ngay 23 thang 8 nam 2021 8 /37



Ham t1& tensor khép la trung thanh

Chitng minh.

Déng cau
Hom(X" ® X,1) =2 Hom(X ", X")

gii ev dén idxv va do d6é idxv = 0, hay X = 0. T tinh phan xa ta c6
X = (XY)Y =0. Mot ham t tensor F' sé bao toan diéu kién

X404 XY ®X — 1 1 toan ciu.

No6i cach khac, F' la trung thanh. []
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Mot tieu chuan dé pham tru la tensor ciing

Dinh 1i 1.7

‘Cho C' la mot pham tru abel k-tuyén tinh, trong dé k la mot truong, va gos
®:C x C = C la mot ham t& song k-tuyén tinh. Gid st ton tai mot ham t& k tuyén
tinh, trung thanh, khdp F : C — Vecty, mot dang ciu tu nhién

dxyvz: XY RZ) = (XQY)R® Z,

va mot ding cau
¢X,y T XRXY Y X
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Mot tieu chuan dé pham tru la tensor ciing

Dinh 1i 1.7

‘Cho C' la mot pham tru abel k-tuyén tinh, trong dé k la mot truong, va gos
®:C x C = C la mot ham t& song k-tuyén tinh. Gid st ton tai mot ham t& k tuyén
tinh, trung thanh, khdp F : C — Vecty, mot dang ciu tu nhién

dxyvz: XY RZ) = (XQY)R® Z,

va mot ding cau
Uxy  XQY =Y X
théa man cdc diéu kién sau:
e Fo=®o(F xF);
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Mot tieu chuan dé pham tru la tensor ciing

Dinh 1i 1.7

‘Cho C' la mot pham tru abel k-tuyén tinh, trong dé k la mot truong, va gos
®:C x C = C la mot ham t& song k-tuyén tinh. Gid st ton tai mot ham t& k tuyén
tinh, trung thanh, khdp F : C — Vecty, mot dang ciu tu nhién

dxyvz XY ®Z) = (XQY)R® Z,
va mot dang cdu
Vxy  XQ®Y >Y®X
théa man cdc diéu kién sau:
e Fo=®o(F xF);
o F(opx.y.z) la dang cau két hgp thong thuong;
o F(¢xy) la ding ciu giao hodn thong thuong;
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Mot tieu chuan dé pham tru la tensor ciing

Dinh 1i 1.7

‘Cho C' la mot pham tru abel k-tuyén tinh, trong dé k la mot truong, va gos
®:C x C = C la mot ham t& song k-tuyén tinh. Gid st ton tai mot ham t& k tuyén
tinh, trung thanh, khdp F : C — Vecty, mot dang ciu tu nhién

dxyvz: XY RZ) = (XQY)R® Z,

va mot dang cdu
Vxy  XQ®Y >Y®X
théa man cdc diéu kién sau:
Fo® =Qo0o (F x F);
F(¢xy.z) la ding ciu két hop thong thuong;

F(yx.y) la dang cau giao hodn thong thuong;

ton tai mot vat don vi 1 trong C va k — End(1) la mot dang cau, va
dimkF(l) — 1,‘
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Mot tieu chuan dé pham tru la tensor ciing

Dinh 1i 1.7

‘Cho C' la mot pham tru abel k-tuyén tinh, trong dé k la mot truong, va gos
®:C x C = C la mot ham t& song k-tuyén tinh. Gid st ton tai mot ham t& k tuyén
tinh, trung thanh, khdp F : C — Vecty, mot dang ciu tu nhién

dxyvz: XY RZ) = (XQY)R® Z,

va mot dang cdu
Vxy  XQ®Y >Y®X
théa man cdc diéu kién sau:
Fo® =Qo0o (F x F);
F(¢xy.z) la ding ciu két hop thong thuong;

F(yx.y) la dang cau giao hodn thong thuong;

ton tai mot vat don vi 1 trong C va k — End(1) la mot dang cau, va
dimkF(l) — 1,‘

néu F(L) c6 chiéu 1 thi ton tai mot vat L™ ma L® L™' = 1.
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Mot tieu chuan dé pham tru la tensor ciing

Dinh 1i 1.7

‘Cho C' la mot pham tru abel k-tuyén tinh, trong dé k la mot truong, va gos
®:C x C = C la mot ham t& song k-tuyén tinh. Gid st ton tai mot ham t& k tuyén
tinh, trung thanh, khdp F : C — Vecty, mot dang ciu tu nhién

dxyvz: XY RZ) = (XQY)R® Z,

va mot dang cdu
Vxy  XQ®Y >Y®X
théa man cdc diéu kién sau:
Fo® =Qo0o (F x F);
F(¢xy.z) la ding ciu két hop thong thuong;

F(yx.y) la dang cau giao hodn thong thuong;

ton tai mot vat don vi 1 trong C va k — End(1) la mot dang cau, va
dimkF(l) — 1,‘

o néu F(L) cé chiéu 1 thi ton tai mot vat L™ ma L® L™' = 1.
Khi do (C,®, ¢,1) la mot pham tria tensor abel cing.
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Vat kha do6i ngau

Dinh nghia 2.1

Cho C 1a mot pham tru tensor, mot vat X € Obj(C) dudc goi 1a khd doi ngau néu
ton tai mot vat X* € Obj(C) va hai cau xa

coev:1 3 XX, ev: X" ®@X =1
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Vat kha do6i ngau

Dinh nghia 2.1

Cho C 1a mot pham tru tensor, mot vat X € Obj(C) dudc goi 1a khd doi ngau néu
ton tai mot vat X* € Obj(C) va hai cau xa

coev:1 3 XX, ev: X" ®@X =1

sao cho cac hgp thanh

coev®1dX

X

% ldX* Xcoev

X®X ®X1dx®ev X,

X X' X @ X* 8dxr xx

déu 1a cac cau xa dong nhat. Néu X 1a kha ddi ngau thi mot vat X* nhu vay sé goi
13 vat doi ngdu cia X.
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Vat kha do6i ngau

Dinh nghia 2.1

Cho C 1a mot pham tru tensor, mot vat X € Obj(C) dudc goi 1a khd doi ngau néu
ton tai mot vat X* € Obj(C) va hai cau xa

coev:1 3 XX, ev: X" ®@X =1

sao cho cac hgp thanh

coev®1dX

X

% ldX* Xcoev

X®X ®X1dx®ev X,

X X' X @ X* 8dxr xx

déu 1a cac cau xa dong nhat. Néu X 1a kha ddi ngau thi mot vat X* nhu vay sé goi
13 vat doi ngdu cia X.

Nhan xét. Néu X* 1a vat dbéi ngau ctia X thi X 1a vat déi ngdu ctia X*; néi cach
khac, X la phdn za.
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Vi du vé d6i ngau cta khong gian vector

Vidu 2.2

Cho k 1a mot truong va V' 13 mot khong gian vector hitu han chiéu trén k£ v6i mot co
s6 1& vy, ..., vn, khi d6 déi dinh giad ducc dinh nghia béi

coev:k—>VeVY
1|—>Zvi®v;/,
i=1

trong d6 vy, ..., v,, 1a cd s6 dbi ngdu cla vy, ..., v,. Ta c6 thé kiem tra rang dinh nghia
nay khong phu thudc vao cach chon co s8. D6i dinh gia trén cling dinh nghia t6t khi
k 1la mot vanh giao hoan, V' la moét k-module tu do.
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D6i ngau ctia module xa anh

Vidu 2.3

Néu C = Modg v6i R 1a mot vanh giao hoan va P 14 mot module xa 4nh hitu han
sinh thi P 1a kha d6i ngau.
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D6i ngau ctia module xa anh

Vidu 2.3
Néu C = Modg v6i R 1a mot vanh giao hoan va P 14 mot module xa 4nh hitu han
sinh thi P 1a kha d6i ngau.
That vay, ton tai mot toan cau z : R” — P va mot cadu xa o : P — R” sao cho
xa = id (ché).

z:R" - P < Jdspan(z,...,2,) = P

a:P—+R"< ai,...,a, € Hom(P,R) = P".
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D6i ngau ctia module xa anh

Vidu 2.3

Néu C = Modg v6i R 1a mot vanh giao hoan va P 14 mot module xa 4nh hitu han
sinh thi P 1a kha d6i ngau.
That vay, ton tai mot toan cau z : R” — P va mot cadu xa o : P — R” sao cho
xa = id (ché).

z:R" - P < Jdspan(z,...,2,) = P

a:P—+R"< ai,...,a, € Hom(P,R) = P".

Diéu kién za = id néi ring

x=ai(x)rr + ... + an(x)x, ¥V € P.
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D6i ngau ctia module xa anh

Vidu 2.3

Néu C = Modg v6i R 1a mot vanh giao hoan va P 14 mot module xa 4nh hitu han
sinh thi P 1a kha d6i ngau.

That vay, ton tai mot toan cau z : R” — P va mot cadu xa o : P — R” sao cho
xa = id (ché).

z:R" - P < Jdspan(z,...,2,) = P
a:P—+R"< ai,...,a, € Hom(P,R) = P".

Diéu kién za = id néi ring
x=ai(x)rr + ... + an(x)x, ¥V € P.
Cau xa

coev: R—- PP’

1 l—>2n:x1®ozz
=1

dinh nghia cho ta mot déi dinh gia.
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Dé6i ngau qua ham ti tensor

Vidu 2.4

Cho C,D la hai pham tru tensor va F': C — D la mét ham tit tensor.

Pham Khoa Bing Pham tru tensor abel Ngay 23 thang 8 nam 2021 14 /37



Dé6i ngau qua ham ti tensor

Vidu 2.4

Cho C,D la hai pham tru tensor va F': C — D la mét ham tit tensor.
Néu X € Obj(C) c6 dbi ngau (X*,evx,coevy) thi déi ngau cia F(X)* la

(F(X*),GVF)(,COGVF)(),
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Dé6i ngau qua ham ti tensor

Vidu 2.4

Cho C,D la hai pham tru tensor va F': C — D la mét ham tit tensor.
Néu X € Obj(C) c6 dbi ngau (X*,evx,coevy) thi déi ngau cia F(X)* la

(F(X*), eVFx,CoeVFx),
trong do

—1
evrx = ao F(evx)ocx« x
—1
coevipx = cx,x* 0 F'(coevx) o«

o : ding cAu F(1¢) > 1p

cx,y : ding cAu F(X®Y) > FX Q FY.
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Déi ngau clia tensor

Vidu 2.5

Cho C 1a mot pham tru tensor, gid st X,Y 1a hai vat kha déi ngau trong C. Khi d6
X ® Y ciing 1a vat kha déi ngau.
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D0i ngau cta tensor

Vidu 2.5

Cho C 1a mot pham tru tensor, gid st X,Y 1a hai vat kha déi ngau trong C. Khi d6
X ® Y ciing 1a vat kha déi ngau.

eVxXgy = €eVx O (X R evy ®X*)

coevxgy = (X ® coevy ® X) o coevx

cing Y* ® X* 1a vat déi ngau cia X Q Y.
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Mot dinh nghia khac ctia pham tru tensor cing

Cho C' la mot pham tru tensor sao cho Hom(X,Y') ton tai vdi moi cdc vat
X,Y € Obj(C), khi do C la pham tru tensor cing khi va chi khi moi vat trong C' la
khd doi ngau. Hon nita khi dé ta com c6 XV = X* vdi moi vat X € Obj(C).
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Mot dinh nghia khac ctia pham tru tensor cing

Cho C' la mot pham tru tensor sao cho Hom(X,Y') ton tai vdi moi cdc vat
X,Y € Obj(C), khi do C la pham tru tensor cing khi va chi khi moi vat trong C' la
khd doi ngau. Hon nita khi dé ta con c6 XY = X* vdi moi vat X € Obj(C).

Chtng minh.

(=) Gia st C la cting, ta biét rang v6i moi vat X € Obj(C) thi

Hom(1,Hom (X, X)) = Hom(X, X).

Pham Khoa Bang
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Mot dinh nghia khac ctia pham tru tensor cing

Cho C' la mot pham tru tensor sao cho Hom(X,Y') ton tai vdi moi cdc vat
X,Y € Obj(C), khi do C la pham tru tensor cing khi va chi khi moi vat trong C' la
khd doi ngau. Hon nita khi dé ta con c6 XY = X* vdi moi vat X € Obj(C).

Chtng minh.
(=) Gia st C la cting, ta biét rang v6i moi vat X € Obj(C) thi
Hom(1,Hom (X, X)) = Hom(X, X).

Ta dinh nghia déi dinh gia

»
coev:1l — Hom(X, X)2 X" X2X®X"’

13 cAu xa tuong tng véi id : X — X qua song anh trén.
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Mot dinh nghia khac ctia pham tru tensor cing

Cho C' la mot pham tru tensor sao cho Hom(X,Y') ton tai vdi moi cdc vat
X,Y € Obj(C), khi do C la pham tru tensor cing khi va chi khi moi vat trong C' la
khd doi ngau. Hon nita khi dé ta con c6 XY = X* vdi moi vat X € Obj(C).

Chtng minh.
(=) Gia st C la cting, ta biét rang v6i moi vat X € Obj(C) thi
Hom(1,Hom (X, X)) = Hom(X, X).

Ta dinh nghia déi dinh gia

»
coev:1l — Hom(X, X)2 X" X2X®X"’

13 ciu xa tuong tng véi id : X — X qua song anh trén. Dinh gid ev: XV @ X — 1 13
cau xa tng véi idxv thong qua song anh

Hom(X" ® X,1) = Hom(X ", X").
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Mot dinh nghia khac ctia pham tru tensor cing

Chtng minh.

(<) Gia st moi vat trong C' la kha ddi ngau, khi d6 ta v6i moi cac vat
X,Y € Obj(C) ta dinh nghia Hom(X,Y) = X* ® Y va evx y 1a hgp thanh

XY X2X*eXeY 8y

Pham Khoa Bing

Pham tru tensor abel
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Mot dinh nghia khac ctia pham tru tensor cing

Chtng minh.

(<) Gia st moi vat trong C' la kha ddi ngau, khi d6 ta v6i moi cac vat
X,Y € Obj(C) ta dinh nghia Hom(X,Y) = X" ® Y va evx,y la hgp thanh

XY X2X*eXeY 8y

Ta dé kiém tra dinh nghia nay cho ta Hom trong ctia C'. Dang ciu

R

Hom(Xl,Yl) X HOIH(XQ,YQ) — Hom(X1 QX X2, Y1 ® Yz)
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Mot dinh nghia khac ctia pham tru tensor cing

Chtng minh.

(<) Gia st moi vat trong C' la kha ddi ngau, khi d6 ta v6i moi cac vat
X,Y € Obj(C) ta dinh nghia Hom(X,Y) = X" ® Y va evx,y la hgp thanh

X'RY®X2X XY &8y
Ta dé kiém tra dinh nghia nay cho ta Hom trong ctia C'. Dang ciu

Hom(X1,Y:) ® Hom(X>, Y2) = Hom (X1 ® X2,Y: @ Ya)
chinh 1a

X/ Y1X a2 X X, 1@ (X1 X)) @Y1 ®Ys,

trong d6 ta da st dung dang cau (X1 ® X2)¥ =2 XY ® Xy O
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Mot dinh nghia khac ctia pham tru tensor cing

Chtng minh.

(<) Gia st moi vat trong C' la kha ddi ngau, khi d6 ta v6i moi cac vat
X,Y € Obj(C) ta dinh nghia Hom(X,Y) = X" ® Y va evx,y la hgp thanh

XY X=X XY 8y
Ta dé& kiém tra dinh nghia nay cho ta Hom trong ctia C. Dang cau
Hom(X1,Y:) ® Hom(X>,Vs) = Hom(X; ® X2,Y: @ Y2)
chinh 1a

X/ Y1X a2 X X, 1@ (X1 X)) @Y1 ®Ys,

trong d6 ta da st dung dang cau (X1 ® X2)¥ =2 XY ® Xy O

Nhan xét. Cau xa (id ® ev) o (d ® id) o coev : 1 — U lam day
0—-U—=1—-V =0

ché, trong d6 6 : U — U ® U la cau xa dinh nghia vat don vi 1.
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Categorical rank

B6 dé 2.7

Cho (C,®) la mot pham tru tensor va cho X la mot vat trong C. Dieu kién can va di
dé X c6 doi ngau la ton tai Hom(X, ) va cdu za

Hom(X,1) ® Y — Hom(X,Y)

la dang cdu vdi moi vat Y € Obj(C).
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Categorical rank

B6 dé 2.7

Cho (C,®) la mot pham tru tensor va cho X la mot vat trong C. Dieu kién can va di
dé X c6 doi ngau la ton tai Hom(X, ) va cdu za

Hom(X,1) ® Y — Hom(X,Y)

la dang cdu vdi moi vat Y € Obj(C).

| \

Dinh nghia 2.8

Cho C la mot pham tru tensor cing, gid st X € Obj(C), ta dinh nghia vét ctia mot
cau xa f : X — X 1a hop thanh

coev ld ev
19 X XV Y xoxV A XV o X 1.

Ky hiéu vét ctia f bdi tr(f) va dinh nghia hang clia X 1a tr(idx).

Pham Khoa Biang Pham tru tensor abel Ngay 23 thang 8 nam 2021 18 /37



Pham tru Vecty,

Vidu 3.1

Cho k 1a mot truong, khi d6 pham tru Vecty cac khong gian vector hitu han chiéu
trén k 1a mot pham tru tensor abel cting véi vat don vi 1 = k. Vét clia mot ty dong
cau f:V =V la

1»—>Zvi®v;/|—>2f(vi)®vivszz/®f(vi)'—>zviv(f(vi)>a

trong dé v1, ...,v, 1& mot c6 s6 ctia V va vy, ..., v, la cd sé dbi ngau.
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Pham tru Vecty,

Vidu 3.1

Cho k 1a mot truong, khi d6 pham tru Vecty cac khong gian vector hitu han chiéu
trén k 1a mot pham tru tensor abel cting véi vat don vi 1 = k. Vét clia mot ty dong
cau f:V =V la

1»—>Zvi®v;/|—>2f(vi)®vivszz/®f(vi)'—>zviv(f(vi)>a

trong dé v1, ..., v, 1& mot c6 s6 ctia V va vy, ..., v, 1a cd sé ddi ngau. Ta viét

f) => aiu; Vi=Tn
7j=1

sé thu dugc v, (f(vi)) = as; v6i moi i. Nhu vay tr(f) = Y., ai; chinh 1a vét hiéu
theo nghia ma tran.
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Pham tru Modg

Vi du 3.2

Cho R la mo6t vanh giao hoan c¢6 don vi, ky hiéu Modgr la pham tru cac R-module
httu han sinh. Ta biét rang Modg 1a mot pham tru tensor abel v6i End(1) = R. Tuy
nhien Modg chua chic 14 pham tru cing.
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Pham tru Modg

Vi du 3.2

Cho R la mo6t vanh giao hoan c¢6 don vi, ky hiéu Modgr la pham tru cac R-module
httu han sinh. Ta biét rang Modg 1a mot pham tru tensor abel v6i End(1) = R. Tuy
nhien Modg chua chic 14 pham tru cing.

Ly do. Trong Modg c6é thé c6 nhitng vat khong phan xa. Vi du khi R = Z thi

0 = Hom(Hom(Z/2,7),7Z) = (Z/2)"" # 7/2.

Hon nita ta cling biét dugce tir dinh 1y trude, cac vat kha déi ngau trong Modg chi 1a
cac module xa anh.
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Pham tru Modg

Vi du 3.2

Cho R la mo6t vanh giao hoan c¢6 don vi, ky hiéu Modgr la pham tru cac R-module
httu han sinh. Ta biét rang Modg 1a mot pham tru tensor abel v6i End(1) = R. Tuy
nhien Modg chua chic 14 pham tru cing.

Ly do. Trong Modg c6é thé c6 nhitng vat khong phan xa. Vi du khi R = Z thi

0 = Hom(Hom(Z/2,7),7Z) = (Z/2)"" # 7/2.

Hon nita ta cling biét dugce tir dinh 1y trude, cac vat kha déi ngau trong Modg chi 1a
cac module xa anh.

Cho R la mot vanh giao hoan c6 don vi, khi d6 Proj, pham tru cac module xa anh
htu han sinh la tensor cong tinh cting, tuy nhién khéong phai luén luén abel.
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Tinh cting ctia pham tru Proj

Bo6 dé 3.4

Cho R la mot vanh giao hoan cé don vi, ky hiéu Projg la pham tru cic R-module xq
dnh hau han sinh. Khi dé cdc khdng dinh sau ding:

(a) HOIIl(Pl, Ql) X HOm(PQ, Qz) E} Hom(P1 R P2, Q1 ® QQ)

Pham Khoa Bang
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Tinh cting ctia pham tru Proj

Bo6 dé 3.4

Cho R la mot vanh giao hoan cé don vi, ky hiéu Projg la pham tru cic R-module xq
dnh hau han sinh. Khi dé cdc khdng dinh sau ding:

(a) HOIIl(Pl, Ql) X HOm(PQ, Qz) E} Hom(P1 R P2, Q1 ® QQ)
(b) PY @ Py S (P ® P2)V.

Pham Khoa Bang

Pham tru tensor abel
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Tinh cting ctia pham tru Proj

Bo6 dé 3.4
Cho R la mot vanh giao hoan cé don vi, ky hiéu Projg la pham tru cic R-module xq
dnh hitu han sinh. Khi dé cdc khdng dinh sau ding:

(a) Hom(P1, Q1) ® Hom (P2, Q2) = Hom(P1 ® P2, Q1 ® Q2).

(b) PY @ PY 5 (P, ® Py)".
(C) Plv QR Py = HOIIl(Pl, PQ).
Trong dé Pi, P2, Q1, Q2 la cic module va Py, Py xa dnh (truong hop cudi ta chi can

Py za dnh).

Chtng minh.
e (a) = (b) néu cho Q1 = Q2 = R.
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Tinh cting ctia pham tru Proj

Bo6 dé 3.4
Cho R la mot vanh giao hoan cé don vi, ky hiéu Projg la pham tru cic R-module xq
dnh hitu han sinh. Khi dé cdc khdng dinh sau ding:

(a) Hom(P1, Q1) ® Hom (P2, Q2) = Hom(P1 ® P2, Q1 ® Q2).

(b) PY @ PY 5 (P, ® Py)".
(C) Plv QR Py = HOIIl(Pl, PQ).
Trong dé Pi, P2, Q1, Q2 la cic module va Py, Py xa dnh (truong hop cudi ta chi can

Py za dnh).

Chtng minh.

e (a) = (b) néu cho Q1 = Q2 = R.
o (c) = (b) néu thay thé P> — P, la dung tinh lién hgp ctia ham tit Hom va ®.
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Tinh cting ctia pham tru Proj

Bo dé 3.4

Cho R la mot vanh giao hoan cé don vi, ky hiéu Projg la pham tru cic R-module xq
dnh hitu han sinh. Khi dé cdc khdng dinh sau ding:

(a) Hom(P1, Q1) ® Hom(P2,Q2) = Hom(P: ® P2, Q1 ® Qo).

(b) PY @ PY 5 (P, ® Py)".

(C) Plv QR Py = HOIIl(Pl, PQ).

Trong dé Pi, P2, Q1, Q2 la cic module va Py, Py xa dnh (truong hop cudi ta chi can
Py za dnh).

Chtng minh.

e (a) = (b) néu cho Q1 = Q2 = R.

o (c) = (b) néu thay thé P> — P, la dung tinh lién hgp ctia ham tit Hom va ®.

e (c¢) ding mot cach tam thuong khi P = R, hon nita 16p cac module P; thoa
méan (c) déng véi phép lay tdng truc tiép véi tap chi sé hitu han va hang tit truc
tiép nén ta co6 diéu phai chiing minh do P; xa 4nh hitu han sinh thi P; 14 mot
hang t1 truc tiép ciia mot module tir do hang hitu han.

[l

v
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Bo dé 3.5

Cho R la mot vanh giao hodn cé don vi va P la mot R-module xa dnh hiu han sinh.
Khi dé P ciing la module xa dnh hitu han sinh va P phdn za, tic P = (PY)Y.
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Bo dé 3.5

Cho R la mot vanh giao hodn c6 don vi va P la mot R-module xa dnh hiu han sinh.
Khi dé P ciing la module xa dnh hitu han sinh va P phdn za, tic P = (PY)Y.

Chting minh.

Viét P® Q = R™, ta c6 mot biéu do giao hoan véi hai hang khép

0 > P > R™ > Q) > 0
! ! !

0 \ P\/\/ \ (Rn)vv \ Q\/\/ s 0.
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Bo dé 3.5

Cho R la mot vanh giao hodn c6 don vi va P la mot R-module xa dnh hiu han sinh.
Khi dé P ciing la module xa dnh hitu han sinh va P phdn za, tic P = (PY)Y.

Chting minh.

Viét P® Q = R™, ta c6 mot biéu do giao hoan véi hai hang khép

0 > P > R™ > Q) > 0
! ! !

0 \ P\/\/ \ (Rn)vv \ Q\/\/ s 0.

Ta rat ra vai két luan:

o Miii tén gitta 13 ding cau.
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Bo dé 3.5

Cho R la mot vanh giao hodn c6 don vi va P la mot R-module xa dnh hiu han sinh.
Khi dé P ciing la module xa dnh hitu han sinh va P phdn za, tic P = (PY)Y.

Chting minh.

Viét P® Q = R™, ta c6 mot biéu do giao hoan véi hai hang khép

0 > P > R™ > Q) > 0
! ! !

0 \ P\/\/ \ (Rn)vv \ Q\/\/ s 0.

Ta rat ra vai két luan:
o Mii tén gitta l1a déng cau.
e Biang céach san biéu do6 ta thdy P — P la don cau.
e Do tinh déi xting nén Q — Q" ciing 1a don cau.
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Bo dé 3.5

Cho R la mot vanh giao hodn c6 don vi va P la mot R-module xa dnh hiu han sinh.
Khi dé P ciing la module xa dnh hitu han sinh va P phdn za, tic P = (PY)Y.

Chting minh.

Viét P® Q = R™, ta c6 mot biéu do giao hoan véi hai hang khép

0 > P > R™ > Q) > 0
! ! !

0 \ P\/\/ \ (Rn)vv \ Q\/\/ s 0.

Ta rat ra vai két luan:

o Mii tén gitta l1a déng cau.

e Biang céach san biéu do6 ta thdy P — P la don cau.

e Do tinh déi xting nén Q — Q" ciing 1a don cau.
Bing cach lam dung ky hiéu ta c6 thé giAst P®Q =PV @ QVY = R" va
PcCc P, QcCcQ".
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Bo dé 3.5

Cho R la mot vanh giao hodn c6 don vi va P la mot R-module xa dnh hiu han sinh.
Khi dé P ciing la module xa dnh hitu han sinh va P phdn za, tic P = (PY)Y.

Chting minh.

Viét P® Q = R™, ta c6 mot biéu do giao hoan véi hai hang khép

0 > P > R™ > Q) > 0
! ! !

0 \ P\/\/ \ (Rn)vv \ Q\/\/ s 0.

Ta rat ra vai két luan:

o Mii tén gitta l1a déng cau.

e Biang céach san biéu do6 ta thdy P — P la don cau.

e Do tinh déi xting nén Q — Q" ciing 1a don cau.
Bing cach lam dung ky hiéu ta c6 thé giAst P®Q =PV @ QVY = R" va
PcCc P, QcCcQ".

Liyx € PV vaviettzc=y+2véiye PC PV, 2€ Q C QY khi do6
z=xz—y€P’VNQR" ={0} nén x =y hay P = P"".
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Pham tru Rep.(G)

Vi du 3.6

Cho G: lugc do nhém affine trén mot truong k, V: mot k-khong gian vector

G : Alg, — Grp, R— G(R),
Vo, 1 Alg, — Grp, R— V @i R,
GLy : Alg, — Grp, R+— Autr(V ®x R).
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Pham tru Rep.(G)

Vi du 3.6

Cho G: lugc do nhém affine trén mot truong k, V: mot k-khong gian vector

G : Alg, — Grp, R— G(R),
Vo, 1 Alg, — Grp, R— V @i R,
GLy : Alg, — Grp, R+— Autr(V ®x R).

Dinh nghia Rep, (G) la pham tru

vat = {(V,p) | dimx(V) < +o00,p : G — GLy : bién doi tu nhien}
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Pham tru Rep.(G)

Vi du 3.6

Cho G: lugc do nhém affine trén mot truong k, V: mot k-khong gian vector

G : Alg, — Grp, R— G(R),
Vo, 1 Alg, — Grp, R— V @i R,
GLy : Alg, — Grp, R+— Autr(V ®x R).

Dinh nghia Rep, (G) la pham tru
vat = {(V,p) | dimx(V) < +o00,p : G — GLy : bién doi tu nhien}

Véi (V, p¥), (U, pY) 12 hai biéu dién ctia G, mot cdu xa @ : (V,p") — (U, pY) bao gom
mot cau xa ® € Hom(V,, U,) sao cho

Pk (9)

Vi R— VR

o os
p% (9)

Ur B —— U Qi R.

v6i moi g € G(R).
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Pham tru Rep.(G)

Tich tensor. Véi (V,p"), (U, pV) 14 hai biéu dién ciia G, ta c6
Va(R) ®r Ua(R) = (V @, U)o(R) V R € Obj(Alg,).
G(A) tac dong len V4 (R) ®r Uy (R) theo dudng chéo

pr>"(9) = pr(9) ®r pr(9) V g € G(R).

Pham Khoa Bing
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Pham tru Rep.(G)

Vi du 3.7
Tich tensor. Véi (V,p"), (U, pV) 14 hai biéu dién ciia G, ta c6
Va(R) ®r Us(R) 2 (V ®, U)a(R) V R € Obj(Alg,).

G(A) tac dong len V4 (R) ®r Uy (R) theo dudng chéo

pr>"(9) = pr(9) ®r pr(9) ¥ g € G(R).
D6i ngau. V6i R € Obj(Alg,) ta c6 mot dang cau

Homg (Va(R), R) =V, (R).

Dinh nghia déi ngau cta (V,p) 1a (VV, p") trong dé

VY(R) = Homg(V @4 R, R),

G(R) x VY(R) = VY(R)
(9,9) = (1= (g~ (r))
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Pham tru Rep.(G)

Vi du 3.8

Hang. Hang ctia mot vat (V, p¥) chi 1a dimy (V).
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Pham tru Rep.(G)

Vi du 3.8

Hang. Hang ctia mot vat (V, p¥) chi 1a dimy (V).
Ham t& thé. Ham ti& thé cia F : Rep,(G) — Vecty chi 1a ham tt quén
(Vip") = V.

Pham Khoa Bing
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Pham tru Rep.(G)

Vidu 3.8
Hang. Hang ctia mot vat (V, p¥) chi 1a dimy (V).
Ham t& thé. Ham ti& thé cia F : Rep,(G) — Vecty chi 1a ham tt quén
(Vip") = V.
Tai xay dung G t@ ham t& thé. F' cam sinh ra mot ham t

Fr : Rep,(G) — Modgr

(V,p¥) =V er R

v6i moi R € Obj(Alg,). Theo dinh nghia, Fr 14 mot ham ti& tensor véi moi k dai s6
R. Xét nhém tu ding cau:
Aut®(F)(R) = Aut®(Fr) = {(A\v) | \v € Endr(V ® R),

(Ckk (029 idR) oAy = Ay © (ak X idR) Yo € HOIII(;(V7 U)}
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Pham tru Rep.(G)

Vi du 3.8

Hang. Hang ctia mot vat (V, p¥) chi 1a dimy (V).

Ham t& thé. Ham ti& thé cia F : Rep,(G) — Vecty chi 1a ham tt quén
(Vip") = V.

Tai xay dung G t@ ham t& thé. F' cam sinh ra mot ham t

Fr : Rep,(G) — Modgr
(V,p") = Ve R

v6i moi R € Obj(Alg,). Theo dinh nghia, Fr 14 mot ham ti& tensor véi moi k dai s6
R. Xét nhém tu ding cau:

Aut®(F)(R) = Aut®(Fr) = {(A\v) | \v € Endr(V ® R),
(Ckk (029 idR) oAy = Ay © (ak X idR) Yo € HOIII(;(V7 U)}

Khang dinh. Bién doi sau la dang cau.

G(R) — Aut®(FR)
g — tac dong cia g lén V ®i R.
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Pham tru khong gian vector Z/2-phan béac

Vi du 3.9

Cho k 1a mot truong va C' 1a pham tru cac khong gian vector hitu han chiéu phan
bac theo Z/2, tic la cac vat cua C 1a cac khong gian vector V =V @ Vi trong dé
Vo, V1 1a cac k-khong gian vector hitu han chiéu va ta phan bac

‘ | 0 néuzéel
x| = )
1 neéuzxelV.
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Pham tru khong gian vector Z/2-phan béac

Vi du 3.9

Cho k 1a mot truong va C' 1a pham tru cac khong gian vector hitu han chiéu phan
bac theo Z/2, tic la cac vat cua C 1a cac khong gian vector V =V @ Vi trong dé
Vo, V1 1a cac k-khong gian vector hitu han chiéu va ta phan bac

‘ | 0 néuxel
x| = )
1 neéuzxelV.

Mot cau xa Vo @ Vi — Wo @ W1 13 mot cap dong cau tuyén tinh
fo : Vo — Wo,fl : V1 — Wl.
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Pham tru khong gian vector Z/2-phan béac

Vi du 3.9

Cho k 1a mot truong va C' 1a pham tru cac khong gian vector hitu han chiéu phan
bac theo Z/2, tic la cac vat cua C 1a cac khong gian vector V =V @ Vi trong dé
Vo, V1 1a cac k-khong gian vector hitu han chiéu va ta phan bac

‘ | 0 néuxel
x| = )
1 neéuzxelV.

Mot cau xa Vo @ Vi — Wo @ W1 13 mot cap dong cau tuyén tinh
fo : Vo — Wo,fl : V1 — Wl.
Tich tensor trong C' dugc dinh nghia bdi

VW)= Y  V,0Ws.

Jj+k=i mod 2
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Pham tru khong gian vector Z/2-phan béac

Vi du 3.9

Cho k 1a mot truong va C' 1a pham tru cac khong gian vector hitu han chiéu phan
bac theo Z/2, tic la cac vat cua C 1a cac khong gian vector V =V @ Vi trong dé
Vo, V1 1a cac k-khong gian vector hitu han chiéu va ta phan bac

‘ | 0 néuxel
x| = )
1 neéuzxelV.

Mot cau xa Vo @ Vi — Wo @ W1 13 mot cap dong cau tuyén tinh
fo : Vo — Wo,fl : V1 — Wl.
Tich tensor trong C' dugc dinh nghia bdi

VW)= Y  V,0Ws.

j+k=i mod 2
Hom trong dugc dinh nghia béi

Hom(V,W); = >  Hom(Vj, Wx).

j+k=i mod 2
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Pham tru khong gian vector Z/2-phan béac

Vi du 3.10

Ta dong nhat trudng nén k véi k @ 0, khi d6 vat déi ngau cua V 1a VY & V7.
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Pham tru khong gian vector Z/2-phan béac

Vi du 3.10

Ta dong nhat trudng nén k véi k @ 0, khi d6 vat déi ngau cua V 1a VY & V7.
Goi v1, ..., Un VA U1, ..., Un lan lugt 12 hai co sé ctia Vo, Vi, khi d6 déi dinh gia
coev:1l— (Vod V1) ® (Vo ® V1)Y duge dinh nghia bai

n m

v v

1:—)5 vi®v,-—|—g u; Q@ u; .
i=1 i=1
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Pham tru khong gian vector Z/2-phan béac

Vi du 3.10

Ta dong nhat trudng nén k véi k @ 0, khi d6 vat déi ngau cua V 1a VY & V7.
Goi v1, ..., Un VA U1, ..., Un lan lugt 12 hai co sé ctia Vo, Vi, khi d6 déi dinh gia
coev:1l— (Vod V1) ® (Vo ® V1)Y duge dinh nghia bai

n m

v v

1:—)5 vi®v,-—|—g u; Q@ u; .
i=1 i=1

Ta co

Zvi Qv Z(—l)o'ov;/ ® fo(vs), Zuz R u) Z(—l)l'lu;/ ® f1(us).
i=1 i=0 i=1 i=0
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Pham tru khong gian vector Z/2-phan béac

Vi du 3.10

Ta dong nhat trudng nén k véi k @ 0, khi d6 vat déi ngdu cta V 1a V' @ VY.
Goi v1, ..., Un VA U1, ..., Un lan lugt 12 hai co sé ctia Vo, Vi, khi d6 déi dinh gia
coev:1l— (Vod V1) ® (Vo ® V1)Y duge dinh nghia bai

n m

v v

1:—)5 vi®vi—|—g u; Q@ u; .
i=1 i=1

Ta co

ivi ® v i(—l)o'oviv ® fo(vs), iuz ®u; — i(—l)l'luiv ® f1(u:).
i=1 i=0 i=1 i=0
Cubi cuing ta lay dinh gia va cong lai dé suy ra
tr(f) = tr(fo) — tr(f1).
N6i rieng, rank(V') khong nhat thiét khong am, do d6 khong c6 dang Rep,, (G).
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Envelope cong tinh

Dinh nghia 3.11

Cho C 1a mot pham tru tién cong tinh (pre-additive category). Mot envelope cong
tinh cta C 1a mot cip (C“dd, t) trong dé C*% 13 mot pham trut cong tinh va

t:C — C*¥ 13 mot ham tif trung thanh, day du, tién cong tinh sao cho véi moi
pham tru cong tinh D thi "ham ti& han ché"

Hom  (C**, D) — Hom(C,D), F+s Fo.

la mot tuong duong pham tru, trong dé6 Homy 1a 16p cac ham tit cong tinh gitta cac
pham tru tién cong tinh.

Pham Khoa Bing Pham tru tensor abel Ngay 23 thang 8 nam 2021 28 / 37



Envelope cong tinh

Dinh nghia 3.11

Cho C 1a mot pham tru tién cong tinh (pre-additive category). Mot envelope cong
tinh cta C 1a mot cip (C“dd, t) trong dé C*% 13 mot pham trit cong tinh va

t:C — C*¥ 13 mot ham tif trung thanh, day du, tién cong tinh sao cho véi moi
pham tru cong tinh D thi "ham ti& han ché"

Hom  (C**, D) — Hom(C,D), F+s Fo.

la mot tuong duong pham tru, trong dé6 Hom_ 1a 16p cac ham t& cong tinh gita cac
pham tru tién cong tinh.

| A\

Dinh 11 3.12

Ton tai envelope cong tinh (Cadd, L) vdi moi pham tru tién cong tinh C. Hon nia néu
C la mot pham tru tensor thi cadd ctung la mot pham tru tensor va ¢ la mot ham t@
tensor sao cho vdi moi pham tru tensor, cong tinh D thi

Hom%(Cadd,D) = Hom% (C,D), F+ Fou,

trong do Hom% la lop cdac ham ti cong tinh, tensor gita cdc pham tru tensor, abel.
v
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Pham tru véi hang ctia vat 1a bién

Vi du 3.13

Cho V' la mot module tu do hang hitu han trén moét vanh giao hoan k. Dat
T*°(V) = V®* ® VV® tensor thuan bién a lan va phan bién b lan. Ta c6

Homy, (T*°(V), T*%(V)) = Homy (V®* @ VY& V¥ g V&)

>~ (V¥ @ VVe) @ Ve @ V¥
S V®(b+c) R VV®(a+d) — Tb—l—c,a-l—d(v).

Néi cach khac mot dong cau f: T*°(V) — T°%(V) c6 thé dong nhat véi mot phan
ti ctia TPT<2 T4 (V).
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Pham tru véi hang ctia vat 1a bién

Vi du 3.13

Cho V' la mot module tu do hang hitu han trén moét vanh giao hoan k. Dat
T*°(V) = V®* ® VV® tensor thuan bién a lan va phan bién b lan. Ta c6

Homy, (T*°(V), T*%(V)) = Homy (V®* @ VY& V¥ g V&)
>~ (V¥ @ VVe) @ Ve @ V¥
S V®(b+c) R VV®(a+d) — Tb—l—c,a-l—d(v).

Néi cach khac mot dong cau f: T*°(V) — T°%(V) c6 thé dong nhat véi mot phan
ti ctia TPT<2 T4 (V).

Khi b+ c=a+d =1 thi trong T"" (V) = Homy(V, V) c6 mot phan ti dic biet 1a id,
do d6 id®" € THH (V).
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Pham tru véi hang ctia vat 1a bién

Vi du 3.13

Cho V' la mot module tu do hang hitu han trén moét vanh giao hoan k. Dat
T*°(V) = V®* ® VV® tensor thuan bién a lan va phan bién b lan. Ta c6

Homy, (T*°(V), T*%(V)) = Homy (V®* @ VY& V¥ g V&)

g (V@a ® V\/®b)v ® V®C ® V\/®d
S V®(b+c) R VV®(a+d) — Tb—{-c,a—l—d(v).

Néi cach khac mot dong cau f: T*°(V) — T°%(V) c6 thé dong nhat véi mot phan
ti ctia TPT<2 T4 (V).
Khi b+ c=a+d =1 thi trong T"" (V) = Homy(V, V) c6 mot phan ti dic biet 1a id,
do d6 id®" € THH (V).
Cu thé hon, ta thay id = Yo v® v, trong do6 vi, ..., v, 14 mot co s ctia V. Khi d6
ta co

id®" = > Vig ® ... @ Vi, @V, @ ... @V,

(i1,...,i1)€{1,...,n}!
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Pham tru véi hang ctia vat 1a bién

Vi du 3.14

Cho nhém déi xitng S; tdc dong lén phan tit nay bang cach dio cic vi tri phan bién,
tac dong nay cho ta moét don anh

€ : Sarqg = TP (V) = Hom(T*(V), T*4(V))

o +— Zvil X ... v’il & v(\j'/_l(’il) ®...® v‘\;_l(il).

Pham Khoa Bang

Pham tru tensor abel Ngay 23 thang 8 nam 2021 30 /37



Pham tru véi hang ctia vat 1a bién

Vi du 3.14

Cho nhém déi xitng S; tdc dong lén phan tit nay bang cach dio cic vi tri phan bién,
tac dong nay cho ta moét don anh

€ : Sarag = Tt (V) = Hom(T**(V), T4(V))
o +— Zvil X ... v’il & v(\j'/_l(’il) ®...® v(\;_l(il).

Hgp thanh cia moi hai dong cau nhu vay
(o) : T°(V) = T4V),e(r) : T>*H(V) — T%/(V) théa man

e(o) o e() = rank(V)V e(p),

trong d6 N, p chi phu thudc vao a, b, c,d, e, f,o va 7.
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Pham tru véi hang ctia vat 1a bién

Vi du 3.14

Cho nhém déi xitng S; tdc dong lén phan tit nay bang cach dio cic vi tri phan bién,
tac dong nay cho ta moét don anh

€: Suya = TOTOH(VY = Hom(T*(V), T4V))
o — ZU“ X ... ¥V Q U;/—l(il) ® ... U:_l(iz)'

Hop thanh ctia moi hai dong cau nhu vay
(o) : T°(V) = T4V),e(r) : T>*H(V) — T%/(V) théa man

e(o) o e() = rank(V)V e(p),

trong d6 N, p chi phu thudc vao a, b, c,d, e, f,o va 7.

Dinh nghia C’ 1a pham trit ma vat la cac ky hieu 7%° (a,b € N), tap hom dugc dinh
nghia badi

Z[t)[Sat+d] néua—+d=>b+c

0 truong hop khac.

Hom(T*?, T%%) = {
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Pham tru véi hang ctia vat 1a bién

Vi du 3.15

Hop thanh dugc dinh nghia 1a Z[t]-tuyén tinh va trén cac phan tit co sé thi

oT = th.
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Pham tru véi hang ctia vat 1a bién

Vi du 3.15

Hop thanh dugc dinh nghia 1a Z[t]-tuyén tinh va trén cac phan tit co sé thi
or =tV p.

Tich tensor trong C’ dugc dinh nghia theo cach hién nhién, T%° @ T¢ = Tt0+d,
Dat T = T° va dinh nghia pham tra C = ¢,
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Pham tru véi hang ctia vat 1a bién

Vi du 3.15

Hop thanh dugc dinh nghia 1a Z[t]-tuyén tinh va trén cac phan tit co sé thi
or =tV p.

Tich tensor trong C’ dugc dinh nghia theo cach hién nhién, T%° @ T¢ = Tt0+d,
bat T = T° va dinh nghia pham tri C = c/edd, Pham tru C 14 mot Z[t]-pham tru
tensor abel cting sinh béi vat T. Dé tinh hang T ta chi can xem hgp thanh

id

13 gi trong cong thiic hop thanh pho dung.
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Pham tru véi hang ctia vat 1a bién

Vi du 3.15

Hop thanh dugc dinh nghia 1a Z[t]-tuyén tinh va trén cac phan tit co sé thi

oT = th.

Tich tensor trong C’ dugc dinh nghia theo cach hién nhién, T%° @ T¢ = Tt0+d,
bat T = T° va dinh nghia pham tri C = c/edd, Pham tru C 14 mot Z[t]-pham tru
tensor abel cting sinh béi vat T. Dé tinh hang T ta chi can xem hgp thanh

700 7, L1 5 711 o 70,0
13 gi trong cong thitc hgp thanh pho dung. Tuy nhién ta biét rang
1S VeV S Viev Sl
chinh la rank(V'). Déi chiéu

(ev o swap o coev = rank(V)id, N =1) = (coido7 =t.id, N = 1)

suy ra rank(7T) = t khong 1a s6 tu nhién.
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Ché ctia lity dang va gid abel hoa

Dinh nghia 3.16

Cho C 13 mot pham trii, X mot vat trong C, mot cau xa e® = e € Endc¢(X) duge goi
1a mot liy dang cta C. Mot ché clia e 1a mot bo ba (Ime, 7., o) trong dé
Ime € Obj(C) va
t:Ime — X, m.: X — Ime
13 cac cau xa trong C théa man

@ € = L O T,

@ idim, = Te O Le.
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Ché ctia lity dang va gid abel hoa

Dinh nghia 3.16

Cho C 13 mot pham trii, X mot vat trong C, mot cau xa e® = e € Endc¢(X) duge goi
1a mot liy dang cta C. Mot ché clia e 1a mot bo ba (Ime, 7., o) trong dé
Ime € Obj(C) va
t:Ime — X, m.: X — Ime
13 cac cau xa trong C théa man

@ € = L. O T,

@ idim, = Te O Le.

| A\

Dinh nghia 3.17

Mot pham trit dude goi 1a Karoubi néu moi lity dang déu ché. Mot Karoubi envelope
cia mot pham tru C la mot bo (Ck‘", t) trong do6 cker 1a Karoubi va ¢ : C — CF" 1a
mot ham ti trung thanh, day da sao cho v6i moi pham trit D thi "ham t& han ché"
Nat(C**", D) — Nat(C, D)
Fr— Fou

la mot tuong duong pham tru.
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Su ton tai ciia Karoubi envelope

Dinh 1i 3.18

Cho C la mot pham tra, khi dé ton tai duy nhat sai khdc mot dang ciu mot bo

(Ck‘“’, t) la mot Karoubi envelope ctia C. Néu C la pham tri tensor th CkeT cing duoc
trang bi cau tric cia pham tri tensor va v sé la mot ham it tensor sao cho vdi moi
pham tru tensor Karoubi D thi ham t& han ché

Hom% (C**", D) — Hom% (C, D)
F— Fou
(n:F—F)w—n,

la mot tuwong duong pham tri. Hon thé nita, néu C la cong tinh thi CF*" cang la cong
tinh.
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Tinh nita don

Dinh nghia 3.19

Mot vat X khac 0 trong mot pham tru abel C dudce goi 1a don abel néu 0 va X 13 hai
vat con duy nhat (chinh xac t6i mot dang cau) ciia X. Mot vat X trong C dudc goi
1a nita don abel néu né 1a tong truc tiép ctia cic vat don abel. Pham tri C dudc goi

14 niéa don abel néu moi vat ctia né 14 nita don abel.

Pham Khoa Bing Pham tru tensor abel

Ngay 23 thang 8 nam 2021
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Tinh nita don

Dinh nghia 3.19

Mot vat X khac 0 trong mot pham tru abel C dudce goi 1a don abel néu 0 va X 13 hai
vat con duy nhat (chinh xac t6i mot dang cau) ciia X. Mot vat X trong C dudc goi
1a nita don abel néu né 1a tong truc tiép ctia cic vat don abel. Pham tri C dudc goi
14 niéa don abel néu moi vat ctia né 14 nita don abel.

Dinh nghia 3.20

Mot pham tru1 k-tuyén tinh C, vé6i k 14 mot truong, dudc goi 1a niéa don theo tu dong
cdu néu End(X) 1a k-dai s6 nita don hitu han chiéu v6i moi vat X trong C.
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Tinh nita don

Dinh nghia 3.19

Mot vat X khac 0 trong mot pham tru abel C dudce goi 1a don abel néu 0 va X 13 hai
vat con duy nhat (chinh xac t6i mot dang cau) ciia X. Mot vat X trong C dudc goi
1a nita don abel néu né 1a tong truc tiép ctia cic vat don abel. Pham tri C dudc goi
14 niéa don abel néu moi vat ctia né 14 nita don abel.

Dinh nghia 3.20

Mot pham tru1 k-tuyén tinh C, vé6i k 14 mot truong, dudc goi 1a niéa don theo tu dong
cdu néu End(X) 1a k-dai s6 nita don hitu han chiéu v6i moi vat X trong C.

Néu C la mot pham tru k-tuyén tinh, Karoubi (gid abel) va nia don theo tu dong cau
thi no la pham tru nda don abel; not riéng, C la pham tra abel.
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Pham tru Deligne GL;

Vi du 3.22

Ky hieu C 13 pham tri1 trong vi du truée. Ta doi hé s6 pham trit nay lén Q(t), néi
cach khac, ta thay céc tap hom béi Hom(T*°, T“%) @z, Q(¢). Ta c6

Hom(T**,T%%) @z Q(t) = Q(t)[Sa-+d]

13 dai s6 nita don theodinh ly Maschke.

Pham Khoa Biang Pham tru tensor abel Ngay 23 thang 8 nam 2021 35 /37



Pham tru Deligne GL;

Vi du 3.22

Ky hieu C 13 pham tri1 trong vi du truée. Ta doi hé s6 pham trit nay lén Q(t), néi
cach khac, ta thay céc tap hom béi Hom(T*°, T“%) @z, Q(¢). Ta c6

Hom(T**,T%%) @z Q(t) = Q(t)[Sa-+d]

la dai s6 nita don theodinh ly Maschke. Xét pham trit GL; = (C ® Q(t))*", day 1a
mot pham tru

e Q(t)-tuyén tinh, Karoubi,
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Pham tru Deligne GL;

Vi du 3.22

Ky hieu C 13 pham tri1 trong vi du truée. Ta doi hé s6 pham trit nay lén Q(t), néi
cach khac, ta thay céc tap hom béi Hom(T*°, T“%) @z, Q(¢). Ta c6

Hom(T™", T*") ®z1) Q(t) = Q(t)[Sa+d]
la dai s6 nita don theodinh ly Maschke. Xét pham trit GL; = (C ® Q(t))*", day 1a
mot pham tru
e Q(t)-tuyén tinh, Karoubi,
e nita don theo ty dong cau,
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Pham tru Deligne GL;

Vi du 3.22

Ky hieu C 13 pham tri1 trong vi du truée. Ta doi hé s6 pham trit nay lén Q(t), néi
cach khac, ta thay céc tap hom béi Hom(T*°, T“%) @z, Q(¢). Ta c6

Hom(T*", T°) @21 Qt) = Q(t)[Sa+d]
la dai s6 nita don theodinh ly Maschke. Xét pham trit GL; = (C ® Q(t))*", day 1a
mot pham tru
e Q(t)-tuyén tinh, Karoubi,
e nita don theo ty dong cau,
@ tensor ciing véi End(1) = Q(¢) 1a mot trudng.
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Pham tru Deligne GL;

Vi du 3.22

Ky hieu C 13 pham tri1 trong vi du truée. Ta doi hé s6 pham trit nay lén Q(t), néi
cach khac, ta thay céc tap hom béi Hom(T*°, T“%) @z, Q(¢). Ta c6

Hom(T**,T%%) @z Q(t) = Q(t)[Sa-+d]

la dai s6 nita don theodinh ly Maschke. Xét pham trit GL; = (C ® Q(t))*", day 1a
mot pham tru

e Q(t)-tuyén tinh, Karoubi,

e nita don theo ty dong cau,

@ tensor ciing véi End(1) = Q(¢) 1a mot trudng.
Do d6 GL; la abel. Tuy nhién rank(7"°) =t ¢ N nén GL; khong c6 dang Rep, (G)
v6i moi luge dé nhom G. Néi cach khac, GL; khong thé dugc trang bi mot ham t&
tha.
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Cam on moi nguoi da lang nghe!
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